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纠缠测量提升两比特量子态分辨效率（特邀）

田博轩， 侯志博*， 项国勇
中国科学技术大学中国科学院量子信息重点实验室，安徽  合肥  230026

摘要  在给定错误率下，减小量子态分辨中平均消耗的拷贝数，称为最小消耗量子态分辨。最小消耗量子态分辨可以把

节省的资源用于后续量子任务，在量子密码等量子任务中具有重要的应用价值。研究了两比特量子态的最小消耗量子

态分辨。理论结果表明，即使两比特量子态只有经典关联，没有量子纠缠，纠缠测量仍能远超对两个比特分别进行局域

测量的效果。实验结果证实，当错误率要求足够小时，纠缠测量实验装置消耗的拷贝数仅为局域测量的 1/12，就可满足

错误率要求。该研究结果突出了纠缠测量在最小消耗量子态分辨中的作用，显示了量子测量中纠缠的重要意义。
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Enhancing Minimum-Consumption Discrimination of Two-Qubit Quantum 
States via Entangling Measurements (Invited)

Tian Boxuan, Hou Zhibo*, Xiang Guoyong
CAS Key Laboratory of Quantum Information, University of Science and Technology of China, 

Hefei 230026, Anhui, China

Abstract Reducing the average number of copies consumed in quantum state discrimination under a given error rate is 
referred to as minimum-consumption quantum state discrimination.  Minimum-consumption quantum state discrimination 
allows the saved resources to be utilized for subsequent quantum tasks, and it holds significant practical value in tasks such 
as quantum cryptography.  In this paper, we investigate minimum-consumption quantum state discrimination of two-qubit 
quantum states.  The theoretical results indicate that even when two-qubit quantum states only possess classical 
correlations and no quantum entanglement, entangled measurements still far outperform the effects of performing local 
measurements on the two qubits individually.  Experimental results confirm that when the error rate requirement is low 
enough, the average number of copies consumed by entangled measurement device is only one-twelfth of that consumed by 
local measurements, while still meeting the error rate requirement.  Our research results highlight the role of entangled 
measurements in minimum-consuption quantum state discrimination, demonstrating the importance of entanglement in 
quantum measurements.
Key words quantum measurement; quantum control; quantum discrimination; quantum information

1　引   言

量子态用来刻画量子世界中系统的状态，两个量

子态一般不正交，不能确定性区分。因此，探究如何最

优化量子态分辨效率成了研究量子态分辨问题的关

键［1-17］。当前对这一问题的一类研究主题是近几年提

出的最小消耗量子态分辨问题［1-2，9-10］。该问题假设拥

有无穷个量子态的拷贝，量子态分辨要求达到给定错

误率 ε。我们需要设计如何对量子态进行测量，以达到

消耗平均最少的拷贝数来满足错误率要求的目标。这

一问题所假设的场景与众多实际的量子通信［18-20］与量

子计算［21-23］等量子任务相符。其致力于快速、低消耗

以及高稳定性地实现量子态分辨，因此在量子信息任

务中具有重要价值。

当今对最小消耗量子态分辨的研究已有较大的进

展。当 ε足够小时，已有理论工作证明拷贝消耗数可
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由概率相对熵表示［9-10］，当 ρ0 与 ρ1 是单比特态时，已有

工作证明可以通过最优自适应全局策略来达到局域界

限，且实验证明该局域界限可进一步被自适应量子集

体测量超越［1］。

然而迄今为止，尚未有对多比特量子态的最小消

耗量子态分辨进行研究的工作。为了推进最小消耗分

辨量子态的研究，本文将报道我们对多比特量子混态

最小消耗分辨的研究工作。本文选取一类特殊的二比

特量子态 ρ0 与 ρ1，理论研究表明，当 ε趋于 0 时，对二比

特态的两个比特进行纠缠测量以实现分辨所需要消耗

的拷贝数远远小于对两个比特分别测量所需要消耗的

拷贝数。进一步的实验研究验证了这一点。本文纠缠

测量装置所消耗的拷贝数将只有对两个比特分别进行

测量时的 1/12。该工作同样证明了纠缠测量可以利

用测量中的纠缠特性实现巨大的效率提升，具有重要

的应用价值。

2　基本原理

2. 1　错误率 ε趋于 0时的平均消耗拷贝数

本文研究的二比特量子态表达式为
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ρ0 = 1
3 ( )φ 0 φ 0

⊗2
+ φ 1 φ 1

⊗2
+ φ 2 φ 2
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ρ1 = 1
3 ( )φ 0 φ 0 ⊗ φ 1 φ 1 + φ 1 φ 1 ⊗ φ 0 φ 0 + φ 2 φ 2

⊗2
， (1)

式 中 ：| φ 0 = | 0 ；| φ 1 = cos α | 0 + sin α | 1 ； | φ 2 =

cos α2 | 0 + sin α2 | 1 。本文取 α= 15°。注意，这两个

要区分的量子态都是可分态，不存在量子纠缠。另外，

这两个量子态处在对称空间，即交换量子态中两个比

特的顺序，量子态不变。

本文考虑了单拷贝测量的情形，即只允许一次测

量一个拷贝，并且假定在测量前已知量子态有 50% 概

率为 ρ0。这里讨论先验概率固定时 ε→ 0 的情况，已有

的理论工作表明，在允许自适应测量时，最小平均拷贝

消耗数［9-10］由相对熵确定，即

N = -
é

ë
ê
êê
ê q
E ( P 0 ||P 1 )

+ 1 - q
E ( P 1 ||P 0 )

ù

û
úúúú ln ε+ O ( ln ε)， (2)

式 中 ：q 是 测 量 前 ρ0 态 的 先 验 概 率 ，E ( P 0 ||P 1 )=

max
 { }Mi ∈A  

D ( P 0 ||P 1 )= max
 { }Mi ∈A  

∑
i

P 0i ln P 0i

P 1i
与 E ( P 1 ||P 0 )=

max
 { }Mi ∈A  

D ( P 1 ||P 0 )= max
 { }Mi ∈A  

∑
i

P 1i ln P 1i

P 0i
为最大相对熵，

P 0i = tr (Mi ρ0)，P 1i = tr (Mi ρ1)，{Mi}表示正值算子测

量（POVM），A表示一切允许的 POVM 所构成的集

合。这里 A分为两种集合情况，A= A local 表示一切局

域测量两个比特的测量所构成的集合，A= A entangled 表

示包括纠缠测量的所有两比特测量的集合。

2. 2　局域测量

对 于 第 一 种 情 况 ，可 以 通 过 数 值 计 算 来 得 到

E ( P 0 ||P 1 )与 E ( P 1 ||P 0 )的取值。由于本文所研究的两

比特量子态的两个比特之间没有纠缠，但具有不同的

经典关联。另外，对两个量子态 ρ0 和 ρ1 中的第一个比

特进行局域测量时，无论选择什么测量，概率分布总是

相同的。不同之处在于，具有不同经典关联的第二个

比特在测量第一个比特后将会坍缩到不同的态上。因

此，无法通过测量第一个比特获得任何相对熵，而测量

第二个比特获得的最大相对熵可以通过数值搜索来计

算（参考文献［1］）。本文考虑的是最优自适应测量的

情 形 。 即 当 我 们 假 设 对 第 一 个 比 特 的 测 量 基 为

S1 (θ1) | θ1 θ1| dθ1、对 第 二 个 比 特 的 测 量 基 为

S2(θ2) | θ2 θ2| dθ2 时，| θ
 
= cos θ| 0 + sin θ| 1 ，E(P0 ||P1 )

与 E ( P 1 ||P 0 )可表示为
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式 中 ：ρ01 = ρ11 = 1
3 ( )φ 0 φ 0 + φ 1 φ 1 + φ 2 φ 2

分别表示对 ρ0 或 ρ1 第二个比特求迹后，第一个比特约化

密度矩阵；P 0
θ2|θ1

=
θ1θ2| ρ0 | θ1θ2

θ1| ρ01 | θ1

，P1
θ2|θ1

=
θ1θ2| ρ1 | θ1θ2

θ1| ρ11 | θ1

表示当 ρ0 或 ρ1 的第一个比特的测量结果为 θ1 时，第

二个比特塌缩到测量 | θ2 θ2| 上的概率。 S1 (θ1) 与

S2(θ2)作为单比特 POVM 的测量基的权重系数，应满

足归一化与半正定化条件，即

∫
0

π

Si( )θ dθ= 2，∫
0

π

Si( )θ cos 2θdθ= 0，

∫
0

π

Si(θ) sin 2θdθ= 0，Si(θ)≥ 0， (4)

式中：i取 1 或 2。对式  (3)中积分最优化的计算方法已



0327001-3

特邀研究论文 第  61 卷第  3 期/2024 年  2 月/激光与光电子学进展

由 文 献［1］给 出 。 通 过 计 算 得 到 E local ( P 1 ||P 0 )=
E local ( P 0 ||P 1 )= 0. 0040，依据式（2），平均拷贝数是 ln ε
量级。

2. 3　纠缠测量

当允许对两比特量子态做纠缠测量时，情况将大

不相同。为说明这一点，这里引入一组两比特量子态

纠缠投影测量基底，
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| 1，1 = | θθ

| 1，0 =
| θθ- + | θ-θ

2
| 1，-1 = | θ-θ-

| 0，0 =
| θθ- - | θ-θ

2

， (5)

式中：| θ 已在 2. 2 节中定义，| θ- = sin θ | 0 - cos θ | 1
是其正交态。这组基底是角动量耦合表象下的基底。

当 θ=α/2 = 7. 5° 时，若采用这组基底测量 ρ0，则

测量结果为 | 0，0 的概率为 0，其余三个基概率大于 0；
若采用这组基底测量 ρ1，则测量结果为 | 1，0 的概率为

0，其余三个基概率大于 0。由于出现概率为 0 的情况，

相对熵趋于无穷大。依据式（2），平均拷贝数远小于

ln ε，而局域测量平均消耗的拷贝数为 ln ε量级，因此理

论上纠缠测量消耗的拷贝数远小于局域测量。在实际

情况下，由于实验精度限制（例如波片角度误差，干涉

可见度达不到 100%），实际实现的量子测量并非理论

量子测量。对 ρ0 的测量结果为 | 0，0 的概率和对 ρ1 的

测量结果为 | 1，0 的概率总会略大于 0。因此，对于纠

缠 测 量 ，E(P0 ||P1 )= max
 { }Mi ∈A entangled

∑
i

P 0i ln P 0i

P 1i
与 E(P1 ||P0 )= 

max
 { }Mi ∈A entangled  

∑
i

P 1i ln P 1i

P 0i
的取值取决于实验精度。即使

考虑实验误差，纠缠测量的相对熵也能远超局域测量

的最好结果 0. 0040，消耗的平均拷贝数也远低于局域

测量。这一理论结果揭示了纠缠测量具有远超局域测

量的信息提取能力。

2. 4　纠缠测量实验装置

为了对以上理论进行验证，我们用参量光实验平

台进行了分析。实验装置图如图 1 所示，与文献［1］类

似，将两比特量子态中的一个量子比特编码在光子的

偏振上（水平和竖直偏振为基底），另一个量子比特编码

在光子的路径上（下图中经过第一个 BD 后的上路径和

下路径）。

通过旋转上图中半波片的光轴的方向，该实验装

置可以制备无纠缠的二比特量子态并实现如式（5）所

示的纠缠基底所构成的投影测量（详见参考文献［1］补

充材料）。

3　分析与讨论

利用该实验装置便可以测得输入态为 ρ0 或 ρ1 时

的概率分布，进而求得相对熵的大小。本文取 θ在
-5°~20° 之间的等间隔的 100 个取值，并对每个取值

通过测量 100000 个光子来估计相对熵的大小，实验结

果如图 2 所示。

图 2 中的两条曲线显示了由实验测得的概率分布

计算得到的相对熵，其误差线的半长度等于标准差。

下方的虚线是对两个比特分别做局域测量所能实现的

相对熵的上界。可以看出，无论 θ取-5°~20° 之间的

何值，两个相对熵均远大于 D local 的最大可能取值，即

E local。 特 别 地 ，当 θ= 7. 5° 时 ，所 测 得 的 相 对 熵 为

D ( P 0 ||P 1 )= 0. 0490 以及 D ( P 1 ||P 0 )= 0. 0544，二者均

大于 E local = 0. 0040 的 12 倍。因此，在 ε足够小时，根

据式（2），实验中纠缠测量装置消耗的平均拷贝数反比

于纠缠测量装置对应的相对熵 0. 0490，相比于局域测

量最大相对熵 0. 0040，实际实验实现的纠缠测量装置

可以将态分辨所消耗的平均拷贝数减少到 1/12。若

能提升测量仪器精度，则该效率可进一步提升，限制精

度的因素有波片角度精度、干涉可见度、暗计数、随机

符合等。

4　结   论

本文将最小消耗量子态分辨研究从单比特情形推

图 1　基于量子行走的纠缠测量装置光路图

Fig.  1　Entangled measurement setup based on photonics 
quantum walks

图 2　相对熵测量结果

Fig.  2　Measurement result of relative entropy
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广到更为复杂的两比特情形，在要求错误率很小的情

况下，分别考虑了局域测量和纠缠测量的分辨性能。

揭示了两比特量子态的独特性：这些态的两个比特间

的经典关联能被纠缠测量极为敏感地探测到，却较难

被局域测量所察觉。这一发现有力地证明了纠缠测量

能够更加高效地从量子态中提取信息，将有助于推动

量子纠缠测量应用于量子精密测量［16-17，24］、量子保密通

信［18-20，25］与量子计算［21-23］等领域。

本文所探讨的两比特态是众多两比特态中的特

例，即两比特间只有经典关联而没有纠缠。更一般的

两比特间可能会具有纠缠，也许对它们的态分辨问题

会有新的现象出现，这值得我们进一步探索。
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