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二维色散介质光子晶体的能带结构求解问题研究

钟相辉， 袁健华*

北京邮电大学理学院，北京  100876

摘要  给出了一种计算二维色散介质光子晶体能带结构的方法，研究二维色散介质光子晶体的特性。考虑色散光子晶

体，即介电常数 ε= ε (ω)与频率 ω相关，求解一个非线性特征值问题得到能带结构。首先，基于光子晶体电磁波传播的控

制方程组推导出变分形式，对离散以后的非线性问题选择合适的解作为初始值，基于牛顿法对不同的波矢 k值求解该非

线性问题，获得色散关系 ω ( k)，从而得到光子晶体的能带结构分布。基于数值方法，求解了几种不同的色散介质光子晶

体在横电（TE）、横磁（TM）模式下的能带结构，数值结果表明该方法是有效的。
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Numerical Analysis of the Band Structure of Two-Dimensional Dispersive 
Dielectric Photonic Crystals
Zhong Xianghui, Yuan Jianhua*

School of Science, Beijing University of Posts and Telecommunications, Beijing 100876, China

Abstract In this study, the characteristics of two-dimensional dispersive dielectric photonic crystals are studied via a 
numerical approach that combines the finite-element method (FEM) with Newton’s iterative method.  For a dispersive 
photonic crystal whose permittivity is dependent on the frequency, the band structure problem is formulated as a nonlinear 
eigenvalue problem.  In this study, first, a discrete variational formulation is derived from Maxwell’s equations based on 
the FEM.  Thereafter, by selecting approximate solutions as the initial values for the iteration, this nonlinear problem is 
solved for different values of the wave vector k based on Newton’s iterative method.  Consequently, the band structure of 
dispersive dielectric photonic crystals is obtained numerically.  Several dispersive photonic crystals in the transverse electric 
(TE) and transverse magnetic (TM) modes are investigated.  The numerical results reveal that the proposed method is 
effective for dispersive photonic crystals.
Key words dispersive photonic crystals; band structure; finite element methods; band gap; Newton’s method

1　引 言

光子晶体是不同折射率材料呈周期排列而形成的

人工微结构，其出现为在亚波长尺度上实现光传输操

控以及光与物质的相互作用调控提供了强大而有效的

手段［1］。光子晶体的概念于 1987 年被提出，其因特殊

的控光能力被广泛应用在很多领域，如光子芯片、高品

质光学谐振腔、滤波器等［2］。

色散介质光子晶体是光子晶体众多种类中的一

种，其是由色散介质和一般介质组成的周期性空间分

布的人工结构［3］。研究色散介质光子晶体主要考虑二

维色散介质光子晶体的能带结构，对开发利用光子晶

体，制造特殊的光学器件等都具有十分重要的意义。

区别于普通光子晶体，色散介质光子晶体的介电常数

或磁导率是关于频率的函数。此时，光子晶体能带结

构的求解是一个非线性特征值问题。当前求解此类问

题的方法有很多，例如，改进的平面波展开法、时域有

限差分与频域有限差分法、光谱指示方法（SIM）、

Dirichlet-to-Neuman 映射法等，这些计算方法也各有

特点。在改进的平面波展开法［4］中，特征模是否收敛

是需要着重考虑的一个问题，此方法要保证有较高精

度的初始值；频域有限差分法［5］在求解色散问题时，需
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要对网格进行剖分，这时通常会用到矩形网格剖分，但

是这样很容易引入较大的误差，使得求解的准确度下

降。时域有限差分法［6］在求解色散光子晶体能带结构

时，需分步进行，在计算出特征模态后要对其作进一步

分析，求解过程较为繁琐。近年来，还有一些新的方法

用来求解光子晶体色散问题，如 SIM 方法［7］，该方法在

求解此问题时，首先利用有限元方法将问题离散，随后

利用 SIM-H 算法求解特征值，该方法为求解 Hermitian
矩阵的非线性特征值问题提供了一个新思路。此外，

Dirichlet-to-Neuman 映射法［8-9］在求解色散关系时，将

能带结构求解问题转化为一个二次非线性特征值方

程，通过给定频率 ω求解特征值方程，以波矢 k作为特

征值，得到关系 ω ( k)，从而获得能带结构分布。

本文给出了一种计算二维色散介质光子晶体能带

结构的方法。首先，基于电磁波传播的控制方程组推

导出变分形式，接着将其转化为一个非线性特征值问

题，利用有限元方法将问题离散。离散之后，选择多个

合适的解作为初始值，通过扫描不可约布里渊区域的

边界获得 k值，基于牛顿法对不同的 k值求解该非线性

问题，得到色散关系 ω ( k)，从而获得色散介质光子晶

体的能带结构。利用 COMSOL 软件，通过其自带的

参数化扫描，对不同的 k值计算出可能存在能带的频

率 ω，并将其作为牛顿法求解的初始值。将有限元离

散与牛顿迭代相结合，利用有限元方法得到问题的离

散形式，随后基于牛顿迭代法求解非线性问题，最终求

得色散介质光子晶体的能带结构。

2　光子晶体原胞与第一布里渊区域

光子晶体中的电磁场计算在倒易空间中进行，只

需计算第一布里渊区域中的电磁场即可获悉整个光子

晶体的场分布。给出两种二维光子晶体原胞和其对应

的第一布里渊区域，如图 1所示。图 1（a）为正方晶格光

子晶体原胞，晶格基矢 a1 = aex，a2 = aey，其中 a为晶格

常 数 ，ex、ey 为 单 位 向 量 ，第 一 布 里 渊 区 域 为

[-π a，π a ] 2
，如图 2（a）所示。以顶点 Γ= 2π/a (0，0)，

X= 2π/a (1/2，0)，M= 2π/a (1/2，1/2)围成的三角形

区域 ΓXM表示其不可约布里渊区域。图 1（b）为三角

晶 格 光 子 晶 体 原 胞 ，其 晶 格 基 矢 为 a1 =

(1/2， 3 /2) aex，a2 = (1/2，- 3 /2 ) aey，如图 2（b）所

示。以顶点 Γ= (0，0) 2π/a，M=(0，1/ 3 ) 2π/a，X=

(1/3，1/ 3 ) 2π/a围成的三角形区域ΓXM是三角晶格

的不可约布里渊区域。

3　理论模型

以正方晶格为例（原胞区域D 0 如图 1（a）所示），推

导光子晶体特征值问题。电磁波在二维光子晶体结构

中存在不同的传播模式，若只考虑电磁波传播的横电

（TE）模式和横磁（TM）模式，二维光子晶体的标量波

动方程为

∇ ⋅ p∇ϕ+ ( )ω2 c2 qϕ= 0， （1）
式中：∇ 为梯度算子；c为真空光速。TE 模式下，ϕ=
Hz，p= 1/ε ( r，ω)，q= 1。TM 模式下，ϕ= Ez，p= 1，
q= ε ( r，ω)。引入波矢 k ∈ Κ，Κ为正方晶格的第一布

里 渊 区 域 。 根 据 Bloch 原 理 ，函 数 ϕ ( r) 可 描 述 为

ϕ ( r)= exp ( )ik ⋅ r u ( r)，u ( r)为 ϕ的 Floquet 变换，在 x
方向、y方向都满足周期性。

由 ∇ϕ ( r)= ∇ (exp ( )ik ⋅ r u ( r) )= exp ( )ik ⋅ r (∇ +
ik) u ( r)，代入式（1），可得 TM 模式下：

(∇ + ik) ⋅ (∇ + ik) u+ ( )ω2 c2 ε ( r，ω) u= 0，（2）
式中：ε为介电常数；u为待求未知量，表示各点处的场

值函数。

TE 模式下：

(∇ + ik) ⋅
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê 1
ε ( )r，ω

(∇ + ik) uù
û

ú
úú
ú+ ω2

c2 u= 0 ，（3）

式（2）和式（3）综合可得：

ì
í

î

ïïïï

ïïïï

( )∇ + ik ⋅[ ρ ( )∇ + ik u ]+ ω2κu= 0， in   D 0

u|Γ 1 = u|Γ 3，u|Γ2 = u|Γ4，on  ∪
i= 1

4
Γi

，（4）

式中：ρ=ì
í
î

1，                 TM
1/ε ( )r，ω ，TE ；κ=

ì
í
î

ïïïï

ïïïï

~
k0

2
ε ( )r，ω ，TM

~
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2
，                TE

，
~
k0 =

1/c。
定义 Sobolev 空间 H 1 (D 0)上满足周期边界条件

图 1　光子晶体原胞。（a）正方晶格；（b）三角晶格

Fig. 1　Photonic crystal unit cell. (a) Square lattice; 
(b) triangular lattice

图 2　第一布里渊区域。（a）正方晶格；（b）三角晶格

Fig. 2　First Brillouin zone. (a) Square lattice; (b) triangular lattice

的函数子空间H 1
p (D 0)：

H 1
p (D 0)={v∈H 1 (D 0) |v|Γ 1 = v|Γ 3，v|Γ2 = v|Γ 4}，（5）

任取 v∈H 1
p (D 0)，对式（4）中第一个方程两边同乘

以测试函数 v，得到变分方程：

∫
D 0

ρ ( )∇ + ik u ⋅
- -- -- -- ----- -- --( )∇ + ik v dxdy=

∫
D 0

ω2 κuv̄ dxdy， ∀v∈H 1
p (D 0)。 （6）

定义算子函数 T (ω)：S→L (H 1
p (D 0)，H 1

p (D 0) )，
频率 ω为复数，S⊂ C 为复平面上的一个有界闭集，

L (H 1
p (D 0)，H 1

p (D 0) ) 为从 H 1
p (D 0) 到 H 1

p (D 0) 上的有

界线性算子空间。进一步 T (ω)满足：

(T (ω) u，v)= ∫
D 0

ρ ( ∇u ⋅ ∇v̄+ iku ⋅ ∇v̄- i∇u ⋅ kv̄+

| k | 2uv̄ )- ω2κuv̄ dxdy，∀v∈V， （7）
从 而 将 式（4）转 化 为 下 列 特 征 值 问 题 ，求

ω ∈ S，u∈H 1
p (D 0)，使得：

T (ω) u= 0。 （8）

4　数值解法

类似文献［7］，利用有限元方法离散 T (ω)，其中

ω ∈ S。对区域 D 0 进行三角网格剖分得到 Th，且 Th 是
对称剖分，即 Γ 1 和 Γ 3 上的节点、Γ 2 和 Γ 4 上的节点分别

关于区域中心轴对称。构造试探函数空间 H 1
p (D 0)的

一个有限元空间Vh，然后求 ω以及 uh ∈Vh，使得：

∫
D 0

ρ ( ∇uh ⋅ ∇v̄h + ikuh ⋅ ∇v̄h - i∇uh ⋅ kv̄h +

| k | 2uh v̄h ) dxdy= ∫
D 0

ω2 κuh v̄h dxdy，∀vh ∈Vh 。 （9）

设 ϕi ，i= 1，2，⋯，N是空间 Vh 的基函数，uh 可以

表示为

uh( x，y)= ∑
j= 1

N

uh，j ϕj( )x，y ， （10）

式中：uh，j为待定的标量；ϕj( x，y)为第 j个节点对应的

线性基函数。用 ( xj，yj)表示第 j个节点的坐标，且基

函数 ϕj( x，y)的性质：

ϕj( xi，yi)=ì
í
î

1，     i= j
0，     i≠ j

。 （11）

因此，得到有限元变分的离散形式：

∫
D 0

ρ [ (∇ (uh，j ϕj) ⋅ ∇v̄h)+ ikuh，j ϕj ⋅

∇v̄h -i∇ (uh，j ϕj) ⋅ kv̄h + | k | 2uh，j ϕj ⋅ v̄h ] dxdy=

∫
D 0

ω2κ∑
j= 1

N

uh，j ϕj ⋅ v̄h  dxdy，∀vh ∈Vh。 （12）

对给定的波矢 k，k = (α，β ) T
，将式（12）中的试探

函数 vh 选取为基函数，采用 N个基函数，即可得到离

散方程组系统：

ρuh，j∫
D 0

[ ( )∇ϕj ⋅ ∇-ϕi + ikϕj ⋅ ∇-ϕi - i∇ϕj k

-
ϕi + | k | 2ϕj

-
ϕi ] dxdy= ω2κ∑

j= 1

N

uh，j∫
D 0

ϕj ⋅
--
ϕi  dxdy，

i= 1，2，⋯，N。 （13）
设M h

ρ  ，M h， Sh ，A h
1 ，A h

2 都是N× N矩阵：

M h
ρ ( )ij = ρ ∫

D 0

ϕj
-
ϕi dxdy，M h

( )ij = ∫
D 0

ϕj
-
ϕi dxdy，（14）

Sh( )ij = ρ ∫
D 0

∇ϕj ∇
-
ϕi dxdy，A h

1 ( )ij = ρκ ∫
D 0

kϕj
-
ϕi dxdy，（15）

A h
2 ( )ij = ρκ ∫

D 0

∇ϕj ⋅ k
-
ϕi dxdy，i，j= 1，2，⋯，N。（16）

故原问题经有限元离散可写成矩阵形式的求解问

题：给定波矢 k，求解 ω以及N维向量 u，满足：

T h(ω) u = 0， （17）
式中：T h(ω)= Sh + iA h

1 - iA h
2 + | k | 2 M h

ρ - ω2κM h。

基于牛顿法在 S (S⊂ C) 上求解 T h 的所有特征

值。将式（17）中的 T h(ω) 简记作 T (ω)。类似文献

［10］中的推导，对给定的波矢 k，设 (u*，ω*)是式（17）的

一组真实解，取 (ui，ωi)作为初始值，由泰勒定理得：

0 = T (ω*) u* = T (ω*) ui +
T (ω*) (u* - ui)= T (ωi) ui + T (ωi) (u* - ui)+

( )ω* - ωi Tω ( )ωi ui + ⋯， （18）
忽略高阶部分，用 (ui+ 1，ωi+ 1)代替 (u*，ω*)得到：

T (ωi) y i+ 1 = -Tω (ωi) ui， （19）
式中：y i+ 1 = ui+ 1 / (ωi+ 1 - ωi)，将 T (ω*)在 ωi 处泰勒

展开，得到 0=T (ωi)=T (ωi)+(ω* - ωi)Tω (ωi)+ …，

忽略高阶部分，并用 ωi+ 1 代替 ω* 得到：

T (ωi)+ (ωi+ 1 - ωi)Tω (ωi)= 0。 （20）
式（20）两端同乘以 ui+ 1，得：

ωi+ 1 = ωi -
( ui+ 1 )HT ( )ωi ui+ 1

( ui+ 1 )HTω ( )ωi ui+ 1
。 （21）

式（19）、式（21）是算法的基础，下面给出牛顿法求

解式（17）的算法 1 流程图，如图 3 所示。

需要注意到，式（21）中第 2 项的分母不为 0。算法

在满足非退化条件式（22）时具有二次收敛性，证明过

程可见文献［11］。

u* HTω (ω) u* ≠ 0 。 （22）
使用基于有限元方法的 COMSOL 软件与牛顿迭

代 相 结 合 来 求 解 晶 体 的 能 带 结 构 ，进 一 步 描 述

COMSOL 与牛顿法结合共同计算的实现过程：

1） 建立几何模型。进入 COMSOL 软件选取空间

维度为 2D，然后选择电磁波、频域，随后进入特征频率

模块。添加表示周期性单元几何结构的参数，绘制原

胞区域。
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的函数子空间H 1
p (D 0)：

H 1
p (D 0)={v∈H 1 (D 0) |v|Γ 1 = v|Γ 3，v|Γ2 = v|Γ 4}，（5）

任取 v∈H 1
p (D 0)，对式（4）中第一个方程两边同乘

以测试函数 v，得到变分方程：

∫
D 0

ρ ( )∇ + ik u ⋅
- -- -- -- ----- -- --( )∇ + ik v dxdy=

∫
D 0

ω2 κuv̄ dxdy， ∀v∈H 1
p (D 0)。 （6）

定义算子函数 T (ω)：S→L (H 1
p (D 0)，H 1

p (D 0) )，
频率 ω为复数，S⊂ C 为复平面上的一个有界闭集，

L (H 1
p (D 0)，H 1

p (D 0) ) 为从 H 1
p (D 0) 到 H 1

p (D 0) 上的有

界线性算子空间。进一步 T (ω)满足：

(T (ω) u，v)= ∫
D 0

ρ ( ∇u ⋅ ∇v̄+ iku ⋅ ∇v̄- i∇u ⋅ kv̄+

| k | 2uv̄ )- ω2κuv̄ dxdy，∀v∈V， （7）
从 而 将 式（4）转 化 为 下 列 特 征 值 问 题 ，求

ω ∈ S，u∈H 1
p (D 0)，使得：

T (ω) u= 0。 （8）

4　数值解法

类似文献［7］，利用有限元方法离散 T (ω)，其中

ω ∈ S。对区域 D 0 进行三角网格剖分得到 Th，且 Th 是
对称剖分，即 Γ 1 和 Γ 3 上的节点、Γ 2 和 Γ 4 上的节点分别

关于区域中心轴对称。构造试探函数空间 H 1
p (D 0)的

一个有限元空间Vh，然后求 ω以及 uh ∈Vh，使得：

∫
D 0

ρ ( ∇uh ⋅ ∇v̄h + ikuh ⋅ ∇v̄h - i∇uh ⋅ kv̄h +

| k | 2uh v̄h ) dxdy= ∫
D 0

ω2 κuh v̄h dxdy，∀vh ∈Vh 。 （9）

设 ϕi ，i= 1，2，⋯，N是空间 Vh 的基函数，uh 可以

表示为

uh( x，y)= ∑
j= 1

N

uh，j ϕj( )x，y ， （10）

式中：uh，j为待定的标量；ϕj( x，y)为第 j个节点对应的

线性基函数。用 ( xj，yj)表示第 j个节点的坐标，且基

函数 ϕj( x，y)的性质：

ϕj( xi，yi)=ì
í
î

1，     i= j
0，     i≠ j

。 （11）

因此，得到有限元变分的离散形式：

∫
D 0

ρ [ (∇ (uh，j ϕj) ⋅ ∇v̄h)+ ikuh，j ϕj ⋅

∇v̄h -i∇ (uh，j ϕj) ⋅ kv̄h + | k | 2uh，j ϕj ⋅ v̄h ] dxdy=

∫
D 0

ω2κ∑
j= 1

N

uh，j ϕj ⋅ v̄h  dxdy，∀vh ∈Vh。 （12）

对给定的波矢 k，k = (α，β ) T
，将式（12）中的试探

函数 vh 选取为基函数，采用 N个基函数，即可得到离

散方程组系统：

ρuh，j∫
D 0

[ ( )∇ϕj ⋅ ∇-ϕi + ikϕj ⋅ ∇-ϕi - i∇ϕj k

-
ϕi + | k | 2ϕj

-
ϕi ] dxdy= ω2κ∑

j= 1

N

uh，j∫
D 0

ϕj ⋅
--
ϕi  dxdy，

i= 1，2，⋯，N。 （13）
设M h

ρ  ，M h， Sh ，A h
1 ，A h

2 都是N× N矩阵：

M h
ρ ( )ij = ρ ∫

D 0

ϕj
-
ϕi dxdy，M h

( )ij = ∫
D 0

ϕj
-
ϕi dxdy，（14）

Sh( )ij = ρ ∫
D 0

∇ϕj ∇
-
ϕi dxdy，A h

1 ( )ij = ρκ ∫
D 0

kϕj
-
ϕi dxdy，（15）

A h
2 ( )ij = ρκ ∫

D 0

∇ϕj ⋅ k
-
ϕi dxdy，i，j= 1，2，⋯，N。（16）

故原问题经有限元离散可写成矩阵形式的求解问

题：给定波矢 k，求解 ω以及N维向量 u，满足：

T h(ω) u = 0， （17）
式中：T h(ω)= Sh + iA h

1 - iA h
2 + | k | 2 M h

ρ - ω2κM h。

基于牛顿法在 S (S⊂ C) 上求解 T h 的所有特征

值。将式（17）中的 T h(ω) 简记作 T (ω)。类似文献

［10］中的推导，对给定的波矢 k，设 (u*，ω*)是式（17）的

一组真实解，取 (ui，ωi)作为初始值，由泰勒定理得：

0 = T (ω*) u* = T (ω*) ui +
T (ω*) (u* - ui)= T (ωi) ui + T (ωi) (u* - ui)+

( )ω* - ωi Tω ( )ωi ui + ⋯， （18）
忽略高阶部分，用 (ui+ 1，ωi+ 1)代替 (u*，ω*)得到：

T (ωi) y i+ 1 = -Tω (ωi) ui， （19）
式中：y i+ 1 = ui+ 1 / (ωi+ 1 - ωi)，将 T (ω*)在 ωi 处泰勒

展开，得到 0=T (ωi)=T (ωi)+(ω* - ωi)Tω (ωi)+ …，

忽略高阶部分，并用 ωi+ 1 代替 ω* 得到：

T (ωi)+ (ωi+ 1 - ωi)Tω (ωi)= 0。 （20）
式（20）两端同乘以 ui+ 1，得：

ωi+ 1 = ωi -
( ui+ 1 )HT ( )ωi ui+ 1

( ui+ 1 )HTω ( )ωi ui+ 1
。 （21）

式（19）、式（21）是算法的基础，下面给出牛顿法求

解式（17）的算法 1 流程图，如图 3 所示。

需要注意到，式（21）中第 2 项的分母不为 0。算法

在满足非退化条件式（22）时具有二次收敛性，证明过

程可见文献［11］。

u* HTω (ω) u* ≠ 0 。 （22）
使用基于有限元方法的 COMSOL 软件与牛顿迭

代 相 结 合 来 求 解 晶 体 的 能 带 结 构 ，进 一 步 描 述

COMSOL 与牛顿法结合共同计算的实现过程：

1） 建立几何模型。进入 COMSOL 软件选取空间

维度为 2D，然后选择电磁波、频域，随后进入特征频率

模块。添加表示周期性单元几何结构的参数，绘制原

胞区域。
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2） 添加表示倒易晶格基矢和波矢 k的变量。

3） 设置材料参数。在 COMSOL 中将色散关系定

义为解析函数，赋给相应的原胞区域。

4） 设置周期性边界条件并选择计算模式（TE/
TM 模式）。

5） 进行网格剖分。为满足周期性边界条件使对

边上的网格相同。

6） COMSOL 初始特征频率分析。选取 1. 55 μm
作为工作波长，该波长对应的光波频率作为工作频率

（约 193 THz，记作 freq），继而得到该频率处的介电常

数 。 利 用 COMSOL 在 193 THz 附 近 查 找 零 波 矢

k = 0 时的所有特征频率，将接下来迭代求解用到的频

率（即 freq1）的初始值取自本次初始特征频率分析得

到的所有特征值。

7） 求解及数据后处理。将上一步初始特征频率

分析得到的解导出，作为牛顿迭代的初始值，随后利

用 算 法 1 完 成 后 续 求 解 ，画 出 光 子 晶 体 的 能 带 分

布图。

通常情况下，研究光子晶体的能带情况需要选择

某一中心频率，在此频率附近探究光子带隙和能带分

布。上述步骤 6）使用 COMSOL 软件确定初始特征频

率分析得到的解作为初始值，物理上可以这样理解：为

研究光子晶体的能带结构提供多个实验所用的估算

值，在此基础上经过后续的算法研究和验证，围绕多个

初始频率作为中心频率，进一步计算真实的能带分布

情况。

5　数值算例

5. 1　算例 1
考虑空气柱在色散材料背景中周期排列构成三角

晶格色散光子晶体。利用 Drude 模型来表示背景材料

的介电函数：

ε (ω)= ε∞ éë
ù
û1 - ( )ω 2

p ω2 ， （23）

式中：ω p 为材料的等离子体频率；ε∞ 为无限频率的介

电常数。以 ε∞ = 1，ω p = ( 2πc ) a，r= 0. 48a（a为三角

晶格的晶格常数，r为晶体原胞的半径）的三角形色散

光子晶体为例，分别求解其 TE、TM 模式下的能带结

构。给出此材料的色散关系曲线，如图 4 所示。

TM、TE 模 式 下 的 能 带 结 构 分 别 如 图 5、图 6
所示。

图 5 为三角形晶格色散光子晶体在 TM 模式下的

图 3　算法 1 流程图

Fig. 3　Algorithm 1 flow chart

图 4　算例 1 色散曲线

Fig. 4　Dispersion relation curve of example 1

图 5　TM 模式下的算例 1 能带图

Fig. 5　Computed band structure for example 1:TM mode

能带图，可以看出存在一条带隙，光子带隙频段范围为

0. 6826ω p~0. 7323ω p。计算结果与文献［12-13］中结

果一致。图 6 为 TE 模式下的能带结构，可以看出当频

率大于 0. 5ω p，开始出现带隙。图 6 中填充部分为 2 条

带隙：第一条带隙频率范围为 [ 0. 5164ω p，0. 5369ω p ]，
带 宽 0. 0205ω p ；第 二 条 带 隙 频 率 范 围 [ 0. 5546ω p，

0. 5706ω p ]，带宽为 0. 0160ω p。

在其他参数保持不变的前提下，调整晶柱半径 r，

晶格填充比 f ( f= r/a)从 0 到 0. 5，画出 TM 模式下光

子晶体带隙变化图，结果如图 7 所示。通过观察可以

明确该模式下色散光子晶体的带隙随填充比的变化

情况。

5. 2　算例 2
研究正方晶格有耗色散光子晶体的能带结构，选

择中心晶柱为色散材料，基体部分是空气的色散光子

晶体。其中，色散材料介电函数：

ε (ω)= 1 - ω 2
p

ω2 - iωωτ

， （24）

式中：ω p 为等离子频率；ωτ为衰减频率，当 ωτ ≠ 0 时称

为 有 耗 色 散 光 子 晶 体 。 ω p = 2π × 1914 THz，ωτ =
2π × 8. 34  THz，填充比 f= 0. 2。此材料的色散关系

曲线如图 8 所示。

为进一步说明本算法的创新性，以此例为研究对

象，进一步探讨 TM 模式下本算法与未使用本算法（仅

选用频率 2 × 1015 Hz 时对应的介电常数，此时 ε=
0. 09，如图 8 所示）所得的光子能带，并将两种方法的

计算结果进行对比。

可以看出两种算法求得的光子能带分布差异较

大，与文献［7］中结果进行对比，可验证本算法所得是

正确的，如图 9、图 10 所示。仅使用一个频率处的介电

常数计算得到的光子能带与真实情况有很大差距。

图 6　TE 模式下的算例 1 能带图

Fig. 6　Computed band structure for example 1: TE mode

图 7　TM 模式下的算例 1 带隙

Fig.  7　Gap map of example 1 in TM mode

图 8　算例 2 色散曲线

Fig. 8　Dispersion relation curve of example 2

图 9　本算法结果图

Fig.  9　Results chart obtained by algorithm in this paper

图 10　另一种方法结果图

Fig.  10　Results chart obtained by relative algorithm
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能带图，可以看出存在一条带隙，光子带隙频段范围为

0. 6826ω p~0. 7323ω p。计算结果与文献［12-13］中结

果一致。图 6 为 TE 模式下的能带结构，可以看出当频

率大于 0. 5ω p，开始出现带隙。图 6 中填充部分为 2 条

带隙：第一条带隙频率范围为 [ 0. 5164ω p，0. 5369ω p ]，
带 宽 0. 0205ω p ；第 二 条 带 隙 频 率 范 围 [ 0. 5546ω p，

0. 5706ω p ]，带宽为 0. 0160ω p。

在其他参数保持不变的前提下，调整晶柱半径 r，

晶格填充比 f ( f= r/a)从 0 到 0. 5，画出 TM 模式下光

子晶体带隙变化图，结果如图 7 所示。通过观察可以

明确该模式下色散光子晶体的带隙随填充比的变化

情况。

5. 2　算例 2
研究正方晶格有耗色散光子晶体的能带结构，选

择中心晶柱为色散材料，基体部分是空气的色散光子

晶体。其中，色散材料介电函数：

ε (ω)= 1 - ω 2
p

ω2 - iωωτ

， （24）

式中：ω p 为等离子频率；ωτ为衰减频率，当 ωτ ≠ 0 时称

为 有 耗 色 散 光 子 晶 体 。 ω p = 2π × 1914 THz，ωτ =
2π × 8. 34  THz，填充比 f= 0. 2。此材料的色散关系

曲线如图 8 所示。

为进一步说明本算法的创新性，以此例为研究对

象，进一步探讨 TM 模式下本算法与未使用本算法（仅

选用频率 2 × 1015 Hz 时对应的介电常数，此时 ε=
0. 09，如图 8 所示）所得的光子能带，并将两种方法的

计算结果进行对比。

可以看出两种算法求得的光子能带分布差异较

大，与文献［7］中结果进行对比，可验证本算法所得是

正确的，如图 9、图 10 所示。仅使用一个频率处的介电

常数计算得到的光子能带与真实情况有很大差距。

图 6　TE 模式下的算例 1 能带图

Fig. 6　Computed band structure for example 1: TE mode

图 7　TM 模式下的算例 1 带隙

Fig.  7　Gap map of example 1 in TM mode

图 8　算例 2 色散曲线

Fig. 8　Dispersion relation curve of example 2

图 9　本算法结果图

Fig.  9　Results chart obtained by algorithm in this paper

图 10　另一种方法结果图

Fig.  10　Results chart obtained by relative algorithm
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5. 3　算例 3
求解无损有耗介电材料在空气中均匀分布所构成

的正方晶格光子晶体的能带结构分布情况。材料的介

电函数：

ε ( )ω = 1 - ω 2
p

ω ( )ω+ iγ
， （25）

式中：γ为反电子弛豫时间，ω p = 2πc/a，γ= 0. 01ω p。

此材料的色散关系曲线如图 11 所示。

由文献［14］可知归一化频率 ( )ωa / ( )2πc 在 [0，2]
范围内，TE 模式下的光子晶体是没有带隙的。以 TM
模式为例，分别计算填充比 f= 0. 0564、f= 0. 4720 时

的能带结构分布，TM 模式下两种不同填充比的光子

晶体能带结构如图 12、图 13 所示。

文献［14］中填充率 ( )πr 2 /a2 = 0. 01 对应本文 f=
0. 0564，( )πr 2 /a2 = 0. 7 对应 f= 0. 4720，计算结果与

文献［14］中方法所得结果相一致。

6　结 论

基于有限元方法和牛顿迭代法研究了二维色散介

质光子晶体的带隙结构，根据给定的数值算法，计算了

3 个不同的二维色散介质光子晶体的能带分布。首

先，利用有限元方法将特征值问题离散为矩阵形式；然

后，选择合适的初值基于牛顿法迭代求解，从而得到色

散关系，获得光子晶体的能带结构，分析 TE、TM 两种

模式下的色散介质光子晶体的能带结构。此外，通过

调整光子晶体填充比，求得了光子晶体带隙变化图。

有限元离散与牛顿迭代相结合方法为二维色散介质能

带结构分布问题提供了有效的求解途径，具有一定的

理论意义和实用价值。

致谢 感谢朱璇笛同学在我的论文发表过程中提供的

帮助。
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