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条纹偏折术检测凸球面元件曲率半径方法研究

刘鑫， 李大海*， 张新伟， 葛忍好， 严子良
四川大学电子信息学院，四川  成都  610065

摘要  为了解决相位测量偏折术测量小曲率半径凸球面时相机所采集到的条纹图案边缘模糊、对比度低的问题，提出了

基于逆光线追迹的预畸变条纹偏折术。该方法通过预设待测球面元件的曲率半径建立逆光线追迹模型来获得预畸变条

纹图案。利用 N步相移算法和迭代优化算法获得待测元件坐标和高度，再结合微分几何方法计算待测元件各点的平均

曲率半径。在数值模拟中对曲率半径为 8 mm 的球面的测量精度约为 11 μm。最后，在实验中对曲率半径均值为

8. 26 mm 凸球面上的各点进行测量得到的平均曲率半径为 8. 28 mm，测量区域的直径由原来的 4 mm 增加到 5 mm。结

果表明，相比于传统偏折术，本文方法不仅解决了偏折术测量曲率半径较小凸球面时条纹图案边缘模糊、对比度低的问

题，还提高了测量精度、增大了有效测量面积。
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Deflectometry-Based Investigation of Radius of Curvature of Convex 
Spherical Elements Testing Method

Liu Xin, Li Dahai*, Zhang Xinwei, Ge Renhao, Yan Ziliang
College of Electronics and Information Engineering, Sichuan University, Chengdu 610065, Sichuan, China

Abstract A pre-distortion fringe deflection approach based on reverse ray tracing was proposed to address the blurred edges and 
low contrast of the fringe pattern captured by the camera while measuring a convex sphere with a small radius of curvature (ROC) 
using phase measuring deflectometry.  In this approach, the pre-distortion fringe pattern was obtained by employing the reverse ray 
tracing model based on the nominal ROC of the spherical element to be tested.  N-step phase shift algorithm and iterative 
optimization algorithm were applied to obtain the coordinates and height of each point on the element surface and subsequently 
combine with the differential geometry approach to compute the mean ROC of each point of the element.  For a convex surface 
with an ROC value of 8 mm, the measurement accuracy in numerical simulations was approximately 11 μm.  Finally, the mean 
ROC obtained for the points on the convex sphere with a ROC value of 8. 26 mm was 8. 28 mm, and the diameter of the 
measurement area increased from the original 4 mm to 5 mm.  The findings reveal that compared with the traditional deflection 
approach, this approach can not only overcome the issue of blurred edge and low contrast of the fringe pattern when measuring 
convex spheres with small ROC but also improves the measurement accuracy and effective measurement area.
Key words measurement; phase measuring deflectometry; convex spherical; small radius of curvature; pre-distortion 
fringe; differential geometry

1　引　　言

随着近代光学的发展，光学元件的微型化已经成

为一种发展趋势。在现代光通信的连接器件、手机镜

头 以 及 各 种 微 透 镜 阵 列 等 场 景 中 对 小 曲 率 半 径

（ROC）凸球面元件的需求日益增加。加工离不开检

测，所以对球面参数的测量就显得尤其重要。曲率半

径作为球面元件的重要参数，它的一致性反映了球面

元件的质量。对于球面元件，传统的曲率半径测量方

法主要有接触式测量（例如：牛顿环法［1］、球面样板

法［2］、球径仪法［3］等）和非接触式测量（例如：自准直显

微镜法［4-5］、干涉显微镜法［6-7］等）。其中：牛顿环法需要

人工判断干涉环，测量精度有局限性；球面样板法需要

一个与待测球面曲率半径相同的球面样板，对于样板
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的精度有较高的要求；球径仪通过测量球面某个区域

的高度以及弦半径，再利用几何关系计算得到曲率半

径，但是，接触式测量对待测球面可能会造成损伤。而

非接触式测量中自准直显微镜法需要一套精密的位移

测量装置，干涉显微镜法对环境比较敏感且成本高。

对于小曲率半径元件的测量并不是单一的上述某种方

法，例如，Xu［8］通过拍摄一幅带有载频的球面非接触干

涉图，生成四幅含有同样载频的虚光栅，利用莫尔条纹

和图像处理技术来获得球面曲率半径，但是由于拍摄

过程中对系统焦距等参数进行了调整，进而会对结果

产生误差。Ma 等［9］利用光学轮廓仪对小曲率半径凹

球面测量，但是每次测量需要复杂的标定，并且对零级

条纹定位的不准确会导致最终的测量结果出现较大误

差。以上两种方法在实验中均测量了曲率半径为

10 mm 量级的球面元件，并未对更小曲率半径的元件

进行测量，且无法同时完成元件上所有点的测量。在

一些特定场景，例如，在眼科学中，人眼的角膜也可以

近似看作一个凸球面，由于生物体的限制导致上述方

式无法实现测量。

相位测量偏折术（PMD）作为一种非接触高精度

元件面形检测方法，主要利用了待测元件的反射性质

来实现测量，其具有结构简单、成本低、检测动态范围

很大等特点，已经受到了广泛的关注［10-12］。其原理是

通过在显示器上显示条纹，经过待测元件反射之后被

相机接收，对相机拍摄的携带待测面信息的条纹进行

处理后实现光学元件的测量。对于口径和曲率半径较

小而陡度过大的球面，其存在反射率低和边缘条纹过

密导致拍摄的条纹对比度低而边缘模糊等问题，这是

边缘光路变长以及条纹调制传递函数下降造成的。为

了解决反射率过低的问题，可以将待测元件靠近显示

器来提高反射亮度，但是因为待测元件距离显示器过

近，传统的倾斜相机布置 PMD 将无法对小曲率半径

元件进行测量，因此 2016 年 Liang 等［13］通过在显示器

上放置一个 45°倾斜的平面反射镜，光学上构建了一个

相机正对被测元件 PMD 系统，并生成预畸变条纹来

解决条纹对比度低和边缘模糊问题，但是并没有对该

方法的原理进行公开。

在解决小曲率半径球面反射条纹边缘畸变的基础

上，本文提出了基于逆光线追迹的将预畸变条纹偏折

术与微分几何方法相结合的实现大陡度凸球面元件各

点的平均曲率半径测量方法。通过预先建立逆追迹模

型和灰度插值的方法，得到了在显示器上需要投影的

预畸变条纹，经过待测元件反射后相机拍摄的条纹接

近标准正弦条纹，再利用相位提取和迭代公式获得待

测元件各点坐标以及高度，最后通过微分几何计算得

到各点的曲率半径。模拟和实验结果表明，该方法的

测量精度高、结构简单、不需要额外的参考元件、价格

低廉。此外测量系统与待测元件并未接触，因此存在

人眼角膜地形的在线测量潜力。

2　基本原理

2. 1　凸球面条纹偏折术的基本原理

图 1（a）为 PMD 测量系统，主要由显示器、45°倾斜

的平面反射镜、待测面以及相机组成。显示器的法线

与待测面的法线平行，相机的光轴与显示器面平行，根

据平面镜成像可知，真实相机可看成在显示器后产生

了一个等效相机的光路。显示器上播放的条纹经过待

测面和 45°镜反射后被相机 CCD 面接收。

根据逆光线追迹［14］，假设光线是由相机成像镜头

的入瞳中心发出，经过 45°镜和待测面反射最终到达显

示器。如果已知显示器位置 S，待测面反射点位置M
以及相机入瞳中心坐标 C，则可以计算待测面上各点

的斜率和高度，进而得到各点的曲率半径。首先根据

斜率计算公式可以得到各点的斜率［15］，表示为
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式中：tan xm和tan ym 为反射点上 x和 y方向上的斜率；

（x s，y s）为经过待测面反射之后显示器的坐标，通过投

影预畸变条纹解相位获得；（x c，y c）为相机入瞳中心坐

标，通过相机标定获得；（xm，ym）为待测球面反射点坐

标；dm2s、dm2c 分别为反射点与对应显示器坐标和入瞳

中心的距离；反射点与显示器平面和入瞳中心在 z方
向上的距离 zm2s、zm2c 可以利用点光源显微镜测量获

得。在计算过程中引入一个参考平面 P，参考平面 P
到待测球面反射点的高度 w，如图 1（b）所示，参考平

面上的反射点坐标（xm0，ym0）是通过显示器上播放条纹

图 1　原理图。（a）PMD 测量系统；（b）球面反射点坐标的

获取原理

Fig.  1　Schematic diagram.  (a) PMD measurement system; 
(b) principle of acquiring coordinates of spherical 

reflection points

并利用相移算法［16］求解得到。为了得到反射点的坐标

和高度 w，利用下式构造一个迭代优化流程  ［17］，对反

射点坐标和高度进行修正，直到前后两次高度的变化

量小于阈值时结束运算，最终得到反射点坐标和高度

w。将各点高度w作为球面方程w ( xm，ym )的真实值，

利用微分几何中计算曲面的曲率算法来求得待测球面

各点的曲率。

w=∫tan xm dx+ tan ym dy， （2）

xm = xm0 - w× xm0 - x c

zm2c
，ym = ym0 - w× ym0 - y c

zm2c
。

（3）
在微分几何［18］中，曲面的曲率分为主曲率、高斯曲

率和平均曲率。本文中所提到的曲率半径为曲面的平

均 曲 率 半 径 ，是 平 均 曲 率 的 倒 数 。 球 面 方 程 为

w ( xm，ym )的平均曲率 H定义为在该曲面上某一点的

最大主曲率 k1 和最小主曲率 k2 的平均值，计算公式为

H= 1
2 (k1 + k2)= LG- 2MF+ NE

2 ( )EG- F 2
， （4）

式中：E、F、G为曲面w的第一类基本量；L、M、N为曲

面w的第二类基本量。分别表示为

E= 1 + ( tan xm ) 2
，F= tan xm ⋅ tan ym，

G= 1 + ( tan ym ) 2
， （5）

L=

d ( )tan xm

dxm

EG- F 2
，M=

d ( )tan xm

dym

EG- F 2
，N=

d ( )tan ym

dym

EG- F 2
。

（6）
由此可知，曲面各点的平均曲率半径为

R= 1
H

。 （7）

2. 2　基于逆光线追迹的预畸变条纹图案生成

影响曲率半径测量中反射后显示器坐标获取的因

素有很多，在本文中由于待测面的曲率半径在 8 mm
左右，反射后在边缘处条纹密度过大超出测量的动态

范围，进而影响相位提取和坐标的获取，最终导致曲率

半径计算结果产生误差。因此，采用了在显示器上投

影预畸变的条纹，经过系统后成像在计算区域上的条

纹接近标准正弦条纹，以便于后续相位及坐标的获取。

如图 2 所示，首先建立 CCD 像素坐标 P ( u，v ) 以
及根据下式生成以 CCD 像素坐标为自变量的标准正

弦条纹图案。

I (u，v)= a+ b cos é
ë
ê
êê
ê 2π ( )u，v

T
ù

û
úúúú， （8）

式中：背景光 a和调制度 b均取 0. 5；条纹周期 T取 11
显示器像素，像素大小为 0. 2705 mm。然后，通过逆光

线 追 迹 获 得 经 过 系 统 反 射 之 后 的 显 示 器 坐 标

S ( x s，y s )，并用一个数学映射函数来表示 CCD 坐标与

反射之后的显示器坐标之间的关系，

P (u，v)= R [S ( x s，y s) ]。 （9）
当 CCD 上的灰度分布为标准正弦条纹 I ( u，v )时，

利用式（9）可以得到反射之后的显示器坐标 S ( x s，y s )对
应的灰度分布 I ( x s，y s )，再利用三次样条插值算法可得

真实显示器像素点坐标 S0 ( x s0，y s0 ) 对应的灰度分布

I0 ( x s0，y s0)，即实际显示器需要投影的预畸变条纹图案。

3　数值模拟

3. 1　模型的建立与球面模拟

为了验证本文方法，利用逆光线追迹建立如图 1
所示模型，模拟中令参考平面 P与待测球面顶点重合，

相机在显示器的正后方且光轴垂直于显示器面，入瞳

坐标设为 C（0，0，0）。为了更接近实验情况，待测球面

到相机和显示器的距离 zm2c 与 zm2s 分别为 373. 227 mm
和 103. 891 mm，预设待测球面曲率半径为 8 mm，光轴

与相机光轴重合，整个系统为相机正对待测球面。利

用 2. 2 节的方法得到显示器像素坐标 S0 ( x s0，y s0 )对应

的预畸变条纹灰度分布 I0 ( x s0，y s0)。
图 3（a）是标准正弦条纹，图 3（b）是通过映射函数

得到的预畸变条纹，图 3（c）和（d）分别为标准正弦条

纹和预畸变条纹通过光线追迹模拟相机拍摄之后的条

纹图，可以看到投影标准正弦条纹时相机拍摄的图边

缘处的条纹比较密集，投影预畸变的条纹经过相机拍

摄之后成近似标准的正弦条纹，有利于相位的获取。

对图 3（c）、（d）的条纹图利用十六步相移获得截

断相位并使用菱形算法［19］进行相位展开。图 4（a）、

（b）为投影标准正弦条纹时相机拍摄的水平和竖直方

向的解包裹相位，图 4（c）、（d）为投影预畸变条纹时相

机拍摄的条纹水平和竖直方向的解包裹相位。可以看

到，投影标准正弦条时纹相机拍摄的条纹在待测球面

边缘处的相位信息产生了误差，而投影预畸变条纹则

可以避免这种误差。通过迭代算法和微分几何计算曲

率半径可以获得如图 5 所示的球面结果。图 5（a）为投

影标准正弦条纹计算的曲率半径，由于相位误差导致

图 2　预畸变条纹生成原理图

Fig.  2　Schematic for generating pre-distortion fringe
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并利用相移算法［16］求解得到。为了得到反射点的坐标

和高度 w，利用下式构造一个迭代优化流程  ［17］，对反

射点坐标和高度进行修正，直到前后两次高度的变化

量小于阈值时结束运算，最终得到反射点坐标和高度

w。将各点高度w作为球面方程w ( xm，ym )的真实值，

利用微分几何中计算曲面的曲率算法来求得待测球面

各点的曲率。

w=∫tan xm dx+ tan ym dy， （2）

xm = xm0 - w× xm0 - x c

zm2c
，ym = ym0 - w× ym0 - y c

zm2c
。

（3）
在微分几何［18］中，曲面的曲率分为主曲率、高斯曲

率和平均曲率。本文中所提到的曲率半径为曲面的平

均 曲 率 半 径 ，是 平 均 曲 率 的 倒 数 。 球 面 方 程 为

w ( xm，ym )的平均曲率 H定义为在该曲面上某一点的

最大主曲率 k1 和最小主曲率 k2 的平均值，计算公式为

H= 1
2 (k1 + k2)= LG- 2MF+ NE

2 ( )EG- F 2
， （4）

式中：E、F、G为曲面w的第一类基本量；L、M、N为曲

面w的第二类基本量。分别表示为

E= 1 + ( tan xm ) 2
，F= tan xm ⋅ tan ym，

G= 1 + ( tan ym ) 2
， （5）

L=

d ( )tan xm

dxm

EG- F 2
，M=

d ( )tan xm

dym

EG- F 2
，N=

d ( )tan ym

dym

EG- F 2
。

（6）
由此可知，曲面各点的平均曲率半径为

R= 1
H

。 （7）

2. 2　基于逆光线追迹的预畸变条纹图案生成

影响曲率半径测量中反射后显示器坐标获取的因

素有很多，在本文中由于待测面的曲率半径在 8 mm
左右，反射后在边缘处条纹密度过大超出测量的动态

范围，进而影响相位提取和坐标的获取，最终导致曲率

半径计算结果产生误差。因此，采用了在显示器上投

影预畸变的条纹，经过系统后成像在计算区域上的条

纹接近标准正弦条纹，以便于后续相位及坐标的获取。

如图 2 所示，首先建立 CCD 像素坐标 P ( u，v ) 以
及根据下式生成以 CCD 像素坐标为自变量的标准正

弦条纹图案。

I (u，v)= a+ b cos é
ë
ê
êê
ê 2π ( )u，v

T
ù

û
úúúú， （8）

式中：背景光 a和调制度 b均取 0. 5；条纹周期 T取 11
显示器像素，像素大小为 0. 2705 mm。然后，通过逆光

线 追 迹 获 得 经 过 系 统 反 射 之 后 的 显 示 器 坐 标

S ( x s，y s )，并用一个数学映射函数来表示 CCD 坐标与

反射之后的显示器坐标之间的关系，

P (u，v)= R [S ( x s，y s) ]。 （9）
当 CCD 上的灰度分布为标准正弦条纹 I ( u，v )时，

利用式（9）可以得到反射之后的显示器坐标 S ( x s，y s )对
应的灰度分布 I ( x s，y s )，再利用三次样条插值算法可得

真实显示器像素点坐标 S0 ( x s0，y s0 ) 对应的灰度分布

I0 ( x s0，y s0)，即实际显示器需要投影的预畸变条纹图案。

3　数值模拟

3. 1　模型的建立与球面模拟

为了验证本文方法，利用逆光线追迹建立如图 1
所示模型，模拟中令参考平面 P与待测球面顶点重合，

相机在显示器的正后方且光轴垂直于显示器面，入瞳

坐标设为 C（0，0，0）。为了更接近实验情况，待测球面

到相机和显示器的距离 zm2c 与 zm2s 分别为 373. 227 mm
和 103. 891 mm，预设待测球面曲率半径为 8 mm，光轴

与相机光轴重合，整个系统为相机正对待测球面。利

用 2. 2 节的方法得到显示器像素坐标 S0 ( x s0，y s0 )对应

的预畸变条纹灰度分布 I0 ( x s0，y s0)。
图 3（a）是标准正弦条纹，图 3（b）是通过映射函数

得到的预畸变条纹，图 3（c）和（d）分别为标准正弦条

纹和预畸变条纹通过光线追迹模拟相机拍摄之后的条

纹图，可以看到投影标准正弦条纹时相机拍摄的图边

缘处的条纹比较密集，投影预畸变的条纹经过相机拍

摄之后成近似标准的正弦条纹，有利于相位的获取。

对图 3（c）、（d）的条纹图利用十六步相移获得截

断相位并使用菱形算法［19］进行相位展开。图 4（a）、

（b）为投影标准正弦条纹时相机拍摄的水平和竖直方

向的解包裹相位，图 4（c）、（d）为投影预畸变条纹时相

机拍摄的条纹水平和竖直方向的解包裹相位。可以看

到，投影标准正弦条时纹相机拍摄的条纹在待测球面

边缘处的相位信息产生了误差，而投影预畸变条纹则

可以避免这种误差。通过迭代算法和微分几何计算曲

率半径可以获得如图 5 所示的球面结果。图 5（a）为投

影标准正弦条纹计算的曲率半径，由于相位误差导致

图 2　预畸变条纹生成原理图

Fig.  2　Schematic for generating pre-distortion fringe
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图 3　显示器投影的条纹和相机拍摄的条纹。（a）水平和竖直方向的标准正弦条纹；（b）水平和竖直方向的预畸变条纹；（c）水平和竖

直方向投影标准正弦条纹时相机拍摄得到的条纹；（d）水平和竖直方向投影预畸变条纹时相机拍摄得到的条纹

Fig.  3　Fringe projected by the LCD and captured by the camera.  (a) Standard sine fringe in horizontal and vertical directions, 
respectively; (b) pre-distortion fringe in horizontal and vertical directions, respectively; (c) fringe captured by the camera when 
projecting standard sine fringe horizontally and vertically, respectively; (d) fringe captured by the camera when projecting pre-

distortion fringe horizontally and vertically, respectively

图 4　解包裹相位。（a） （b）投影标准正弦条纹时相机拍摄得到的条纹的水平和竖直方向解包裹相位；（c） （d）投影预畸变条纹相机拍

摄得到的条纹水平和竖直方向解包裹相位

Fig.  4　Unwrapping phase.  (a) (b) Horizontal and vertical unwrapped phases of the fringe captured by the camera when projecting 
standard sine fringe, respectively; (c) (d) horizontal and vertical unwrapped phases of the fringe captured by the camera when 

projecting pre-distortion fringe, respectively

计算的曲率半径已经明显与预设曲率半径 8 mm 不

同 ，图 5（b）为 投 影 预 畸 变 条 纹 计 算 的 曲 率 半 径 ，

其 曲 率 半 径 均 值 为 8. 0021 mm，峰 谷（PV）值 为

0. 0117 mm，模拟中测量口径为 5 mm。

3. 2　不同半径的预畸变模拟分析

为了进一步验证所提方法，在 3. 1 节的基础上预

设待测凸球面曲率半径分别为 6 mm、7 mm、8 mm、

9 mm、10 mm，其余参数均不变，计算得到曲率半径如

表 1 和图 6 所示，其中 RMS 为均方根。

从表 1 和图 6 可以看出：当预设曲率半径为 6 mm
时，计算得到的平均曲率半径的 PV 为 0. 0122 mm，

RMS 为 0. 0031 mm；随着曲率半径增大，当预设曲率

半径为 10 mm 时，计算得到的平均曲率半径的 PV 为

0. 0114 mm，RMS 为 0. 0028 mm，且预设不同曲率半

径时的计算结果具有较好的一致性。本文方法运用插

值算法得到预畸变条纹，但是插值得到的条纹与直接

生成的条纹相比仍然存在差异，导致对不同曲率半径

凸球面的模拟结果 PV 约为 12 μm， RMS 约为 3 μm，

但总体的误差均较小，最大相对误差约 0. 203%。结

果表明本文方法能够测量小凸球面各点的平均曲率半

径，且具有较高精度，能够满足对小曲率半径球面元件

加工精度的检测需求。

4　实验与结果分析

为了验证本文方法的正确性，对一个曲率半径为

8. 26 mm、口径为 10 mm 的球面进行测量，测量的实验

装置图如图 7 所示。相机固定在显示器边框上，焦距

为 50 mm 且光轴与显示器面平行 ，显示器尺寸为

21. 3 英寸（1 英寸 =2. 54 cm），分辨率为 1600 pixel×
1200 pixel。显示器上装有一个 45°倾斜的平面反射

镜，其方位调节功能可使相机的光轴在经过 45°镜反射

后近乎垂直于显示器表面，用于减小调整误差。

首先，通过相机标定获得相机坐标，利用带有千分

尺的点光源显微镜测得待测球面元件到显示器面的距

离 zm2s 和待测球面元件到相机的距离 zm2c，然后将一个

显示器置于光路中播放十六步相移正弦条纹，由相机

拍摄之后利用相移算法得到参考平面坐标（xm0，ym0），

图 5　求得的曲率半径。（a）投影标准正弦条纹得到的曲率半径；（b）投影预畸变条纹得到的曲率半径

Fig.  5　Calculated ROC.  (a) ROC obtained by projecting a standard sine fringe; (b) ROC obtained by projecting pre-distortion fringe

表 1　不同曲率半径球面模拟结果

Table 1　Simulation results of spherical surfaces with different 
ROC values unit: mm

图 6　不同曲率半径计算结果的 PV 与 RMS
Fig.  6　PV and RMS calculated with different ROC values

图 7　测量球面元件曲率半径的实验装置图

Fig.  7　Experimental setup for measuring the ROC of 
spherical element
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计算的曲率半径已经明显与预设曲率半径 8 mm 不

同 ，图 5（b）为 投 影 预 畸 变 条 纹 计 算 的 曲 率 半 径 ，

其 曲 率 半 径 均 值 为 8. 0021 mm，峰 谷（PV）值 为

0. 0117 mm，模拟中测量口径为 5 mm。

3. 2　不同半径的预畸变模拟分析

为了进一步验证所提方法，在 3. 1 节的基础上预

设待测凸球面曲率半径分别为 6 mm、7 mm、8 mm、

9 mm、10 mm，其余参数均不变，计算得到曲率半径如

表 1 和图 6 所示，其中 RMS 为均方根。

从表 1 和图 6 可以看出：当预设曲率半径为 6 mm
时，计算得到的平均曲率半径的 PV 为 0. 0122 mm，

RMS 为 0. 0031 mm；随着曲率半径增大，当预设曲率

半径为 10 mm 时，计算得到的平均曲率半径的 PV 为

0. 0114 mm，RMS 为 0. 0028 mm，且预设不同曲率半

径时的计算结果具有较好的一致性。本文方法运用插

值算法得到预畸变条纹，但是插值得到的条纹与直接

生成的条纹相比仍然存在差异，导致对不同曲率半径

凸球面的模拟结果 PV 约为 12 μm， RMS 约为 3 μm，

但总体的误差均较小，最大相对误差约 0. 203%。结

果表明本文方法能够测量小凸球面各点的平均曲率半

径，且具有较高精度，能够满足对小曲率半径球面元件

加工精度的检测需求。

4　实验与结果分析

为了验证本文方法的正确性，对一个曲率半径为

8. 26 mm、口径为 10 mm 的球面进行测量，测量的实验

装置图如图 7 所示。相机固定在显示器边框上，焦距

为 50 mm 且光轴与显示器面平行 ，显示器尺寸为

21. 3 英寸（1 英寸 =2. 54 cm），分辨率为 1600 pixel×
1200 pixel。显示器上装有一个 45°倾斜的平面反射

镜，其方位调节功能可使相机的光轴在经过 45°镜反射

后近乎垂直于显示器表面，用于减小调整误差。

首先，通过相机标定获得相机坐标，利用带有千分

尺的点光源显微镜测得待测球面元件到显示器面的距

离 zm2s 和待测球面元件到相机的距离 zm2c，然后将一个

显示器置于光路中播放十六步相移正弦条纹，由相机

拍摄之后利用相移算法得到参考平面坐标（xm0，ym0），

图 5　求得的曲率半径。（a）投影标准正弦条纹得到的曲率半径；（b）投影预畸变条纹得到的曲率半径

Fig.  5　Calculated ROC.  (a) ROC obtained by projecting a standard sine fringe; (b) ROC obtained by projecting pre-distortion fringe

表 1　不同曲率半径球面模拟结果

Table 1　Simulation results of spherical surfaces with different 
ROC values unit: mm

ROC
6
7
8
9

10

Mean
6. 0001
7. 0014
8. 0021
9. 0032

10. 0044

PV
0. 0122
0. 0120
0. 0117
0. 0116
0. 0114

RMS
0. 0031
0. 0030
0. 0029
0. 0029
0. 0028

图 6　不同曲率半径计算结果的 PV 与 RMS
Fig.  6　PV and RMS calculated with different ROC values

图 7　测量球面元件曲率半径的实验装置图

Fig.  7　Experimental setup for measuring the ROC of 
spherical element
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最后将显示器换成待测球面。装有 45°反射镜的显示

器播放标准正弦条纹和预畸变条纹，通过对相机拍摄

的条纹解相位和相位展开得到显示器坐标（x s，y s）。

图 8 分别为显示器投影水平和竖直方向标准正弦条纹

和预畸变条纹时经过待测面反射后相机拍摄到的条

纹，可以看出具有较好的条纹对称性，调整误差得到了

比较好的控制。图 9 为投影标准正弦条纹和预畸变条

纹时相机拍摄得到的条纹对比度，经计算投影畸变条

纹时相机拍摄的条纹平均对比度提高了 19. 93%。测

量时相机聚焦在待测面上，对于大曲率元件周围会产

生明显的离焦，所以对比度图上会出现与条纹类似的

不连续现象。通过迭代算法得到待测元件各点的高度

和坐标，中心黑色缺失区域利用插值算法获得，最后再

利用微分几何计算得到待测元件各点的平均曲率半

径。图 10（a）为投影标准正弦条纹计算得到的平均曲

率半径，图 10（b）为投影预畸变条纹计算得到的平均曲

率半径。投影正弦条纹计算得到的平均曲率半径为

8. 3267 mm，PV 为 0. 1928 mm，测量区域直径为 4 mm。

投 影 预 畸 变 条 纹 计 算 得 到 的 平 均 曲 率 半 径 为

8. 2808 mm，PV 为 0. 1643 mm，测量区域直径为 5 mm，

经过对比，投影预畸变条纹测量的结果更接近标称值

8. 26 mm，且比投影正弦条纹的有效测量区域大。

图 9　条纹对比度。（a）投影标准正弦条纹时相机拍摄的条纹对比度；（b）投影预畸变条纹时相机拍摄的条纹对比度

Fig.  9　Contrast of fringe.  (a) Contrast of fringe captured by the camera when projecting standard sine fringe; (b) contrast of fringe 
captured by the camera when projecting pre-distortion fringe

图 8　相机拍摄的条纹图。（a） （b）投影竖直方向标准正弦条纹和预畸变条纹时相机拍摄得到的条纹；（c） （d）投影水平方向标准正弦

条纹和预畸变条纹时相机拍摄得到的条纹

Fig.  8　Fringe captured by the camera.  (a) (b) Fringe captured by the camera when projecting standard sine fringe and pre-distortion 
fringe in the vertical direction, respectively; (c) (d) fringe captured by the camera when projecting standard sine fringe and pre-

distortion fringe in the horizontal direction, respectively

图 10　实验测量的平均曲率半径。（a）投影标准正弦条纹的结果；（b）投影预畸变条纹的结果

Fig.  10　Mean ROC values measured in the experiment.  (a) Result of projection standard sine fringe; (b) result of 
projection pre-distortion fringe

5　结　　论

在相位测量偏折术中，条纹投影至关重要。在传

统投影的标准正弦条纹基础上，本文提出了投影针对

小曲率半径的凸球面所使用的预畸变条纹，再通过微

分几何来测量小曲率半径凸球面。实验中对一个标称

曲率半径为 8. 26 mm 的球面测量结果为 8. 28 mm，PV
为 0. 1643 mm，通过与投影标准正弦条纹测量所得结

果进行对比可知，投影预畸变条纹时经球面反射之后

可以拍摄到一幅对比度较高的图片，并且投影预畸变

条纹的结果更加接近球面曲率半径真实值，有效测量

区域也有所增大，表明投影预畸变条纹与微分几何结

合的方法能够用于较大陡度凸球面上多点曲率半径的

测量，对凸球面元件曲率半径的在位测量提供了一种

新思路。
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5　结　　论

在相位测量偏折术中，条纹投影至关重要。在传

统投影的标准正弦条纹基础上，本文提出了投影针对

小曲率半径的凸球面所使用的预畸变条纹，再通过微

分几何来测量小曲率半径凸球面。实验中对一个标称

曲率半径为 8. 26 mm 的球面测量结果为 8. 28 mm，PV
为 0. 1643 mm，通过与投影标准正弦条纹测量所得结

果进行对比可知，投影预畸变条纹时经球面反射之后

可以拍摄到一幅对比度较高的图片，并且投影预畸变

条纹的结果更加接近球面曲率半径真实值，有效测量

区域也有所增大，表明投影预畸变条纹与微分几何结

合的方法能够用于较大陡度凸球面上多点曲率半径的

测量，对凸球面元件曲率半径的在位测量提供了一种

新思路。
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