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基于最小平方中值的点云平面拟合算法

王洋， 王俊元*， 杜文华， 段能全
中北大学机械工程学院，山西  太原  030051

摘要  三维扫描获取待测对象点云时，不可避免地会出现噪声点和异常值，严重影响点云平面参数估计和平面拟合精度。随

机抽样一致性（RANSAC）和主成分分析（PCA）结合的算法可以有效估计点云平面参数并拟合平面，具有一定鲁棒性，但

RANSAC算法每次迭代时都需要判断以区分内点与外点，具有冗余性，对运行效率有一定影响，同时其估计结果也会受到迭

代次数的影响。针对以上问题，提出了一种结合最小平方中值（LMedS）和 PCA的算法拟合点云平面，并选取 3种点云模型进

行实验，分别为 Semantic3D 户外场景点云数据库、线激光传感器获取的零件表面点云及普林斯顿大学的室内数据集。实验

结果表明，在十万数量级点云中，LMedS算法可以有效估计点云平面参数，与 RANSAC 算法相比，LMedS算法不仅可以有

效估计平面模型，且运行速度有一定提高，耗时少，两者的精度相当，是一种具有较强鲁棒性和优势性的点云平面拟合算法。
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Point Cloud Plane Fitting Algorithm Based on Least Square Median
Wang Yang, Wang Junyuan*, Du Wenhua, Duan Nengquan
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Abstract When obtaining the point cloud of an object to be measured by three-dimensional scanning, noise points and 
outliers will inevitably appear, which will significantly affect the accuracy of point cloud plane parameter estimation and 
plane fitting.  An algorithm that combines random sampling consensus (RANSAC) and principal component analysis (PCA) 
can effectively estimate point cloud plane parameters and fit the plane, with some degree of robustness.  However, the 
RANSAC algorithm needs to judge in each iteration process to distinguish between inner and outer points, which 
introduces redundancy and affects operation efficiency.  Furthermore, its estimation results will be affected by the number 
of iterations.  To solve the above problems, an algorithm that combines least square median (LMedS) and PCA is proposed 
to fit the point cloud plane, and three point cloud models are selected for experiments: Semantic3D outdoor scene point 
cloud database, part surface point cloud obtained using a line laser sensor, and indoor dataset of Princeton University.  The 
experimental results show that, in the 100000 order of magnitude point cloud, the LMedS algorithm can effectively 
estimate the plane parameters of point clouds.  Compared with the RANSAC algorithm, the LMedS algorithm can 
effectively estimate a plane model, with increased running speed, in less time, and with the same accuracy.  The proposed 
method is a point cloud plane fitting method with strong robustness and advantages.
Key words image processing; points cloud; random sample consensus; principal component analysis; least median of 
squares; plane fitting

1　引　　言

基于激光传感器的三维扫描技术，具备传感器体

积小、测量速度快、与待测对象无接触、测量精度高等

特点。激光扫描的方式可以快速获得被测对象表面的

三维坐标数据，通过大量且快速采集对象空间点位置

信息，获得待测零件的三维数据点集合，构成点云。目

前，三维点云已在逆向工程、文物保护、数字博物馆、城

市建筑三维重建等领域得到广泛应用。

现实中许多对象都包含平面特征，例如建筑物墙

面、道路、桥梁、电子产品及机械零部件的表面等。通

过三维激光扫描获得物体的点云数据，经点云下采样、
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去噪、配准等处理后，提取出感兴趣的几何特征，可实

现对现实物体的三维重建。平面特征是点云最基本的

组成部分，对该特征进行提取、配准及拟合有着重要意

义。在激光传感器进行三维扫描后，由于测量对象表

面粗糙度、设备自身测量误差［1］及传感器运动过程中的

轻微振动，使得获取的点云包含噪声，且目标点云在拟

合平面的过程中往往也存在一些难以剔除的异常数据

点。噪声和异常点会严重影响点云平面拟合精度及平

面参数值的估计，故在进行点云平面拟合时需要排除

它们造成的干扰。文献［2］指出，可以将主成分分析方

法（PCA）用到点云平面拟合中，且相较于传统的最小

二乘拟合，PCA 能够有效排除噪声点的影响，得到理想

的拟合参数。文献［3］使用 PCA 对点云法向量进行估

计。同时，文献［4-9］指出，在估计平面参数模型时，随

机抽样一致性（RANSAC）具有重要意义，它具有一定

的鲁棒性，能够在包含噪声的点云中筛选出最佳模型，

对该模型进行估计，可得到最合适的平面参数。文献

［10］将 PCA 和 RANSAC 结合，首先用 RANSAC 算法

预先对点云进行处理，得到理想的模型，然后通过 PCA
估计该模型，从而得到最佳的拟合平面方程。

RANSAC 算法可以事先定义内点数的比例，当内

点数超过该比例时便可跳出循环，但是每次迭代过程

需要判断以区分内点与外点［9］，对运行效率有一定影

响。同时，RANSAC 是一种非确定性算法，是在一定

的概率下得出的合理结果，其迭代次数也会影响结果

的准确性［11］，如果设置迭代次数过小，不能保证结果最

优，可能会得到不准确的结果。

本 文 使 用 最 小 平 方 中 值（LMedS）算 法 替 代

RANSAC 来获取理想的点云平面模型，并结合 PCA
对该模型进行平面参数估计，最终得到拟合平面方程。

并将 LMedS 和 PCA 对点云平面参数估计的结果与

RANSAC 和 PCA 的结果进行比较来验证 LMedS 算

法的优越性。

2　基 于 LMedS 与 PCA 的 激 光 点 云
平面拟合

2. 1　PCA平面拟合算法原理

PCA 是一种使用广泛的数据降维算法。数据降

维指将高维度数据保留一些重要的或感兴趣的特征，

剔除噪声及不需要的特征，使获得的数据可更方便地

进行后续处理，同时也可提高数据的处理速度。给定

空间拟合平面方程为

Ax+ By+ Cz= D， （1）
式中：n = ( A，B，C ) 为平面的单位法向量，A2 + B2 +
C 2 = 1；D为坐标原点到平面的距离。

对 目 标 进 行 三 维 扫 描 后 ，得 到 点 云 数 据

Pi{( xi，yi，zi)，i= 1，2，⋯，n}。为了得到最佳的拟合

平面，应该在满足条件 A2 + B2 + C 2 = 1 的情况下，使

得所有数据点到该平面的距离尽可能小。由此转化为

极值求解问题，采用拉格朗日乘数法，设定设拉格朗日

函数，构造成矩阵特征值和特征向量的求解问题，得到

3 个特征值 λ1、λ2、λ3 及对应的特征向量 ν1、ν2、ν3，取最

小特征值 λmin = min{λ1，λ2，λ3}对应的特征向量 ν，将特

征向量 ν作为拟合平面的法向量 n，得到拟合平面参数

A、B、C。利用点云 x、y、z方向的均值求得参数Ｄ：

D= A
∑
i= 1

n

xi

n
+ B

∑
i= 1

n

yi

n
+ C

∑
i= 1

n

zi

n
。 （2）

经 过 上 述 推 导 ，便 得 出 了 拟 合 平 面 的 参 数

A、B、C、D，从而得到最佳的拟合平面方程。

2. 2　LMedS算法原理

LMedS 算法最初用在线性回归模型分析中，已知

如下线性模型：

yi = xi1θ1 + xi2θ2 + ⋯ + xipθp + ei， i= 1，2，⋯，n，（3）
式中：误差 ei是均值为零、标准差为 σ 的正态分布。线

性回归的目的就是在已知 ( xi1，xi2，⋯，xip，yi)的情况下

估计出 (θ1，θ2，⋯，θp) t，最小二乘取残差平方的最小值

进行估计：

minimize∑
i= 1

n

r 2
i ， （4）

式 中 ：ri = yi - xi1θ1 - xi2θ2 - ⋯ - xipθp。 LMedS 算

法替换了式（4）的残差平方和 r 2
i ，采用了一种随机参数

估计的算法，其对噪声和异常数据具有很强的鲁

棒性［12-13］：

F= minimize
θ̂

 med r 2
i ， （5）

式中：med r 2
i 为样本集中每个子集与其他所有样本残

差平方的中值，选择所有子集对应残差平方中值最小

的一个作为要估计的模型［14］。

考虑初始化模型所需最小样本数为 n，为了确保

估计的可靠性，对迭代次数 K有一定要求。用 ε表示

样本总集中数据的污染率，那么在一定概率 P下，迭代

次数K需要满足

P= 1 - [1 - (1 - ε) n ] K。 （6）
根据式（6），可靠估计的随机样本个数所要确保的

迭代次数 K由表 1 给出［15］。需要注意的是，LMedS 最

高可对包含 50% 噪声的样本集进行估计，而不影响结

表 1　P=95%， 最小样本数为 n的最小迭代次数K
Table 1　 P=95%, minimum number of iterations K with 

minimum number of samples n

n

2
3
5

10

ε： contaminated data fraction
10%

2
2
4
7

20%
3
4
8

27

30%
5
7

17
105

40%
7

12
38

494

50%
11
22
95

3067
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果的可靠性。换句话说，该算法的极限就是在包含

50% 噪声的数据中进行估计，高于该值会影响算法的

鲁棒性。

2. 3　所提算法流程

本研究结合 LMedS 与 PCA 实现点云平面拟合。

利用 LMedS 算法在包含噪声与异常值的点云中获得

较为理想的估计模型，然后用 PCA 对该模型进行平面

拟合，进一步提高运行速度与拟合精度，其具体流程

如下：

1）已知样本集 data，给定概率 P、样本污染率 ε及
初始化模型所需的最小样本数 n，由表 1 确定最小迭代

次数 K，以保证在抽样过程至少得到一个符合模型的

子集。

2）由于是拟合平面，故此时应从样本集 data 中随

机 选 取 3 个 样 本 构 成 抽 样 集 S，利 用 PCA 估 计 初

始化平面参数，得到初始平面模型方程 Ax+ By+
Cz= D。

3）计算样本集 data 中所有样本点到初始化模型平

面的距离 di，其表达式为

di =
|| Axi + Byi + Czi - D

A2 + B2 + C 2
。 （7）

根据 LMedS 算法可知，式（5）中残差 ri 为此时的

距离 di，样本集中每个子集与其他所有样本残差平方

的中值 Med 即为该距离 di平方中值，在每次迭代中记

录得到的 Med。
4）重复步骤 1）~3），迭代 K次，从所有 Med 中选

择其最小值所对应的平面参数作为最终拟合平面的参

数，得到最佳的拟合平面模型。

为了定量分析算法的拟合精度，计算样本集 data
中所有样本点到平面模型距离的标准偏差 σ，并以此

作为平面拟合结果的评价指标：

σ=
∑
i= 1

n

( )di - d̄
2

N- 1 ， （8）

式中：d̄= 1
N ∑

i= 1

n

di，N为样本集 data 的所有样本个数。

3　实验及结果分析

3. 1　实验环境及数据来源

激光点云形式多样，不同的点云模型也具有不同

的特征，为验证所提算法的普适性及有效性，选取不同

类型噪声进行实验。点云平面拟合中的噪声可分成两

类［1］：距离目标点云较远，小而稀疏的散乱噪声点；偏

离目标点云且较大的块状噪声点。选取 3 组包含不同

类型噪声的点云数据模型进行平面拟合实验，给定概

率 P=95%、样本污染率 ε=20%、初始化模型所需的

最小样本数 n=3。为了对比算法的耗时和精度，将所

提算法与 RANSAC 算法的平面拟合结果进行对比实

验。实验在 MATLAB R2019a 环境下、Intel（R） Core
（TM） i7-9700 CPU 上进行。

Semantic3D 户外场景点云数据库［16］提供了包含

超过 40 亿个点的大型数据集，涵盖一系列不同的自然

场景：建筑物、自然地形、景观等。从该数据集中选取

圣加仑大教堂的一处墙面点云进行拟合，数据包含大

量树干所构成的噪声点，如图 1 所示。图 2 为其拟合结

果，该树干所构成的噪声点属于偏离目标点云的较大

图 2　圣加仑大教堂墙面点云拟合效果。（a）墙点云；（b） RANSAC 和 PCA 拟合； （c） LMedS 和 PCA 拟合

Fig.  2　Fitting effect of point cloud on wall of St.  Gallen Cathedral.  (a) Wall point cloud; (b) RANSAC and PCA fitting; 
(c) LMedS and PCA fitting

图 1　圣加仑大教堂一处墙面点云

Fig. 1　Point cloud on wall of St. Gallen Cathedral
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块状噪声点，且该块状噪声点的体积很大。点个数为

185747，平面参数估计结果、标准偏差 σ及程序运行时

间如表 2 所示，所有值取程序运行 50 次结果的平均值

作为参考，下同。

通过图 3（a）的线激光传感器平台，获取图 3（b）的

钣金零件表面点云，进行平面拟合实验，图 4 为其拟合

效果。由图 4 可知，该点云包含两种噪声点，悬浮在目

标点云附近的小体积块状噪声点及距离较远小而稀疏

的散乱噪声点。数据点总数为 332520，拟合结果如

表 3 所示。

RGB-D 数据集［17］是一个包含 300 个普通家庭对

象的大型数据集，该数据集是使用 Kinect相机记录的，

场景包括常见的室内环境：办公室工作区、会议室和厨

房等区域。从该数据集中选取某卧室方桌进行实验

（图 5），桌上包含杯子和帽子等杂物数据点。数据点

总个数为 593334，平面拟合效果如图 6 所示，拟合结果

如表 4 所示。由图 6 可知，杂物所构成的噪声属于偏离

目标点云的较大块状噪声点，但相对于模型一的噪声

来说，体积较小。

表 2　圣加仑大教堂墙面点云拟合平面参数对比

Table 2　Comparison of plane parameters of point cloud fitting on wall of St. Gallen Cathedral

Method

RANSAC

LMedS

Points

185747

185747

A

0. 0354

0. 0325

B

0. 9993

0. 9960

C

0. 0037

0. 0034

D

−27. 7172

−27. 7268

σ

1. 0377

0. 9398

Time /s

1. 32

0. 90

图 3　线激光传感器平台、钣金零件及点云数据。（a）线激光传

感器平台； （b） 钣金零件及点云数据

Fig. 3　Line laser sensor platform, sheet metal parts, and point 
cloud data. (a) Line laser sensor platform; (b) sheet metal 

parts and surface point cloud

图 4　钣金件表面点云拟合效果。（a） 钣金件零件表面点云；（b） RANSAC 和 PCA 拟合；（c） LMedS 和 PCA 拟合

Fig. 4　Fitting effect of point cloud on sheet metal surface.  (a) Sheet metal part surface point cloud; (b) RANSAC and PCA fitting; 
(c) LMedS and PCA fitting

表 3　钣金零件表面点云拟合平面参数对比

Table 3　Comparison of surface point cloud fitting plane parameters of sheet metal parts

Method
RANSAC

LMedS

Points
332520
332520

A

0. 0150
0. 0149

B

0. 0128
0. 0129

C

0. 9998
0. 9998

D

16. 8170
16. 8281

σ

0. 2877
0. 3032

Time /s
2. 21
1. 57

表 4　包含杯子和帽子等杂物的桌面点云拟合平面参数对比

Table 4　Comparison of fitting plane parameters of desktop point cloud including cups, hats, and other sundries

Method
RANSAC

LMedS

Points
593334
593334

A

0. 2309
0. 2282

B

-0. 0450
-0. 0428

C

0. 9719
0. 9726

D

1. 3150
1. 3156

σ

0. 0282
0. 0343

Time /s
4. 40
2. 81
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3. 2　结果分析

由图 2（b）、（c）可知，两种算法均排除了树干所构

成的大体积块状噪声干扰，成功拟合平面；由图 4（b）、

（c）可知，两种算法排除了小体积块状噪声和稀疏散乱

噪声的干扰，成功拟合平面；同样，由图 6（b）、（c）可

知，两种算法均排除了帽子及杯子等杂物构成的小体

积块状噪声的干扰，成功拟合平面。3 种情况下，两种

算法运行时间及标准偏差 σ如图 7 所示。

从表 2、表 3 及表 4 可知，LMedS 算法运行时间均

小于 RANSAC 算法，同时，从图 7（a）明显可以看出，

随着点数量的增多，两种算法运行时间均有所增加，但

RANSAC 算法运行时间增加得更为显著，因此点云数

图 5　包含杯子和帽子等杂物的桌面点云

Fig. 5　Desktop point cloud containing sundries such as cups and hats

图 6　含杯子和帽子等杂物的桌面点云拟合效果。（a） 桌面表面点云；（b） RANSAC 拟合；（c） LMedS 拟合

Fig. 6　 Fitting effect of desktop point cloud with sundries such as cups and hats.  (a) Desktop point cloud; (b) RANSAC fitting;
(c) LMedS fitting

图 7　LMedS 和 RANSAC 拟合结果对比。（a） 两种算法的运行时间；（b） 两种算法的标准差

Fig.  7　Comparison of fitting results between LMedS and RANSAC.  (a) Running time of two algorithms; (b) standard deviation of 
two algorithms
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量级越高，所提算法优势更明显。

从图 7（b）可知，同一模型相同点数下的标准偏差相

差不大，可知两种算法拟合的精度相当。点数量级较小

的模型对应的标准偏差 σ反而较大，这是模型噪声导致

的。图 2 中点数为 185747 的墙面点云包含大体积块状

噪声点，且噪声距离目标平面点云较远，这对点云平面

拟合的影响较大，会一定程度降低拟合精度。图 4中点

数为 332520的钣金零件表面点云包含很小体积的块状

点云和许多分布较远的散乱稀疏噪声点，这对平面拟合

也具有较大影响，但并没有模型 1 的噪声干扰强。图 6
包含杂物的桌面点云数量最多，有 593334个点，但是标

准偏差最小，虽然模型 3 包含了一定体积的块状噪声，

但其噪声距离目标平面点云较近，故对平面拟合的精度

影响没有前两个模型噪声的干扰性强。由此可以推断，

噪声的类型对点云平面有一定影响，但影响较小，噪声

偏离目标平面点云的距离才是干扰平面拟合精度的主

要因素，距离较大会一定程度降低拟合精度。

模型 1：在 RANSAC 程序运行过程中，50 次的程

序运行中出现了 5 次未得到正确模型、算法失败的情

况，成功率为 90%。原因在于 RANSAC 算法能否得

到正确模型受迭代次数 K及内点比例的影响，若迭代

次数较小则会无法得到合理模型。而 LMedS 在运行

过程中没有出现这种情况，而是出现了 2 次有一定误

差的拟合结果，如图 8（b）、（c）所示。

模型 2：在 RANSAC 程序运行过程中，50 次的程

序运行中出现了 5 次未得到正确模型、算法失败的情

况，成功率为 90%。LMedS 在运行过程中没有出现

这种情况，出现了 1 次有一定误差的拟合结果，如

图 9（b）所示。

模型 3：同样，在 RANSAC 程序运行过程中，50 次

的程序运行中出现了 4 次未得到正确模型、算法失败

的情况，成功率为 92%。LMedS 在运行过程中没有出

现这种情况，出现了 1 次有一定误差的拟合结果，如

图 10（b）所示。

图 8　使用 LMedS 对墙面点云的正确拟合结果及有一定误差的拟合结果。（a） 正确的拟合平面；（b） （c） 大误差拟合平面

Fig. 8　Correct fitting results and fitting results with certain errors of wall point cloud using LMedS. (a) Correct fitting plane; 
(b) (c) fitting plane with large error

图 9　使用 LMedS 对钣金零件表面点云的正确拟合结果及有一定误差的拟合结果。（a） 正确的拟合平面；（b） 大误差拟合平面

Fig.  9　Correct fitting results and fitting results with certain errors of point cloud on surface of sheet metal parts using LMedS.  
(a) Correct fitting plane; (b) fitting plane with large error

4　结　　论

利用三维扫描技术获取待测对象点云时，不可避

免地会出现噪声，对点云平面拟合造成严重影响和干

扰。RANSAC 算法可以找到有效点云数据模型，并对

该模型进行平面参数估计。但 RANSAC 算法在每次

迭代过程需要进行判断以区分内点与外点，具有冗余

性，对运行效率有一定影响，其估计结果也会受到迭代

次数的影响。提出了一种结合 LMedS 和 PCA 的点云

平面拟合算法，并通过 3 组包含不同类型噪声的点云

模型实验验证了该算法的鲁棒性。所提算法能够排除

不同类型噪声对平面拟合的干扰，精度也有所保证，不

会像 RANSAC 算法一样出现失败无法得到模型的情

况，且执行效率优于 RANSAC，是一种具有可行性和

有效性的点云平面拟合算法。
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