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空间振幅调制偏振光谱仪调制模块角度参数优化

冀海月 1，2，3， 李双 1，3*， 向光峰 1，2，3， 韩琳 1，3， 许智龙 1，3， 洪津 1，3

1中国科学院合肥物质科学研究院安徽光学精密机械研究所，安徽  合肥  230031；
2中国科学技术大学，安徽  合肥  230026；

3中国科学院通用光学定标与表征技术重点实验室，安徽  合肥  230031

摘要  为使空间振幅调制偏振光谱仪对系统误差具有最小的灵敏度，以测量矩阵条件数作为目标函数，采用遗传算法对仪

器调制模块中双复合光楔晶轴方位角和偏振片方位角的优化组合进行仿真分析，并给出了相应的最优角度组合。以偏振

度测量精度为评价函数，在给定的器件误差范围内，对多种不同角度组合设置进行仿真实验。仿真结果表明，当仪器角度

参数组合的测量矩阵条件数为 1. 733时，偏振度测量精度优于 0. 01的概率为 98%，比测量矩阵条件数为 1. 966和 3. 257的

角度参数组合的概率分别提高了 23% 和 64%。该研究为空间振幅调制偏振光谱仪元件参数设计与选取提供了理论依据。
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Abstract In order to make the spatial amplitude modulation polarization spectrometer have the minimum sensitivity to the 
system error, we take the condition number of the measurement matrix as the objective function, and use the genetic algorithm 
to simulate and analyze the optimal combination of the double composite optical wedge crystal axis azimuth and the polarizer 
azimuth in the modulation module of the instrument, and give the corresponding optimal angle combination.  With the 
measurement accuracy of the degree of polarization as the evaluation function, the simulation experiment is carried out for a 
variety of different angle combinations within the given device error range.  Simulation results show that According to the 
simulation results, when the measurement matrix condition number of the instrument angle parameter combination is 1. 733, 
there is a 98% chance that the polarization degree measurement accuracy will be better than 0. 01, this probability is 23% and 
64% higher than the probability for the angle parameter combination with the measurement matrix condition number of 1. 966 
and 3. 257, respectively.  This study provides a theoretical basis for the design and selection of the parameters of the spatial 
amplitude modulation polarization spectrometer components.
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1　引   言

近年来偏振探测技术在多个领域都得到了广泛应

用［1-3］，其测量方法按照调制原理可分为时间调制型、

空间调制型和光谱调制型等［4-6］。不论何种调制形式，

偏振测量精度都是偏振测量仪器最重要的性能指标。
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然而，在偏振测量仪器研制过程中各类光学元件误差

的存在会降低仪器测量精度，因此如何设置优化仪器

的参数使得测量系统对误差灵敏度最小化一直是偏振

测量仪器研制重点考虑因素之一。Ambirajan 等［7-8］分

别以系统测量矩阵的行列式最大和条件数最小作为目

标函数，对四分之一波片-旋转偏振片型偏振仪的四个

偏振片旋转角进行优化。Sabatke 等［9］分别以系统测

量矩阵的行列式最大和等权方差最小作为目标函数，

对可旋转延迟器-固定偏振片型偏振仪进行参数优化，

得到了最优延迟量和四个延迟器旋转角度。Aas 等［10］

以系统测量矩阵条件数最小作为目标函数，对基于液

晶可变延迟器的近红外多通道偏振仪的参数进行优

化，给出液晶可变延迟器的最优方位角和最优电压值。

Hu 等［11］以系统测量矩阵条件数最小为目标函数，对基

于矩形棱镜、四分之一波片和四个偏振片的全斯托克

斯偏振仪的参数进行优化，得到四个偏振片的最佳方

位角。目前针对偏振仪器角度参数优化的研究主要是

以测量方程为适定方程时的扰动分析为理论基础，且

主要集中在旋转延迟器型、旋转偏振片型和可变液晶

延迟器型偏振仪上，对空间振幅调制型偏振光谱仪调

制模块角度参数优化的相关研究还未见报道。因此，

为了保证空间振幅调制偏振光谱仪的测量精度需要全

面系统地对空间振幅调制偏振光谱仪调制模块 -双复

合光楔和偏振片的角度参数进行优化。

本文首先介绍了空间振幅调制偏振光谱仪的测量

原理，然后以超定方程的扰动分析为理论基础进行扩

展，证明了空间振幅调制偏振光谱仪偏振度测量误差

上界与测量矩阵条件数成正比，以测量矩阵条件数为

目标函数，采用遗传算法寻找空间振幅调制偏振光谱

仪调制模块 -双复合光楔和偏振片的最优角度组合。

最后以偏振度测量精度为评价函数，在给定的器件误

差范围内，对多种不同大小的测量矩阵条件数的角度

组合对于偏振度测量精度的影响进行仿真计算。

2　测量原理

空间振幅调制偏振光谱测量系统如图 1 所示，主

要由偏振调制模块和光栅色散部分组成。其中偏振调

制模块由双复合光楔和偏振片组成，作用是完成对斯

托克斯参量的调制，光栅色散模块由透射光栅和透镜

组成，作用是对入射光进行色散分光，最后在探测器面

上形成二维光强分布，一维获取光谱信息，另一维获取

调制信息。

双复合光楔如图 2 所示，其中每组复合光楔由两

个楔角、材料完全一致的单光楔组成，红色虚线表示单

光楔的晶轴，θ1 - 1、θ1 - 2、θ2 - 1 和 θ2 - 2 分别为四个光楔晶

轴与 y方向的夹角。

图 1　空间振幅调制光谱偏振测量系统

Fig.  1　Spatial amplitude modulation spectral polarization measurement system

图 2　双复合光楔

Fig.  2　Double combo wedge

当光楔高度为 d、波长为 λ、晶体双折射率为 Δn、
楔角分别为 ε和 2ε时，在 y方向偏移量为 δy处，四个单

光楔的延迟量分别表示为
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设 S = [ I Q U V ] Τ
为输入的斯托克斯矢量，

经过调制模块后输出的斯托克斯矢量 Sout 可以表示为

ì
í
î

Sout = M ⋅ S
M=M p ⋅ M 2 - 2 ⋅ M 2 - 1 ⋅ M 1 - 2 ⋅ M 1 - 1

， （2）

式中：M是系统总穆勒矩阵，由偏振片的穆勒矩阵和四

个光楔的穆勒矩阵依次相乘得到。在理想情况下方位

角为 θp 的偏振片穆勒矩阵M p
［12］为
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2

é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú1 cos 2θp sin 2θp 0
cos 2θp cos2 2θp sin 2θp cos 2θp 0
sin 2θp sin 2θp cos 2θp sin2 2θp 0

0 0 0 0

。

（3）
四 个 光 楔 穆 勒 矩 阵 M i( i= 1 - 1，1 - 2，2 -

1，2 - 2)［12］为
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因为探测器只能接收光强信息，所以只需要保留

式（2）中输出矢量 Sout 的第一行，得到光强调制方程为

y= 1
2 (M 00 ⋅ I+ M 01 ⋅Q+ M 02 ⋅U+ M 03 ⋅V )，（5）

式中：y表示调制光强值；M 0j( j= 0，1，2，3)表示系统

总穆勒矩阵第 0 行第 j个元素。

系统完成一次测量后，在给定波长下，待测斯托克

斯矢量被调制为 n种状态即 n个调制光强值，利用 n个
调制光强值 y ( )k (k= 1，2，⋯，n)构建测量方程［13］表示为
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式中：左侧 n× 1 向量称为探测通量用 Y 表示；右侧

n× 4 矩阵称为测量矩阵用 D表示。通过下式可以得

到输入斯托克斯矢量 S的最小范数解［14］，表示为

S = (DT ⋅ D)-1 ⋅ DΤ ⋅ Y。 （7）

3　参数优化

首先以超定方程的扰动分析为理论基础进行扩

展，证明了空间振幅调制偏振光谱仪偏振度测量误差

上界与测量矩阵条件数成正比，并将测量矩阵条件数

作为优化目标函数。其次考虑到仪器设计时的多种情

况设置了不同的角度搜索空间（即由待优化方位角可

选区间构成的空间），分别在不同角度搜索空间内通过

遗传算法寻优得到了相应的最优角度参数组合。最后

对优化结果进行分析。

3. 1　优化理论

公式证明过程中使用了矩阵条件数和矩阵范数，

因此先给出其定义。测量矩阵条件数［15］的定义为

Cond2(D)= D 2 D†
2
， （8）

式中：D† 为测量矩阵 D的广义逆。矩阵 D的谱范数［15］

定义为

 D 2 = σmax ， （9）
式中：σmax 是矩阵 D最大奇异值。

在系统中会存在各光学元件加工装调误差，这将

导致测量矩阵 D产生误差 ΔD，探测探测矢量 Y产生误

差 ΔY，最终会造成对入射斯托克斯向量 S 估计的

误差 ΔS。
(D + ΔD) (S + ΔS)= (Y + ΔY )。 （10）

由于空间振幅调制偏振光谱仪获取的数据量大，

解调时可用的调制光强值数量超过待解调斯托克斯参

数数量，因此构建的测量方程式（10）一般为超定方程。

根 据 超 定 方 程 解 的 扰 动 分 析 理 论［16］，使 用 标 量 值
 ΔS

2
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当光楔高度为 d、波长为 λ、晶体双折射率为 Δn、
楔角分别为 ε和 2ε时，在 y方向偏移量为 δy处，四个单
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因为探测器只能接收光强信息，所以只需要保留
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式中：左侧 n× 1 向量称为探测通量用 Y 表示；右侧

n× 4 矩阵称为测量矩阵用 D表示。通过下式可以得

到输入斯托克斯矢量 S的最小范数解［14］，表示为

S = (DT ⋅ D)-1 ⋅ DΤ ⋅ Y。 （7）
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 D 2 = σmax ， （9）
式中：σmax 是矩阵 D最大奇异值。
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2

 S 2

≤ k ( ) ΔD
2

 D 2

+
 ΔY

2

 Y 2

+ k ⋅
 ΔD

2

 D 2

⋅
 Y - DS

2

 Y 2

k= Cond2( )D
1 - Cond2( )D ⋅ ΔD

2
/ D 2

。 （11）
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式（11）说明了  ΔS
2
与测量矩阵条件数 Cond2(D)呈

正相关。

为了进一步确定偏振度测量误差和测量矩阵条件

数的关系，令 S1 = [Q U V ] Τ
，ΔS1 = [ΔQ ΔU ΔV ] Τ

，

由向量范数三角不等式可得：

| S1 2 - S1 + ΔS1 2 |≤ ΔS1 2
。 （12）

由于测量矩阵 D的第一列为常数项，入射斯托克

斯矢量中参量 I的解调几乎不受系统误差的影响解调

误差可以忽略不计，所以 ΔI= 0、 ΔS1 2
= ΔS

2
，式

（12）可以写成
|

|

|
||
|
|
|  S1 2

I
-
 S1 + ΔS1 2

I+ ΔI
|

|

|
||
|
|
|
≤
 ΔS

2

I
。 （13）

式（13）不 等 号 左 边 部 分 为 偏 振 度 测 量 误 差

ΔDDOP，由式（11）、（13）可得：

ΔDDOP ≤ k
 S 2

I ( ΔD
2

 D 2

+
 ΔY

2

 Y 2

+

k ⋅
 ΔD

2

 D 2

⋅
 Y - DS

2

 Y 2
)。 （14）

由式（14）可知，偏振度测量误差 ΔDDOP 与误差测

量矩阵范数 ΔD
2
、误差探测通量范数 ΔY

2
成正比，

比例系数 k随测量矩阵条件数 Cond2(D)增大而增大。

系统偏振度测量误差受系统误差影响最小，本文将测

量矩阵条件数作为优化目标函数，对仪器方位角度组

合 (θp，θ1 - 1，θ1 - 2，θ2 - 1，θ2 - 2)进行优化使测量矩阵条件

数最小。

3. 2　优化过程

考虑到仪器设计时的多种情况给出了多组角度搜

索空间，具体设置如表 1 所示。第 1 组设置只考虑理论

可行性，将角度搜索空间设置为 5 个待优化方位角的

最大可选范围；第 2 组设置考虑到所获得调制数据的

周期数、对称性等因素，在 5 个待优化角度理论取值范

围基础上增加了单组复合光楔内两个光楔方位角需要

相互正交的限制条件（下面简称为正交条件）；第 3~
6 组设置在第 2 组设置的基础上又分别选取了 4 个特

殊的偏振片方位角。

对于表 1 中的 6 组角度搜索空间，当角度精度为

0. 01∘ 时至多共有 180005 种角度组合，采用暴力穷举法

寻找测量矩阵条件数的极值点要进行 180005 次计算，

从时间上来看假设 1 s 可以进行数百次计算也是无法

实现的。因此，本文采用遗传算法进行全局优化，算法

通过模拟自然选择和遗传中发生的染色体复制、交叉

变异等现象，从任一初始种群出发不断进化最后产生

最适应环境的个体，整个优化过程仅用时几分钟。

算法运行前的基本设置如表 2 所示，在保证算法

收敛并且不过多增加时间开支的前提下设置进化代

数为 500 和种群数量为 20，设置交叉概率和变异概率

分为 90% 和 1. 5%，为了得到最优个体又不破坏个体

结构选择两点交叉算子，为了保证种群的多样性选

择随机遍历抽样方法。本问题中染色体为单个待优

化的方位角，个体为所有待优化方位角的组合，种群

由一定数量的个体组成，适应度函数为测量矩阵条

件数。算法流程如图 3 所示，完成算法初始设置后，

图 3　遗传算法流程

Fig.  3　Flow chart of the genetic algorithm

表 2　遗传算法基本设置

Table 2　General settings for the genetic algorithm
Property

Number of generation
Population size

Crossover method
Crossover rate /%
Selection method
Mutation rate /%

Value
500
20

Two point crossover
90

Stochastic universal sampling
1. 5

表 1　搜索空间设置

Table 1　Settings for the search space unit: (∘)
No.

1
2
3
4
5
6

θp

[0，180]
[0，180]

0
45
90

135

θ1 - 1

[0，180]
[0，180]
[0，180]
[0，180]
[0，180]
[0，180]

θ1 - 2

[0，180]
θ1 - 2 ⊥ θ1 - 1

θ1 - 2 ⊥ θ1 - 1

θ1 - 2 ⊥ θ1 - 1

θ1 - 2 ⊥ θ1 - 1

θ1 - 2 ⊥ θ1 - 1

θ2 - 1

[0，180]
[0，180]
[0，180]
[0，180]
[0，180]
[0，180]

θ2 - 2

[0，180]
θ2 - 2 ⊥ θ2 - 1

θ2 - 2 ⊥ θ2 - 1

θ2 - 2 ⊥ θ2 - 1

θ2 - 2 ⊥ θ2 - 1

θ2 - 2 ⊥ θ2 - 1

首先对染色体进行编码并随机生成初始种群，然后

计算种群中内个体的适应度函数值，根据个体适应

度从旧群体中选择一些优良个体以一定的概率进行

交叉和变异操作产生一些新的个体，将新的个体与

旧群体中适应度最高的个体组成新的群体。若种群

未达到最大进化代数则继续进化，若达到最大进化

代数则给出最优个体即最优的方位角组合。对表 1
中 6 组搜索空间均执行上述算法流程可以分别得到

6 组最优的角度组合。

3. 3　优化结果与分析

优化结果如表 3 所示，表中给出对应 6 组不同仪器

设计情况下的最优角度组合。

由表 3 可知：在第 1 组搜索空间内得到的最优角度

组合对应的测量矩阵条件数是 1. 733，该结果与文献

［17］所述测量四个斯托克斯参量的测量矩阵条件数理

论最小值 3 相符；在第 2 组搜索空间内得到的最优组

合角度对应的测量矩阵条件数是 1. 966，比理论最小

值大 0. 233，这说明存在正交条件时测量矩阵条件数

达不到理论最小值；在其余 4 组搜索空间内得到的最

优角度组合对应的测量矩阵条件数也是 1. 966，这说

明当存在正交条件时，选取特定偏振片方位角不会改

变测量矩阵条件数能达到的最小值。

此外，发现当偏振片方位角为 0∘ 和 90∘、45∘ 和 135∘

时得到的最优角度组合相同。对此现象进行分析可

知，这是因为当两种角度组合中的检偏角度互相垂直

时，两种组合角度对应的两个测量矩阵 D 1 和 D 2 满足

D 1 DΤ
1 = D 2 DΤ

2 ，两个测量矩阵 D 1 和 D 2 奇异值分解的结

果相同，导致其测量矩阵条件数也相同。上述分析说

明，测量矩阵的条件数是偏振片角度的周期函数，当偏

振片方位角变化 90∘ 时，测量矩阵条件数不变。

除表 3 中给出的 6 组角度搜索空间内的测量矩阵

条件数的最小值点外，图 4 和图 5 分别给出了表 1 中第

3 组和第 4 组角度搜索空间内条件数的全部分布情况，

图中的多个区域测量矩阵条件数为相对小的值，这说

明仪器设计时角度组合的选取还可以在满足测量矩阵

条件数尽量小的条件下兼顾其他因素。

4　仿真实验

本节采用计算机仿真实验的方法来说明测量矩阵

条件数小的仪器偏振度测量精度更高。表 4 给出仿真

实验时所用的 5 组角度组合设置，5 组角度组合设置测

量矩阵条件数逐渐增大。第 1 组和第 2 组角度组合设

置取自表 3 中的前两组最优化角度组合，第 3 组角度组

合设置取自文献［18］中所用的角度组合设置，在第

表 4　角度组合设置

Table 4　Settings for angle combination

表 3　最优角度组合

Table 3　Optimal angle combination
图 4　偏振片方位角为 0°条件数分布情况

Fig.  4　Distribution of condition number when polarizer 
azimuth is 0°

图 5　偏振片方位角为 45°条件数分布情况

Fig.  5　Distribution of condition number when polarizer 
azimuth is 45°
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首先对染色体进行编码并随机生成初始种群，然后

计算种群中内个体的适应度函数值，根据个体适应

度从旧群体中选择一些优良个体以一定的概率进行

交叉和变异操作产生一些新的个体，将新的个体与

旧群体中适应度最高的个体组成新的群体。若种群

未达到最大进化代数则继续进化，若达到最大进化

代数则给出最优个体即最优的方位角组合。对表 1
中 6 组搜索空间均执行上述算法流程可以分别得到

6 组最优的角度组合。

3. 3　优化结果与分析

优化结果如表 3 所示，表中给出对应 6 组不同仪器

设计情况下的最优角度组合。

由表 3 可知：在第 1 组搜索空间内得到的最优角度

组合对应的测量矩阵条件数是 1. 733，该结果与文献

［17］所述测量四个斯托克斯参量的测量矩阵条件数理

论最小值 3 相符；在第 2 组搜索空间内得到的最优组

合角度对应的测量矩阵条件数是 1. 966，比理论最小

值大 0. 233，这说明存在正交条件时测量矩阵条件数

达不到理论最小值；在其余 4 组搜索空间内得到的最

优角度组合对应的测量矩阵条件数也是 1. 966，这说

明当存在正交条件时，选取特定偏振片方位角不会改

变测量矩阵条件数能达到的最小值。

此外，发现当偏振片方位角为 0∘ 和 90∘、45∘ 和 135∘

时得到的最优角度组合相同。对此现象进行分析可

知，这是因为当两种角度组合中的检偏角度互相垂直

时，两种组合角度对应的两个测量矩阵 D 1 和 D 2 满足

D 1 DΤ
1 = D 2 DΤ

2 ，两个测量矩阵 D 1 和 D 2 奇异值分解的结

果相同，导致其测量矩阵条件数也相同。上述分析说

明，测量矩阵的条件数是偏振片角度的周期函数，当偏

振片方位角变化 90∘ 时，测量矩阵条件数不变。

除表 3 中给出的 6 组角度搜索空间内的测量矩阵

条件数的最小值点外，图 4 和图 5 分别给出了表 1 中第

3 组和第 4 组角度搜索空间内条件数的全部分布情况，

图中的多个区域测量矩阵条件数为相对小的值，这说

明仪器设计时角度组合的选取还可以在满足测量矩阵

条件数尽量小的条件下兼顾其他因素。

4　仿真实验

本节采用计算机仿真实验的方法来说明测量矩阵

条件数小的仪器偏振度测量精度更高。表 4 给出仿真

实验时所用的 5 组角度组合设置，5 组角度组合设置测

量矩阵条件数逐渐增大。第 1 组和第 2 组角度组合设

置取自表 3 中的前两组最优化角度组合，第 3 组角度组

合设置取自文献［18］中所用的角度组合设置，在第

表 4　角度组合设置

Table 4　Settings for angle combination

No.

1
2
3
4
5

θp/（∘）

101. 06
163. 60

45
7

86

θ1 - 1 /
（∘）

80. 65
3. 04
45
45
45

θ1 - 2 /
（∘）

143. 07
93. 04
135
135
135

θ2 - 1 /
（∘）

143. 68
120. 13

0
0
0

θ2 - 2 /
（∘）

56. 36
30. 13

90
90
90

Cond

1. 733
1. 966
3. 257
6. 248

10. 472

表 3　最优角度组合

Table 3　Optimal angle combination

No.

1

2

3

4

5

6

θp /（∘）

101. 06

163. 60

0

45

90

135

θ1 - 1 /
（∘）

80. 65

3. 04

159. 55

65. 44

159. 55

65. 44

θ1 - 2 /
（∘）

143. 07

93. 04

69. 55

155. 44

69. 55

155. 44

θ2 - 1 /
（∘）

143. 68

120. 13

42. 67

2. 32

42. 67

2. 32

θ2 - 2 /
（∘）

56. 36

30. 13

132. 67

92. 32

132. 67

92. 32

Cond

1. 733

1. 966

1. 966

1. 966

1. 966

1. 966

图 4　偏振片方位角为 0°条件数分布情况

Fig.  4　Distribution of condition number when polarizer 
azimuth is 0°

图 5　偏振片方位角为 45°条件数分布情况

Fig.  5　Distribution of condition number when polarizer 
azimuth is 45°
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3 组角度组合设置的基础上调整偏振片方位角得到测

量矩阵条件数较大的第 4 组和第 5 组角度组合设置。

表 5 给出了仿真时仪器中主要器件生产、装调过

程的容差区间设置。两组复合光楔楔角分别设为 3°和
6°。四个光楔的楔角、晶轴方位角以及偏振片方位角

的误差区间取自粗加工工艺的水平，双复合光楔间的

中心误差区间取自实验室装调水平。

一次仿真实验的流程如下：

1） 随机生成输入的斯托克斯矢量；

2） 在仪器设计参数容差区间内随机抽取一组系

统误差；

3） 5 组仪器以计入相同系统误差的各器件穆勒矩

阵相乘得到 5 组仪器的系统总穆勒矩阵；

4） 输入的斯托克斯矢量分别与 5 组系统总穆勒矩

阵相乘，保留 5 组仪器各自输出的光强值；

5） 利用最小二乘法通过 5 组仪器输出光强值分别

解出 5 组仪器测得的斯托克斯矢量与偏振度；

6） 将 5 组仪器测得的偏振度与输入的偏振度对比

得出每台仪器的测量精度。

图 6 给出了 50000 次仿真计算结果，横坐标是偏振

度测量误差，纵坐标是测量偏差处于该误差范围内的

概率。可以看到，使用测量矩阵条件数为 1. 733 角度

组合的仪器有 98% 的概率使偏振度测量误差控制在

0. 01 以内。同样的偏差控制范围：使用测量矩阵条件

数为 1. 966 角度组合的仪器有 75% 的概率；使用测量

矩阵条件数为 3. 257 角度组合的仪器仅有 34% 的概

率；而使用测量矩阵条件数为 6. 248 和 10. 472 角度组

合的仪器使偏振度测量精度误差控制在 0. 01 以内的

概率不足 20%。对比图中 5 条曲线可知，仪器采用测

量矩阵条件数更小的角度组合设置会更容易保证偏振

度测量的高精度。

5　结   论

本文通过分析空间振幅调制偏振光谱仪系统误差

对入射光偏振度测量精度的影响，证明了出偏振度测

量误差与测量矩阵条件数呈正相关。以测量矩阵条件

数为目标函数，通过遗传算法在不同角度搜索-空间内

寻找最优角度组合，分别给出了不同仪器设计条件下

的最优角度组合设置。在给定器件加工装调误差范围

内，通过仿真计算的方式给出使用多种不同测量矩阵

条件数角度组合的仪器偏振度测量偏差的概率分布，

说明了仪器采用测量矩阵条件数更小的角度组合设置

时可以使仪器的鲁棒性更好，更容易保证偏振度测量

的高精度。该研究为空间振幅调制偏振光谱仪的参数

设计提供理论依据。
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