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基于透视畸变矫正的高精度相机标定方法

林旭东， 张旭*

上海工程技术大学机械与汽车工程学院，上海  201620

摘要  传统基于圆阵列标靶的相机标定方法通常把椭圆中心作为控制点坐标，忽略了透视投影造成的畸变，给相机标定

引入了系统性误差。针对此，提出了一种基于透视畸变矫正的高精度相机标定方法。首先，利用椭圆中心进行相机粗标

定；其次，用粗标定参数求相机纯旋转对应的射影变换，直接对椭圆参数进行变换，求取真实的圆心投影；最后，用真实的

圆心投影进行相机精标定。仿真和实验结果证明，所提方法有效降低了相机标定的重投影误差与参数标准差，能满足工

业视觉测量对相机标定的简便、高精度的要求。
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Accurate Camera Calibration Method Based on Perspective 
Distortion Correction

Lin Xudong, Zhang Xu*

School of Mechanical and Automotive Engineering, Shanghai University of Engineering Science, 
Shanghai 201620, China

Abstract Traditional camera calibration methods with a circular array target typically use the center of the ellipse as the 
control point coordinate, ignoring distortion from projective effects and introducing systematic errors into the calibration 
process.  Therefore, we propose an accurate camera calibration method based on perspective distortion correction.  Herein, 
first, the camera was coarse calibrated using the center of the ellipse.  Second, using the coarse calibration parameters, the 
projective transformation corresponding to the camera’s pure rotation was determined, and the ellipse parameters were 
directly changed to yield the true projected center of the circle.  Finally, we used the obtained center to perform fine camera 
calibration.  According to the simulation and experimental results, the suggested technique significantly reduces the 
reprojection error and parameter standard deviation of camera calibration; it can meet the simple, high-precision criteria of 
camera calibration for industrial vision measurement.
Key words camera calibration; projection distortion; circular array target; projective transformation

1　引 言

在视觉测量和三维重建等领域，相机标定的精度

直接影响最终的结果［1-3］。相机成像的过程可以用数

学模型来描述，而相机标定就是通过实验与计算求解

模型中参数的过程，其中参数包括反映针孔成像的相

机内参、反映位姿的相机外参及镜头的畸变参数。高

精度的相机标定通常通过拍摄特定的标靶来实现，经

典的方法有直接线性变换法［4］、Tsai 两步法［5］、张正友

方法［6］。张正友方法需要从若干角度拍摄棋盘格标定

板图片，根据检测到的棋盘格角点与世界坐标点的对

应 ，求 出 封 闭 解 ，以 此 作 为 初 值 ，利 用 Levenberg-

Marquardt 方法［7］进行非线性优化。张正友方法对标

靶要求低，并且能获得较高的精度，因而在高精度视觉

测量领域得到广泛的应用。但是，棋盘格角点提取的

精度受光照、噪声、拍摄角度的影响［8］，进一步地，标定

精度也受到棋盘格图片质量和角点提取算法的影响。

相比于棋盘格标定板，圆阵列标定板以圆心作为控制

点，对图片质量的敏感度较低，提取精度较高。因此，

实际应用中常用圆阵列标定板来提高标定精度。
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相机标定要求标靶平面不能平行于图像平面［6］。

标靶平面倾斜时，圆经过透视投影成为椭圆，但圆心在

图像平面上的投影却不是椭圆的中心，这种现象被称

为不对称投影［9］，圆心投影与椭圆中心之间的偏差被

称为透视偏差或透视畸变。传统的方法以提取到的椭

圆中心作为圆心投影进行标定，存在着系统性误差。

针对不对称投影，魏振忠等［10］建立了透视偏差的数学

模型，并利用仿真分析了圆心位置、平面夹角等对透视

畸变的影响，该模型对透视畸变的抑制有指导意义。

Heikkilä［11］在相机模型中纳入不对称投影，建立椭圆中

心投影模型，从原理上消除了透视偏差。但是不对称

投影的引入使得非线性优化的代价函数更复杂，并且

该方法以相机内参的名义值作为初始值，非线性优化

容易陷入局部最优解。朱伟东等［12］在 Heikkilä 方法的

基础上，优化了初始解的估计，并针对小视野环境忽略

镜头畸变，取得了较高的标定精度，但是对透镜畸变的

假设不符合大视野场景。Datta 等［13］提出了一种迭代

细化的标定方法，其核心思想是根据上一次的标定结

果，对图片进行失真矫正并将结果投影到规范化的平

行平面，在规范化平面上实现对特征定位的精细化。

类似地，卢晓冬等［14］提出了一种将标靶图像逆投影回

虚拟物理标靶平面的迭代标定算法。彭妍等［15］也提出

了一种依赖标定板角点进行平面变换的相机标定方

法。这类算法对采集到的图像整体进行射影变换，过

程中涉及图像的插值，图像的形变插值不仅计算量大，

还会使噪声模型失真而且很可能引入混频效应［16］。

针对圆阵列标靶存在透视畸变的问题，本文提出

了一种基于透视畸变矫正的高精度相机标定方法。首

先，利用图像中提取到的椭圆圆心坐标进行粗标定；然

后，利用粗标定得到的相机参数，求取将相机旋转至与

标靶平行所对应的单应性矩阵，再利用该矩阵与椭圆

参数求出真实的圆心投影，过程中不涉及图像插值，计

算简便；最后，利用圆心真实投影进行相机精标定。仿

真与实验结果证明，所提方法能有效提高相机标定

精度。

2　相机标定原理

2. 1　理想相机成像模型

理想的相机成像通常用针孔成像模型来描述，理

想的相机模型如图 1 所示。

如图 1 所示，点 P在世界坐标系Ow-XwYwZw下的坐

标为［Xw Yw Zw］
T，对应的齐次坐标为［Xw Yw Zw 1］T。

点 P 在相机坐标系 Ocam-XcamYcamZcam 下的坐标为［Xcam 
Ycam Zcam］

T，对应的齐次坐标为［Xcam Ycam Zcam 1］T。图像

坐标系 O image-uv下点 p=［u v］T是 P在图像平面上的投

影点，其齐次坐标为［u v 1］T。在理想针孔成像模型

下，点 p与点 P之间的关系为
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式中：R与 T是世界坐标系到相机坐标系的旋转矩阵和

平移向量，两者构成了相机的外部参数；［xc yc］
T是点 P

在归一化平面上的投影，其中归一化平面（Z=1）是与

图像平面（Z=f）平行的平面，f为焦距，同一世界点在两

平面上的投影点的坐标相差一个倍数 f；K是相机的内

参矩阵；αx和 αy是 u轴方向和 v轴方向上的有效焦距，是

与镜头焦距和像元尺寸有关的参数；s是倾斜因子，描述

像素单元扭曲成平行四边形的程度；［u0 v0］
T 是主点 O

（光轴与图像平面的交点）在图像上的坐标；λ是任意常

数，反映齐次坐标表示下全局缩放的等价性。

2. 2　镜头非线性畸变模型

现实中的相机采用透镜组来实现针孔成像，透镜

在制造和安装过程的误差给相机成像带来透镜畸变。

透镜畸变通常用多项式来描述，根据原理分为径向畸

变、切向畸变和薄棱镜畸变。一般的相机标定只考虑

二阶径向畸变和二阶切向畸变：
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式中：［xc yc］

T是归一化平面上投影点的坐标；［xd yd］
T是

发生透镜畸变后的坐标；δx（xc，yc）和 δy（xc，yc）是 x方向

和 y方向的畸变量；k1和 k2是径向畸变系数；p1和 p2是切

向畸变系数。引入透镜畸变后，图像点的坐标变为

图 1　理想相机模型

Fig.  1　Ideal camera model
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2. 3　模型求解

相机成像模型参数的求解通常分为两部分进行。

首先，忽略非线性透镜畸变，求解相机内外参数，这变

成一个线性问题，可以利用奇异值分解求出每张图片

的单应性矩阵 H，并将其分解成对应的内外参数 K、R
和 T［6］，其中 H=K［R，T］。然后，考虑非线性透镜畸

变，以最小化重投影误差构建目标函数：

min
K，R，T，k1，k2，p1，p2

∑
i= 1

m

∑
j= 1

n

 p ij-Q ( )K，R i，T i，k1，k2，p1，p2，P j

2
，

（4）
式中：m为图片数量；n为每张图片上特征点的数量；Ri

和 Ti是第 i幅图像的相机外部参数；Pj是第 j个特征点

的世界坐标；pij和 Q（K，Ri，Ti，k1，k2，p1，p2，Pj）分别表示

第 i张图片上检测到的第 j个标志点和对应的相机模

型投影点。

以第一步得到的解作为初始值，利用 Levenberg-

Marquardt优化算法求解相机模型的参数。

3　透视偏差矫正与标定方法

本文提出了一种基于透视畸变矫正的高精度相机

标定方法，算法流程如下：

1） 提取图片中圆标志点的椭圆参数，以椭圆中心

作为控制点坐标，利用张正友方法实现相机粗标定；

2） 利用粗标定的相机参数，求取将相机旋转至与

标靶平行所对应的单应性矩阵，利用该单应性矩阵与

椭圆参数，求取变换后的圆心坐标，并将其逆变换回原

来的图像平面，得到圆心在图像上的投影；

3） 以圆心投影为控制点坐标，利用张正友方法进

行相机精标定。

3. 1　图像采集与相机粗标定

理论上，只要能够提取图像中标志点的椭圆参数，

所提方法就能适用于所有形式的圆阵列标定板，但为

了方便对标志点进行排序，采用 9×11 的非等直径圆

阵列标定板，如图 2 所示。

图像采集的过程中，相机固定在支架上不动，移动

和旋转标定板，拍摄若干张不同位姿的标定板图片；采

集完成后，提取图片中的椭圆特征；采用文献［17］的对

偶椭圆拟合方法，该方法基于图像的梯度场来拟合对

偶二次曲线，具有速度快、不产生退化解的特点；然后

根据椭圆的参数筛选出属于标靶的特征点；接着利用

最小外接四边形和直径较大的 5 个标记点，找到标定

板四个角落的标记中心并对它们进行排序；最后根据

射影变换的保持共线性，完成对所有标定板特征点的

排序。排序的结果如图 3 所示。将提取到并排好序的

椭圆中心作为控制点坐标，利用张正友方法进行相机

粗标定，记录标定得到的相机参数，用于估计真实的圆

心投影。

3. 2　透视畸变矫正

由文献［9］可知，只有在标志点半径等于零（即圆

标志退化成点）或者标靶平面平行于图像平面时，圆心

的投影才与椭圆中心重合。虽然标定过程不允许有平

行的情况［6］，但这种特殊情况却为透视畸变的矫正提

供了一种思路：只要将图像变换到标靶平面与图像平

面平行，就能找到圆心的真实投影。

视角的旋转需要利用相机的内外参数信息，而粗

标定提供了一个相对接近真实值的相机参数，凭借该

参数可以得到更接近圆心真实投影的估计。

3. 2. 1　单应性矩阵估计

由文献［16］可知，摄像机中心相同（即摄像机绕其

中心旋转或者改变焦距）的两幅图像之间存在一个射

影变换。射影变换是可逆的，并且可以由一个单应 H
来表示，其中H是一个 3×3的非奇异矩阵。进一步地，

摄像机纯旋转所对应的单应性矩阵［16，18］可以表示为

{x r = Hx
H = KMR K-1， （5）

式中：x和 xr分别是同一世界点在相机旋转前后的图像

点；MR是摄像机纯旋转对应的旋转矩阵。内参矩阵 K
即为粗标定的相机内参，而旋转矩阵MR则需根据相机

外参来计算。如图 4 所示，将相机旋转至与标靶平行，

相当于旋转相机坐标系至 Z轴与标靶平面的法向量 n
图 2　圆阵列标定板

Fig.  2　Circular array target

图 3　标志点排序

Fig.  3　Sorting of landmarks
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2. 3　模型求解

相机成像模型参数的求解通常分为两部分进行。

首先，忽略非线性透镜畸变，求解相机内外参数，这变

成一个线性问题，可以利用奇异值分解求出每张图片

的单应性矩阵 H，并将其分解成对应的内外参数 K、R
和 T［6］，其中 H=K［R，T］。然后，考虑非线性透镜畸

变，以最小化重投影误差构建目标函数：

min
K，R，T，k1，k2，p1，p2

∑
i= 1

m

∑
j= 1

n

 p ij-Q ( )K，R i，T i，k1，k2，p1，p2，P j

2
，

（4）
式中：m为图片数量；n为每张图片上特征点的数量；Ri

和 Ti是第 i幅图像的相机外部参数；Pj是第 j个特征点

的世界坐标；pij和 Q（K，Ri，Ti，k1，k2，p1，p2，Pj）分别表示

第 i张图片上检测到的第 j个标志点和对应的相机模

型投影点。

以第一步得到的解作为初始值，利用 Levenberg-

Marquardt优化算法求解相机模型的参数。

3　透视偏差矫正与标定方法

本文提出了一种基于透视畸变矫正的高精度相机

标定方法，算法流程如下：

1） 提取图片中圆标志点的椭圆参数，以椭圆中心

作为控制点坐标，利用张正友方法实现相机粗标定；

2） 利用粗标定的相机参数，求取将相机旋转至与

标靶平行所对应的单应性矩阵，利用该单应性矩阵与

椭圆参数，求取变换后的圆心坐标，并将其逆变换回原

来的图像平面，得到圆心在图像上的投影；

3） 以圆心投影为控制点坐标，利用张正友方法进

行相机精标定。

3. 1　图像采集与相机粗标定

理论上，只要能够提取图像中标志点的椭圆参数，

所提方法就能适用于所有形式的圆阵列标定板，但为

了方便对标志点进行排序，采用 9×11 的非等直径圆

阵列标定板，如图 2 所示。

图像采集的过程中，相机固定在支架上不动，移动

和旋转标定板，拍摄若干张不同位姿的标定板图片；采

集完成后，提取图片中的椭圆特征；采用文献［17］的对

偶椭圆拟合方法，该方法基于图像的梯度场来拟合对

偶二次曲线，具有速度快、不产生退化解的特点；然后

根据椭圆的参数筛选出属于标靶的特征点；接着利用

最小外接四边形和直径较大的 5 个标记点，找到标定

板四个角落的标记中心并对它们进行排序；最后根据

射影变换的保持共线性，完成对所有标定板特征点的

排序。排序的结果如图 3 所示。将提取到并排好序的

椭圆中心作为控制点坐标，利用张正友方法进行相机

粗标定，记录标定得到的相机参数，用于估计真实的圆

心投影。

3. 2　透视畸变矫正

由文献［9］可知，只有在标志点半径等于零（即圆

标志退化成点）或者标靶平面平行于图像平面时，圆心

的投影才与椭圆中心重合。虽然标定过程不允许有平

行的情况［6］，但这种特殊情况却为透视畸变的矫正提

供了一种思路：只要将图像变换到标靶平面与图像平

面平行，就能找到圆心的真实投影。

视角的旋转需要利用相机的内外参数信息，而粗

标定提供了一个相对接近真实值的相机参数，凭借该

参数可以得到更接近圆心真实投影的估计。

3. 2. 1　单应性矩阵估计

由文献［16］可知，摄像机中心相同（即摄像机绕其

中心旋转或者改变焦距）的两幅图像之间存在一个射

影变换。射影变换是可逆的，并且可以由一个单应 H
来表示，其中H是一个 3×3的非奇异矩阵。进一步地，

摄像机纯旋转所对应的单应性矩阵［16，18］可以表示为

{x r = Hx
H = KMR K-1， （5）

式中：x和 xr分别是同一世界点在相机旋转前后的图像

点；MR是摄像机纯旋转对应的旋转矩阵。内参矩阵 K
即为粗标定的相机内参，而旋转矩阵MR则需根据相机

外参来计算。如图 4 所示，将相机旋转至与标靶平行，

相当于旋转相机坐标系至 Z轴与标靶平面的法向量 n
图 2　圆阵列标定板

Fig.  2　Circular array target

图 3　标志点排序

Fig.  3　Sorting of landmarks
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平行，即将相机坐标系 O-XcamYcamZcam 旋转至坐标系 O-

XrYrZr。已知标靶平面的法向量 n与相机坐标系的 Z
轴（［0 0 1］T），对应的旋转矩阵可以由罗德里格斯公式

得出。

标靶平面的法向量 n 可以由粗标定的相机外参

得到：

n i = R i

é

ë

ê

ê
êê
ê
ê ù

û

ú

úú
ú
ú

ú0
0
1

， （6）

式中：ni表示第 i张图片中标靶平面的法向量；Ri表示

相机外参中第 i张图片对应的旋转矩阵。

3. 2. 2　圆心投影求解

已知相机旋转对应的单应性矩阵，就可以计算旋

转后的图像。一种做法是对整幅图像进行变换，得到

新的图像后再利用灰度质心法或者拟合法提取圆心，

该方法比较直观，但是图像变换的过程中需要进行图

像插值，一方面图像插值的计算量与图片大小有关，图

片越大计算量越大，另一方面图像插值会使噪声模型

失真而且很可能引入混频效应［16］，为后续测量带来误

差［19］。因此所提方法不对图像整体进行变换，而是对

椭圆特征进行变换。

椭圆是二次曲线的一种，二次曲线可以表示为

Ax2 + Bxy+ Cy 2 + Dx+ Ey+ F= 0， （7）
式中：A、B、C、D、E、F是决定二次曲线形状和位置的

参数。在齐次坐标的表示下，二次曲线可以由一个

3×3 的对称矩阵 C来表示：
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。 （8）

在相机旋转的单应性矩阵 H的作用下，二次曲线

C变换成二次曲线 C′：
C ′= H-TCH-1。 （9）

相机旋转后，标志点的图像已经非常接近标准圆，

把二次曲线 C′的中心视为圆心，可以减少计算量。根

据极点-极线原理，二次曲线 C′的中心是无穷远直线 l∞
关于二次曲线 C′的极点。
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式中：λ是任意常数；l∞是无穷远直线，其齐次坐标表示

为［0 0 1］T；［u′ v′ 1］T 是旋转后二次曲线的中心。要

计算原图像上的圆心投影，只要对二次曲线中心进行

逆射影变换即可，表达式为

λ
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， （11）

式中：［u v 1］T是圆心在原图像上的投影。结合式（9）~
（11），可以得出圆心投影的表达式为

λ
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1

= H-1C ′-1 l∞ = H-1 HC-1 H T l∞ =

C-1 H T l∞。 （12）
二次曲线 C 与单应性矩阵 H 都已经得出，采用

式（12）计算圆心投影，可以避免插值、拟合等带来的计

算开销。

3. 3　相机精标定

将经过透视畸变矫正过的圆心投影作为控制点坐

标，计算各图片对应的单应，并求出相机参数的封闭

解，然后利用最大似然准则进行非线性优化，求得相机

精标定参数。

有一点需要说明的是，所提算法从属于一个迭代

框架。从优化目标函数看，残差是由相机参数的误差

与图像点的透视畸变误差共同造成的，因此可以构建

一个迭代细化框架，用标定得到的相机参数修正圆心

投影，再用修正后的投影点重新标定，循环迭代直至参

数收敛。但在实际操作中，通常一轮迭代后参数就收

敛，残差不再变化［9］，这是因为粗标定的相机参数已比

较准确，修正后的点已经十分接近真实的圆心投影，后

续的圆心投影修正已经小到 10−3像素量级，反映到重

投影误差上就已十分微小。因此考虑到计算效率与精

度的平衡，所提方法只进行一轮粗-精标定。

4　实验与分析

所提算法在Windows 10操作系统下的MatlabR2018b
软件中实现，硬件环境为 Intel Core i7-9700，运行内存

图  4　摄像机旋转

Fig.  4　Camera rotation

为 32 GB。

4. 1　仿真实验

仿真实验旨在验证透视畸变矫正的有效性，具体

实施如下。

平面标靶采用如图 2 所示的 9×11 阵列形式，小圆

直径为 7 mm，大圆直径为 12 mm，水平方向与竖直方

向的标志点间距都为 15 mm。不同于模拟图像的形

式，本文对每个圆特征都用 200 个轮廓点进行描述，对

于后续生成的图像点，也是对轮廓点进行操作。标靶

被放置在距离相机中心 350 mm 处，并绕 X轴和 Z轴均

匀旋转若干角度，共拍摄 20 个位姿的标靶，如图 5
所示。

相机的内参是根据某次真实标定的结果规整而来

的，将这些参数作为真值，利用相机模型对圆标志点轮

廓进行投影，并分别加入均值为 0，标准差为 0、0. 1、
0. 5 pixel的高斯噪声来模拟噪声的影响。对图像上的

轮廓点采用椭圆拟合的方法［20］，得到椭圆参数与中心

坐标。

传统方法采用椭圆中心作为控制点坐标，利用张

正友方法进行标定。而所提方法则利用粗标定的结果

与椭圆参数对透视畸变进行矫正后再进行精标定。仿

真实验相机参数的真值是已知的，因此采用相机内参

值与重投影误差来评价。其中重投影误差可表示为

E=
∑
i
∑
j

( )uij - u′ij
2
+ ( )vij - v′ij

2

m
， （13）

式中：uij和 vij表示在第 i幅图片上检测到的第 j个点的

坐标；u′ij和 v′ij表示根据相机模型重投影的坐标。参

数仿真结果如表 1 所示。

由表 1 可以看出，所提方法得到的相机内参更接

近真值，并且重投影误差也明显低于传统方法。即使

在噪声影响下，所提方法的标定结果仍优于传统方法，

证明所提方法能有效提高相机标定精度。

4. 2　标定实验

实验采用大恒相机 ME2P-1840-6GM-P，分辨率为

4508 pixel×4096 pixel，镜头采用大恒图像的 HN-1624-

20M-C1/1X 镜头，焦距为 16 mm。平面标靶采用如图 2
所示的高精度浮法玻璃氧化铝标定板。固定相机不

动，锁定光圈与焦距，调整标定板位姿以布满图片，共拍

摄 20幅不同视角的图片。对采集到的图片进行椭圆参

数提取后，分别采用以椭圆中心作为控制点坐标的传

统方法、Heikkilä 方法［11］和所提方法进行标定。由于相

机参数的真值无法得知，采用重投影误差和各参数的

标准差来评价标定结果。标定结果如表 2所示，“±”符

号后的数值表示标准差，由于 Heikkilä方法对相机内参

的定义不同，表中只列出可比较的部分。

从 相 机 标 定 结 果 可 以 看 出 ：相 比 传 统 方 法 ，

Heikkilä 方法和所提方法都提高了相机标定精度，所

提方法的提升更为明显；传统方法由于没有考虑圆标

图  5　标靶位姿

Fig.  5　Target pose

表 1　仿真结果

Table 1　Simulation results
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为 32 GB。

4. 1　仿真实验

仿真实验旨在验证透视畸变矫正的有效性，具体

实施如下。

平面标靶采用如图 2 所示的 9×11 阵列形式，小圆

直径为 7 mm，大圆直径为 12 mm，水平方向与竖直方

向的标志点间距都为 15 mm。不同于模拟图像的形

式，本文对每个圆特征都用 200 个轮廓点进行描述，对

于后续生成的图像点，也是对轮廓点进行操作。标靶

被放置在距离相机中心 350 mm 处，并绕 X轴和 Z轴均

匀旋转若干角度，共拍摄 20 个位姿的标靶，如图 5
所示。

相机的内参是根据某次真实标定的结果规整而来

的，将这些参数作为真值，利用相机模型对圆标志点轮

廓进行投影，并分别加入均值为 0，标准差为 0、0. 1、
0. 5 pixel的高斯噪声来模拟噪声的影响。对图像上的

轮廓点采用椭圆拟合的方法［20］，得到椭圆参数与中心

坐标。

传统方法采用椭圆中心作为控制点坐标，利用张

正友方法进行标定。而所提方法则利用粗标定的结果

与椭圆参数对透视畸变进行矫正后再进行精标定。仿

真实验相机参数的真值是已知的，因此采用相机内参

值与重投影误差来评价。其中重投影误差可表示为

E=
∑
i
∑
j

( )uij - u′ij
2
+ ( )vij - v′ij

2

m
， （13）

式中：uij和 vij表示在第 i幅图片上检测到的第 j个点的

坐标；u′ij和 v′ij表示根据相机模型重投影的坐标。参

数仿真结果如表 1 所示。

由表 1 可以看出，所提方法得到的相机内参更接

近真值，并且重投影误差也明显低于传统方法。即使

在噪声影响下，所提方法的标定结果仍优于传统方法，

证明所提方法能有效提高相机标定精度。

4. 2　标定实验

实验采用大恒相机 ME2P-1840-6GM-P，分辨率为

4508 pixel×4096 pixel，镜头采用大恒图像的 HN-1624-

20M-C1/1X 镜头，焦距为 16 mm。平面标靶采用如图 2
所示的高精度浮法玻璃氧化铝标定板。固定相机不

动，锁定光圈与焦距，调整标定板位姿以布满图片，共拍

摄 20幅不同视角的图片。对采集到的图片进行椭圆参

数提取后，分别采用以椭圆中心作为控制点坐标的传

统方法、Heikkilä 方法［11］和所提方法进行标定。由于相

机参数的真值无法得知，采用重投影误差和各参数的

标准差来评价标定结果。标定结果如表 2所示，“±”符

号后的数值表示标准差，由于 Heikkilä方法对相机内参

的定义不同，表中只列出可比较的部分。

从 相 机 标 定 结 果 可 以 看 出 ：相 比 传 统 方 法 ，

Heikkilä 方法和所提方法都提高了相机标定精度，所

提方法的提升更为明显；传统方法由于没有考虑圆标

图  5　标靶位姿

Fig.  5　Target pose

表 1　仿真结果

Table 1　Simulation results

Parameter

Focal length

Skew

Principal point

Distortion

Reprojection error /pixel

αx /pixel
αy /pixel

s

u0 /pixel
v0 /pixel
k1 /mm−2

k2 /mm−4

p1 /（10−4 mm−1）

p2 /（10−4 mm−1）

True 
value

6527. 0
6527. 0
0. 6000
2254. 0
2048. 0

−0. 0700
0. 2000

−5. 000
−2. 000

Standard deviation
is 0 pixel

Traditional 
method
6527. 4
6527. 4
0. 6000
2254. 0
2048. 0

−0. 0712
0. 2140

−4. 994
−1. 997
0. 0380

Proposed 
method
6526. 9
6526. 9
0. 6000
2254. 0
2048. 0

−0. 0696
0. 1985

−4. 994
−1. 997
0. 0023

Standard deviation
is 0. 1 pixel

Traditional 
method
6527. 5
6527. 5
0. 6015
2254. 0
2048. 0

−0. 0712
0. 2145

−4. 983
−2. 014
0. 0415

Proposed 
method
6527. 0
6526. 9
0. 6014
2254. 0
2048. 0

−0. 0697
0. 1993

−4. 984
−2. 013
0. 0132

Standard deviation
is 0. 5 pixel

Traditional 
method
6527. 6
6527. 6
0. 5911
2253. 9
2048. 1

−0. 0711
0. 2121

−4. 946
−1. 991
0. 0819

Proposed 
method
6527. 1
6527. 1
0. 5914
2253. 9
2048. 0

−0. 0695
0. 1965

−4. 947
−1. 989
0. 0632
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志点带来的透视畸变问题，重投影误差和参数的标准

差都比较大；Heikkilä 方法将透视畸变纳入了模型中，

修正了系统性误差，但同时也使优化目标函数更复杂，

更容易落入局部最优解；相比传统方法，所提方法的所

有相机参数的标准差都减少了 50% 以上，重投影误差

也有明显的降低，证明所提方法能有效提高相机标定

的精度。

图 6 展示了三种方法的残差分布，其中坐标轴表

示 x方向与 y方向的残差（重投影点与图像点之间的差

值）。从图 6 可以看出，传用方法由于忽略了透视畸

变，残差分布较分散，而所提方法残差分布呈圆形，说

明标定结果合理。

5　结 论

针对圆形标志点存在透视畸变，给相机标定带来

系统性误差的问题，提出了一种基于透视畸变矫正的

高精度相机标定方法。所提方法采用粗 -精标定的模

式，根据粗标定的结果对圆心投影坐标进行修正，再用

修正后的坐标进行精标定。同时，为了避免图像插值

带来复杂的计算与潜在的误差，所提方法直接作用于

提取到的椭圆曲线参数，简化了矫正流程。实验与仿

真的结果表明所提方法有效地提高了相机标定的精

度，满足工业视觉测量对相机高精度标定的要求。
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Table 2　Camera calibration results
Parameter

Focal length

Skew

Principal point

Distortion

Reprojection error /pixel

αx /pixel
αy /pixel

s

u0 /pixel
v0 /pixel
k1 /mm−2

k2 /mm−4

p1 /（10−4 mm−1）

p2 /（10−4 mm−1）

Traditional method
6533. 7000±0. 2579
6532. 5628±0. 2600

0. 7062±0. 0545
2267. 4807±0. 3806
2045. 2659±0. 3049
−0. 0719±0. 0002

0. 2302±0. 0016
−0. 0004±0. 000016
−0. 0002±0. 000019

0. 1088

Heikkilä’s method
6534. 0666±0. 1414
6532. 7600±0. 1380

‒
2268. 3115±0. 1970
2045. 0895±0. 1610

‒
‒
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Proposed method
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图 6　残差散点图。（a）传统方法；（b）Heikkilä 方法；（c）所提方法

Fig. 6　Scatter plots for residual error. (a) Traditional method; (b) Heikkilä method; (c) proposed method
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