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研究论文

基于凸非凸有限元全变差正则的扩散光学层析成像

李金兰 1， 谢朝阳 1， 刘国奇 2， 邹健 1*

1长江大学信息与数学学院，湖北  荆州  434020；
2河南师范大学计算机与信息工程学院，河南  新乡  453007

摘要  为避免扩散光学层析成像中 L1 正则项带来的有偏估计问题，提出一种基于凸非凸有限元的全变差（CNC-FETV）

正则重构模型。首先，应用有限元方法将求解域剖分为有限个三角形，用一个连续分段多项式函数逼近每个三角形上的

吸收系数值，再对导出的差分矩阵进行逐个单元组装，得到有限元的全变差（FETV）正则表示。然后，利用基于凸非凸稀

疏正则的构造方法得到凸非凸有限元全变差正则项，并在理论上证明该非凸正则项在一定条件下可保持目标函数的整

体凸性。最后，利用交替方向乘子法求解所提模型。数值实验表明，所提 CNC-FETV 模型在扩散光学层析成像重构的

视觉效果和评价指标值上都要优于已有的 Tikhonov 和 FETV 正则模型。
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Diffusion Optical Tomography Based on Convex-Nonconvex Finite Element 
Total Variation Regularization
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Abstract A reconstruction model based on convex-nonconvex finite element total variation (CNC-FETV) regularization 
is proposed to avoid the biased estimation of L1 regularization in diffuse optical tomography.  First, the finite element 
method was used to divide the computational domain into a finite number of triangles, after which a continuous piecewise 
polynomial function was used to approximate the absorption coefficient value in each triangle.  Then, the derived difference 
matrix was assembled element by element to obtain a representation of the FETV regularization.  Subsequently, the CNC-

FETV regularization was obtained by the construction method based on convex-nonconvex sparse regularization.  Results 
theoretically proved that the nonconvex regularization term could maintain the overall convexity of the objective function 
under certain conditions.  Finally, the alternating direction multiplier method was used to solve the proposed model.  
Numerical experiments show that compared with the Tikhonov and FETV regularization models, the proposed CNC-

FETV regularization model has superior performances in both numerical criteria and visual effects for diffusion optical 
tomography reconstructions.
Key words diffuse optical tomography; convex-nonconvex sparse regularization; finite element method; alternating 
direction multiplier method

1　引   言

扩散光学层析成像（DOT）由于低成本、无创性的

优点被广泛应用于临床医学领域，如脑功能检测和乳

腺癌诊断［1-3］。DOT 逆问题的工作原理是：当近红外

光（650~900 nm）进入组织体后，组织体内部会对光进

行不同程度的吸收和散射，组织体表面因此呈现不同

的光强分布，利用这些光强分布就可以恢复组织体内

部的光学属性 μ（通常包括吸收系数 μ a 和散射系数

μ s）
［4-6］。由于成像设备的局限性，成像过程中所采集

到的边界测量数据量是远远少于组织体内部真实数据

的，因此 DOT 逆问题是欠定的，引入图像的先验信息
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项可有效地求解 DOT 逆问题，常用的凸正则包括

Tikhonov 正 则［7］、L1 正 则［8-9］和 全 变 差 正 则［10-11］。

Tikhonov 正则作为先验信息项可有效平滑高强度噪

声，L1 正则的优点在于可有效地诱导稀疏性，全变差

正则可看作图像梯度的 L1 范数，可以很好地保留图像

细节纹理。

值得注意的是，上述的正则化方法只适用于均匀

组织体，其元素可以看作笛卡儿坐标下的像素。但在

DOT 中，被检测组织体往往是非均匀介质，对应的拓

扑结构为更复杂的几何体，不能简单地在笛卡儿坐标

系下表示［8］。Lu 等［12］用有限元网格来表示复杂几何

体，即表示为一系列不相交的三角形构成的多边形，

并提出了基于有限元的全变差（FETV）正则模型，该

正则可表示为有限元梯度的 L1 正则。但是，L1 正则

是一个有偏估计，对幅度值较大的系数会欠估计［13］。

非凸正则，如 L p(0 < p < 1)正则，能有效地减小重构

偏差，但是非凸正则所对应的目标函数整体是非凸

的，容易产生局部最优解［14］。近年来，Selesnick［15］提

出了一种凸非凸稀疏正则构造方法，该方法通过从凸

正则项中减去其 Moreau 包络函数来构造非凸正则，

同时新的非凸正则项能在一定条件下保持目标函数

的整体凸性。凸非凸稀疏正则既能克服凸正则有偏

估计的缺点，又能保证目标函数的整体凸性，避免局

部最优解的出现，因此在核磁共振图像重构［16］、故障

检测［17］等领域得到了广泛的应用。

基于凸非凸策略［18］，本文提出一种凸非凸有限元

全变差（CNC-FETV）正则模型。首先将伽辽金有限

元方法应用到 DOT 的求解域中，对复杂几何体进行

有限元表示，进而得到有限元全变差正则模型。然后

通过从 L1 范数中减去其 Moreau 包络函数构造一个凸

非凸有限元全变差正则项，并从理论上证明了通过调

节非凸参数可以保证模型中目标函数的整体凸性的

结论。最后，利用交替方向乘子法（ADMM）求解新

模型。

2　基本模型

2. 1　一般模型

一般地，DOT 成像分为两个阶段。第一个阶段

为正向问题，给定组织体的内部光学属性 μ，根据光在

组织中的传播模型，得到边界测量值 Φ［19］。当组织体

内散射系数不变且吸收系数变化量 δμ a 足够小时，此

时散射系数变化量 δμ s = 0［20］。考虑测量中噪声的影

响，边界测量值变化量 δΦ 和吸收系数的变化量 δμ a

满足：

δΦ = Jδμ a + n， （1）
式中：δΦ ∈ RM × 1；雅可比矩阵 J = δΦ/δμ a，J ∈ RM × N

表示 δΦ对 δμ a 的敏感度，M 和 N 分别是边界测量值的

数量和有限元剖分节点的个数；n是高斯随机噪声。

第二个阶段为逆向问题，通过求解逆问题来重构

图像。由于光在组织体内的散射传播以及有限的可用

边界测量值等，重构 δμ a 是一个欠定的病态逆问题，可

通过带正则项的最优化问题进行重构：

min
δμ a

{ 1
2  Jδμ a - δΦ

2

2
+ λϕ (δμ a) }， （2）

式中：数据拟合项 Jδμ a - δΦ
2

2
用来度量重构图像与

边界测量改变量 δΦ的匹配程度；ϕ (δμ a)是正则项，用

来对解施加约束，使其获得某些先验信息（稀疏性或平

滑性）；λ 为非负正则化参数。使用不同网格对复杂几

何图形建模的结果如图 1 所示。

2. 2　有限元表示

Lu 等［12］首先应用伽辽金有限元方法离散化求解

域 Ω，将求解域剖分为具有 N N 个节点和 N M 个三角形

的有限元网格，V ={V 1，V 2，⋯，V NN}表示有限元节点

的集合，{μ ai}
NN

i = 1
表示有限元网格中每个节点 i 上的吸

收系数的集合。求解域上的吸收系数可通过连续分段

线性函数 U ( x，y)得到，形式为

U = ∑
i = 1

NN

μ aiψ i， （3）

式中：{ ψ i }NN
i = 1 为线性基函数。其定义为

ψj (V i )=ì
í
î

1，  i = j
0， i ≠ j

。 （4）

式（3）意味着三角形内的吸收系数值和网格中所

有节点上的吸收系数值相关联。

基于以上有限元表示，可将近似于求解域的连续

函数用连续分段多项式线性函数逼近，从而得到

FETV 正则，即

∫Ω
( )|| ∂xU + || ∂yU dxdy = D x μ a 1

+ D yμ a
1
，（5）

式 中 ：∂x，∂y 分 别 表 示 x，y 方 向 上 的 连 续 偏 导 数 ；

D x ∈ RNN × NM，D y ∈ RNN × NM 均为差分矩阵，D x μ a，D yμ a 分

别表示 μ a 在 x，y 方向上的一阶差分。

将式（5）代入式（2），得到关于 FETV 正则的极小

化问题：

图 1　使用不同网格对复杂几何图形建模。（a）笛卡儿网格；

（b）有限元网格

Fig. 1　Modeling complex geometries using different meshes. 
(a) Cartesian mesh; (b) finite element mesh

min
δμ a

{ 1
2  Jδμ a - δΦ

2

2
+ λ D x ( )δμ a

1
+ λ D y( )δμ a

1}。
（6）

2. 3　凸非凸有限元全变差正则模型

式（5）的 FETV 正则可看作是不同方向上的一阶

差分的 L1 正则，L1 正则虽然能有效地诱导解的稀疏

性，但会对大系数解产生有偏估计［21］。为了提高解的

重构精度，基于凸非凸稀疏正则的构造方法，提出了凸

非凸有限元全变差（CNC-FETV）正则模型。该模型

表示为

min
δμ a

{ 1
2  Jδμ a - δΦ

2

2
+ λϕβ[D x (δμ a) ]+

λϕβ[D y(δμ a) ] }， （7）

式中：ϕβ[D x (δμ a) ]和 ϕβ[D y(δμ a) ]分别是关于 D x (δμ a)

和 D y(δμ a)的非凸正则。其具体表达式为

ϕβ(u)= u
1
- min

t

ì
í
î

β 2

2
 u- t 2

2
+ t 1

ü
ý
þ
， （8）

式中：Sβ(u)= min
t

ì
í
î

β 2

2
 u- t 2

2
+ t 1

ü
ý
þ
是关于  ⋅

1
的

Moreau 包络函数；非负参数 β 用于控制 ϕβ(u)的非凸

程度。式（7）中的目标函数整体凸性可由定理 1 得到。

定 理 1 记 H β( )δμ a = 1
2  Jδμ a - δΦ

2

2
+

λ ϕ β [D x (δμ a) ]+ λϕβ[D y(δμ a) ]，当 JT J- λβ 2 D x
T D x -

λβ 2 D y
T D y ≥ 0 时 ，H β(δμ a) 是 凸 函 数 ，当 JT J -

λβ 2 D x
T D x - λβ 2 D y

T D y > 0 时 ，H β(δμ a) 是 严 格 凸

函数。

证明：

H β( )δμ a = 1
2  Jδμ a - δΦ

2

2
+ λϕβ[ ]D x ( )δμ a + λϕβ[ ]D y( )δμ a = 12  Jδμ a - δΦ

2

2
+

λ
ì
í
î

ü
ý
þ

 D x ( )δμ a
1
- min

tx

é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

β 2

2  D x ( )δμ a - tx

2

2
+ tx 1 + λ

ì
í
î

ü
ý
þ

 D y( )δμ a
1
- min

ty

é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

β 2

2  D y( )δμ a - ty

2

2
+ ty

1
=

1
2  Jδμ a - δΦ

2

2
+ λ D x ( )δμ a

1
- λ min

tx

é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

β 2

2  D x ( )δμ a - tx

2

2
+ tx 1 + λ D y( )δμ a

1
-

λ min
ty

é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

β 2

2  D y( )δμ a - ty

2

2
+ ty

1
= max

tx，ty

ì
í
î

1
2  Jδμ a - δΦ

2

2
+ λ D x ( )δμ a

1
- λβ 2

2  D x ( )δμ a - tx

2

2
- λ tx 1 +

ü
ý
þ

λ D y( )δμ a
1
- λβ 2

2  D y( )δμ a - ty

2

2
-λ ty

1
=max

tx，ty

é
ë
êêêê

1
2 ( )δμ a

T ( )JT J - λβ 2 D x
T D x - λβ 2 D y

T D y δμa + λ D x ( )δμ a
1
+

ù
û

λ D y( )δμ a
1
+ g ( )δμ a，tx，ty =   12 ( )δμ a

T ( )JT J - λβ 2 D x
T D x - λβ 2 D y

T D y δμ a + λ D x ( )δμ a
1
+ λ D y( )δμ a

1
+

max
tx，ty

g ( )δμ a，tx，ty ， （9）

式 中 ： g ( δμ a，tx，ty )= -( Jδμ a) T
δΦ + 1

2
 δΦ 2

2
+ λβ 2

2 [D x (δμ a) ] T
tx - λβ 2

2
 tx

2

2 + λβ 2

2 [D y(δμ a) ] T
ty -λ tx 1 -

λβ 2

2  ty

2

2
- λ ty

1
是 关 于 δμ a 的 仿 射 函 数 ，max

tx，ty

g (δμ a，tx，ty) 是 关 于 δμ a 的 仿 射 函 数 的 逐 点 最 大 值 ，因 此

max
tx，ty

g (δμ a，tx，ty)是凸函数。 D x ( )δμ a
1
和 D y( )δμ a

1
是关于 δμ a 的 L1 范数，故也是凸函数。

故要使 H β(δμ a)是凸函数，只需保证式（9）中第一项是凸函数，即只需 JT J - λβ 2 D x
T D x - λβ 2 D y

T D y ≥ 0。进

而，要使 H β(δμ a)是严格凸函数，只需保证式（9）中第一项是严格凸函数，即只需 JT J - λβ 2 D x
T D x - λβ 2 D y

T D y > 0。

3　ADMM
ADMM［22-23］的思路是通过引入中间变量，将原目标函数分解成几个简单的局部子问题，然后通过交替更新子

问题的解得到原目标函数的全局解。对于 CNC-FETV 正则模型式（7），引入中间变量 vx = D x (δμ a)，vy =
D y(δμ a)，式（7）可转换为增广拉格朗日问题：

L ( )δμ n
a，vn

x，vn
y，bn

x，bn
y = 1

2  Jδμ a - δΦ
2

2
+ λϕβ( )vx + ( )bn - 1

x

T[ ]D x ( )δμ a - vn - 1
x   + θ

2  vn - 1
x - D x ( )δμ a

2

2
+

λϕβ( )vy + ( )bn - 1
y

T[ ]D y( )δμ a - vn - 1
y + θ

2  vn - 1
y - D y( )δμ a

2

2
， （10）
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min
δμ a

{ 1
2  Jδμ a - δΦ

2

2
+ λ D x ( )δμ a

1
+ λ D y( )δμ a

1}。
（6）

2. 3　凸非凸有限元全变差正则模型

式（5）的 FETV 正则可看作是不同方向上的一阶

差分的 L1 正则，L1 正则虽然能有效地诱导解的稀疏

性，但会对大系数解产生有偏估计［21］。为了提高解的

重构精度，基于凸非凸稀疏正则的构造方法，提出了凸

非凸有限元全变差（CNC-FETV）正则模型。该模型

表示为

min
δμ a

{ 1
2  Jδμ a - δΦ

2

2
+ λϕβ[D x (δμ a) ]+

λϕβ[D y(δμ a) ] }， （7）

式中：ϕβ[D x (δμ a) ]和 ϕβ[D y(δμ a) ]分别是关于 D x (δμ a)

和 D y(δμ a)的非凸正则。其具体表达式为

ϕβ(u)= u
1
- min

t

ì
í
î

β 2

2
 u- t 2

2
+ t 1

ü
ý
þ
， （8）

式中：Sβ(u)= min
t

ì
í
î

β 2

2
 u- t 2

2
+ t 1

ü
ý
þ
是关于  ⋅

1
的

Moreau 包络函数；非负参数 β 用于控制 ϕβ(u)的非凸

程度。式（7）中的目标函数整体凸性可由定理 1 得到。

定 理 1 记 H β( )δμ a = 1
2  Jδμ a - δΦ

2

2
+

λ ϕ β [D x (δμ a) ]+ λϕβ[D y(δμ a) ]，当 JT J- λβ 2 D x
T D x -

λβ 2 D y
T D y ≥ 0 时 ，H β(δμ a) 是 凸 函 数 ，当 JT J -

λβ 2 D x
T D x - λβ 2 D y

T D y > 0 时 ，H β(δμ a) 是 严 格 凸

函数。

证明：

H β( )δμ a = 1
2  Jδμ a - δΦ

2

2
+ λϕβ[ ]D x ( )δμ a + λϕβ[ ]D y( )δμ a = 12  Jδμ a - δΦ

2

2
+

λ
ì
í
î

ü
ý
þ

 D x ( )δμ a
1
- min

tx

é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

β 2

2  D x ( )δμ a - tx

2

2
+ tx 1 + λ

ì
í
î

ü
ý
þ

 D y( )δμ a
1
- min

ty

é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

β 2

2  D y( )δμ a - ty

2

2
+ ty

1
=

1
2  Jδμ a - δΦ

2

2
+ λ D x ( )δμ a

1
- λ min

tx

é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

β 2

2  D x ( )δμ a - tx

2

2
+ tx 1 + λ D y( )δμ a

1
-

λ min
ty

é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú

β 2

2  D y( )δμ a - ty

2

2
+ ty

1
= max

tx，ty

ì
í
î

1
2  Jδμ a - δΦ

2

2
+ λ D x ( )δμ a

1
- λβ 2

2  D x ( )δμ a - tx

2

2
- λ tx 1 +

ü
ý
þ

λ D y( )δμ a
1
- λβ 2

2  D y( )δμ a - ty

2

2
-λ ty

1
=max

tx，ty

é
ë
êêêê

1
2 ( )δμ a

T ( )JT J - λβ 2 D x
T D x - λβ 2 D y

T D y δμa + λ D x ( )δμ a
1
+

ù
û

λ D y( )δμ a
1
+ g ( )δμ a，tx，ty =   12 ( )δμ a

T ( )JT J - λβ 2 D x
T D x - λβ 2 D y

T D y δμ a + λ D x ( )δμ a
1
+ λ D y( )δμ a

1
+

max
tx，ty

g ( )δμ a，tx，ty ， （9）

式 中 ： g ( δμ a，tx，ty )= -( Jδμ a) T
δΦ + 1

2
 δΦ 2

2
+ λβ 2

2 [D x (δμ a) ] T
tx - λβ 2

2
 tx

2

2 + λβ 2

2 [D y(δμ a) ] T
ty -λ tx 1 -

λβ 2

2  ty

2

2
- λ ty

1
是 关 于 δμ a 的 仿 射 函 数 ，max

tx，ty

g (δμ a，tx，ty) 是 关 于 δμ a 的 仿 射 函 数 的 逐 点 最 大 值 ，因 此

max
tx，ty

g (δμ a，tx，ty)是凸函数。 D x ( )δμ a
1
和 D y( )δμ a

1
是关于 δμ a 的 L1 范数，故也是凸函数。

故要使 H β(δμ a)是凸函数，只需保证式（9）中第一项是凸函数，即只需 JT J - λβ 2 D x
T D x - λβ 2 D y

T D y ≥ 0。进

而，要使 H β(δμ a)是严格凸函数，只需保证式（9）中第一项是严格凸函数，即只需 JT J - λβ 2 D x
T D x - λβ 2 D y

T D y > 0。

3　ADMM
ADMM［22-23］的思路是通过引入中间变量，将原目标函数分解成几个简单的局部子问题，然后通过交替更新子

问题的解得到原目标函数的全局解。对于 CNC-FETV 正则模型式（7），引入中间变量 vx = D x (δμ a)，vy =
D y(δμ a)，式（7）可转换为增广拉格朗日问题：

L ( )δμ n
a，vn

x，vn
y，bn

x，bn
y = 1

2  Jδμ a - δΦ
2

2
+ λϕβ( )vx + ( )bn - 1

x

T[ ]D x ( )δμ a - vn - 1
x   + θ

2  vn - 1
x - D x ( )δμ a

2

2
+

λϕβ( )vy + ( )bn - 1
y

T[ ]D y( )δμ a - vn - 1
y + θ

2  vn - 1
y - D y( )δμ a

2

2
， （10）
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式中：b是拉格朗日乘子；θ 是惩罚因子。交替更新 δμ n
a，vn

x，vn
y，bn

x，bn
y 可得到式（10）的最优解。

第一步，更新 δμ n
a。

δμ n
a = arg min

δμ a

é
ë
êêêê

1
2  Jδμ a - δΦ

2

2
+ ( )bn - 1

x

T D x ( δμ a )+ ( )bn - 1
y

T
D y( )δμ a + θ

2  vn - 1
x - D x ( )δμ a

2

2
+

   ù
û
úúúú

θ
2  vn - 1

y - D y( )δμ a

2

2
= arg min

δμ a

é

ë

ê
êê
ê
ê
ê 1

2  Jδμ a - δΦ
2

2
+ θ

2






vn - 1

x - D x ( )δμ a - 1
θ
bn - 1

x

2

2

+

ù

û

ú
úú
úθ

2






vn - 1

y - D y( )δμ a - 1
θ
bn - 1

y

2

2

= [ ]JT J + θ ( )D x
T D x + D y

T D y

-1
×

é
ë
êêêê

ù
û
úúúúJT δΦ - θD x

T ( 1
θ
bn - 1

x - vn - 1
x )- θD y

T ( 1
θ
bn - 1

y - vn - 1
y ) 。

（11）

第二步，更新 vn
x，vn

y。

vn
x = arg min

vx

é
ë
êêêê

ù
û
úúúúλϕβ ( )vx - ( )bn - 1

x

T
vx + θ

2  vx - D x ( )δμ n
a

2

2
= arg min

vx

ì
í
î

ïï

ïï

ü
ý
þ

ïïïï

ïï
λϕβ( )vx + θ

2





 






vx - é
ë
êêêê

ù
û
úúúúD x ( )δμ n

a + 1
θ
bn - 1

x

2

2

，

（12）

vn
y = arg min

vy

é
ë
êêêê

ù
û
úúúúλϕβ ( )vy - ( )bn - 1

y

T
vy + θ

2  vy - D y( )δμ n
a

2

2
= arg min

vy

ì
í
î

ïï

ïï

ü
ý
þ

ïïïï

ïï
λϕβ( )vy + θ

2





 






vy - é
ë
êêêê

ù
û
úúúúD y( )δμ n

a + 1
θ
bn - 1

y

2

2

，

（13）
式（12）和式（13）的解可看作是凸非凸正则 ϕβ 的近似点算子，文献［24］给出了近似点算子的迭代解。vn

x和vn
y 的更

新结果分别为

vn
x = prox λ

θ
ϕβ

é
ë
êêêê

ù
û
úúúúD x ( )δμ n

a + 1
θ
bn - 1

x = prox αλ
θ
 ⋅ 1

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï

ïï
( )1 - α vx + α é

ë
êêêê

ù
û
úúúúD x ( )δμ n

a + 1
θ
bn - 1

x + αλβ 2

θ
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
úvx - prox 1

β 2
 ⋅ 1

( )vx ，（14）

vn
y = prox λ

θ
ϕβ

é
ë
êêêê

ù
û
úúúúD y( )δμ n

a + 1
θ
bn - 1

y = prox αλ
θ
 ⋅ 1

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï

ïï
( )1 - α vy + α é

ë
êêêê

ù
û
úúúúD y( )δμ n

a + 1
θ
bn - 1

y + αλβ 2

θ
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
úvy - prox 1

β 2
 ⋅ 1
( )vy ，（15）

式 中 ：α 是 迭 代 步 长 ；p r o x λ ⋅ 1
( z ) = a r g min

m
 

{ 1
2
 z - m 2

2
+ λ m 1}= max{ z 1 - λ，0}⋅ z

|| z
是 L1

范数的近似点算子。

最后，更新 bn
x和bn

y。

bn
x = bn - 1

x + θ [D x (δμ n
a )- vn

x ]， （16）

bn
y = bn - 1

y + θ [D y(δμ n
a )- vn

y ]。 （17）
综上可得，CNC-FETV 的 ADMM 求解算法的流

程为

1） 输入 δΦ，J，y，ε，θ > 0，α > 0，λ > 0，inner_loop；
2） 初始化 v0

x = v0
y = b0

x = b0
y = 0；

3） For n = 1：inner_loop do；
4） 通过（11）式对 δμ n

a 进行更新；

5） 通过式（12）~（15）分别对 vn
x和vn

y 进行更新；

6） 通过式（16）~（17）分别对 bn
x和bn

y 进行更新；

7） End for，满足迭代停止准则，n = 1：inner_loop

或
 δμ n

a - δμ n - 1
a 1

 δμ n - 1
a 1

≤ ε；

8） 输出 δμ ∗
a = δμ n

a。

4　数值实验

为了验证所提模型的重构效果，对 CNC-FETV
模型进行二维圆形模拟实验。本实验的设置和文献

［12］中一样。所模拟的二维圆形半径为 43 mm，背景

吸 收 系 数 μ a = 0. 01 mm-1，散 射 系 数 μ s = 1 mm-1。

16 个光源被均匀地放置在二维圆形的表面，如图 2（a）
所示，对其中一个光源施加激励时，剩余的 15 个光源

作为探测器返回对应的边界测量数据。依次轮流对剩

余的 15 个光源施加激励，则可得到 240 (16 × 15)个边

界测量数据。在二维圆形中加入一个中心节点坐标为

（− 10 mm，10 mm）、半径为 10 mm 的异质体，其吸

收系数为 μ 'a = 0. 03 mm-1。将二维圆形剖分成包含

1785个节点和 3418 个线性三角形的有限元网格，其真

实分布如图 2（b）所示，白色的部分为异质体，黑色的

部分为正常的组织体（即背景组织体）。为了模拟真实

的实验数据，与参考文献［3］、［6］、［12］类似，对模拟的

数据分别加入 0%、1%、2%、3% 的高斯随机噪声。

为了比较不同重构模型的性能，以定位误差、峰值

信噪比、平均对比度、结构相似性、相对恢复面积作为

评价指标，对 CNC-FETV 正则模型与 Tikhonov 正则

模型、FETV 正则模型进行比较。

定位误差（LE）定义为

LE = X t - X r 2
， （18）

式中：X t 和 X r 分别是真实异质体与重构异质体的中心

节点。

平均对比度（A C）定义为

A C = (∑
i = 1

N n

μ ar，i /N n) /μ at， （19）

式中：μ ar，i 是有限元节点 i 处恢复的吸收系数值； Nn是

重构异质体的节点数；μ at 是重构异质体吸收系数的真

实值。

峰值信噪比（PSNR）定义为

PSNR = 10 ⋅ log10

ì
í
î

ïïïï

ïïïï

[ ]max ( )μ a

2

M SE

ü
ý
þ

ïïïï

ïïïï
， （20）

式中：max ( μ a )是 μ a 的最大像素值；M SE 是真实图像与

重构图像之间的均方误差，定义为 M SE = ∑
i = 1

N n

( μ ar，i -

μ at，i )2 /N n。

结构相似性（SSIM）定义为

SSIM = ( )2μ arm μ atm + c1 ( )2σ r，t + c2

( )μ 2
arm + μ 2

atm + c1 ( )σ 2
r + σ 2

t + c2

， （21）

式中：μ arm 和 μ atm 分别是 μ ar 和 μ at 的均值；σ r 和 σ t 分别表

示 μ ar 和 μ at 的方差；σ r，t 是 μ ar 和 μ at 之间的协方差；c1 和

c2 是用来维持稳定的常数。

相对恢复面积（RRA）定义为

RRA = S r

S t
× 100%， （22）

式中：S t 和 S r 分别表示真实异质体和重构异质体的面

积。定位误差等于 0，平均对比度和相对恢复面积等

于 1 时，重构图像和真实图像一样。峰值信噪比和结

构相似性越大，重构图像和真实图像越相似。

三种模型的重构效果如图 3 所示。Tikhonov 正则

图 3　三种模型在 0%~3% 噪声水平下的重构效果。（a） Tikhonov 正则模型；（b） FETV 正则模型；（c） CNC-FETV 正则模型

Fig.  3　Reconstruction results of the three models at 0% ‒3% noise level.  (a) Tikhonov regularization model; (b) FETV regularization 
model; (c) CNC-FETV regularization model

图 2　边界测量数据采集系统与原始目标（异质体）分布。（a）成像区域光源与探测器的放置位置；（b）真实图像

Fig. 2　Boundary measurement data acquisition system and original target (heteroplast) distribution. (a) Location of light source and 
detector in imaging area; (b) truth image
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模型、FETV 正则模型进行比较。

定位误差（LE）定义为

LE = X t - X r 2
， （18）

式中：X t 和 X r 分别是真实异质体与重构异质体的中心

节点。

平均对比度（A C）定义为

A C = (∑
i = 1

N n

μ ar，i /N n) /μ at， （19）

式中：μ ar，i 是有限元节点 i 处恢复的吸收系数值； Nn是

重构异质体的节点数；μ at 是重构异质体吸收系数的真

实值。

峰值信噪比（PSNR）定义为

PSNR = 10 ⋅ log10

ì
í
î

ïïïï

ïïïï

[ ]max ( )μ a

2

M SE

ü
ý
þ

ïïïï

ïïïï
， （20）

式中：max ( μ a )是 μ a 的最大像素值；M SE 是真实图像与

重构图像之间的均方误差，定义为 M SE = ∑
i = 1

N n

( μ ar，i -

μ at，i )2 /N n。

结构相似性（SSIM）定义为

SSIM = ( )2μ arm μ atm + c1 ( )2σ r，t + c2

( )μ 2
arm + μ 2

atm + c1 ( )σ 2
r + σ 2

t + c2

， （21）

式中：μ arm 和 μ atm 分别是 μ ar 和 μ at 的均值；σ r 和 σ t 分别表

示 μ ar 和 μ at 的方差；σ r，t 是 μ ar 和 μ at 之间的协方差；c1 和

c2 是用来维持稳定的常数。

相对恢复面积（RRA）定义为

RRA = S r

S t
× 100%， （22）

式中：S t 和 S r 分别表示真实异质体和重构异质体的面

积。定位误差等于 0，平均对比度和相对恢复面积等

于 1 时，重构图像和真实图像一样。峰值信噪比和结

构相似性越大，重构图像和真实图像越相似。

三种模型的重构效果如图 3 所示。Tikhonov 正则

图 3　三种模型在 0%~3% 噪声水平下的重构效果。（a） Tikhonov 正则模型；（b） FETV 正则模型；（c） CNC-FETV 正则模型

Fig.  3　Reconstruction results of the three models at 0% ‒3% noise level.  (a) Tikhonov regularization model; (b) FETV regularization 
model; (c) CNC-FETV regularization model

图 2　边界测量数据采集系统与原始目标（异质体）分布。（a）成像区域光源与探测器的放置位置；（b）真实图像

Fig. 2　Boundary measurement data acquisition system and original target (heteroplast) distribution. (a) Location of light source and 
detector in imaging area; (b) truth image
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模型虽然能正确地重构异质体的位置，但是得到的图

像过度平滑；FETV 正则模型在无噪声情况下不断地

重构边界与坐标轴一致的目标，但在 1%~3% 噪声水

平下，其重构的几何体内部会出现与横轴平行的‘折

痕’；相比 Tikhonov 正则模型，CNC-FETV 正则模型恢

复的背景颜色更接近于黑色，视觉效果优于 FETV 正

则模型。

为进一步比较三种重构模型的性能，针对不同噪

声水平进行了 10 次重复实验，并将评价指标值用箱线

图表示。如图 4所示，箱线图中每个框的上边界和下边

界分别表示每种评价指标值的上四分位数 Q3和下四分

位数 Q1，框的中心线表示中位数，‘+’表示异常值，框

外延伸的尾长表示箱线图的上限和下限，对应非异常

范围内的最大值和最小值。从图 4可以看出，在无噪声

情况下，三种重构模型进行 10 次重复实验得到的评价

指标值都没有发生变化。在噪声的影响下，三种模型

的 PSNR、A C、SSIM、LE 和 RRA 值在一定范围内波动。相比

于 Tikhonov 正 则 模 型 ，FETV 正 则 模 型 和 CNC-

FETV 正则模型的表现更好，尤其是定位和恢复异质

体面积的能力更出色；相比于 FETV 正则模型，CNC-

图 4　三种模型评价指标值的箱线图。（a） 0% 噪声水平；（b） 1% 噪声水平；（c） 2% 噪声水平；（d） 3% 噪声水平

Fig.4　Boxplots of the evaluation criteria values of the three models. (a) 0% noise level; (b) 1% noise level; (c) 2% noise level; 
(d) 3% noise level

FETV 正则模型重构图像的平均对比度更高，失真更

少，结构与真实图像更相似，定位能力更强，在恢复异

质体面积时更出色，这和图 3的重构图像结果相一致。

5　结   论

提出了一种凸非凸有限元全变差正则重构模型。

利用有限元方法离散化求解域，得到有限元表示下的全

变差正则，进而基于凸非凸策略构造该非凸有限元全变

差正则项。并从理论上证明了该非凸正则项能保持目

标函数的整体凸性，避免陷入局部最优解，减小重构偏

差的结论。为了验证所提新模型的重构效果，与

Tikhonov正则模型和 FETV 正则模型进行比较，从图像

和数值的结果比较得出：无论噪声水平的高或低，CNC-

FETV 正则模型在 PSNR、A C、SSIM、LE、RRA 值上均有所提

高，也具有更好的视觉效果。所提模型对 DOT 的求解

域利用有限元进行表示，但是对于更为复杂的 DOT 模

型，如三维 DOT 重构，有限元表示可能没有图表示灵

活［25］，今后将进一步开展基于图表示的 DOT重构。
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哈尔滨工业大学, 2015.
Bi B. Research on reconstruction methods for diffuse 
optical tomography[D]. Harbin: Harbin Institute of 
Technology, 2015.

[20] 王兵元, 陈玮婷, 马文娟, 等 . 基于非负约束 L1-范数正

则化的乳腺扩散光学层析成像重建方法 [J]. 光学学报, 
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FETV 正则模型重构图像的平均对比度更高，失真更

少，结构与真实图像更相似，定位能力更强，在恢复异

质体面积时更出色，这和图 3的重构图像结果相一致。

5　结   论

提出了一种凸非凸有限元全变差正则重构模型。

利用有限元方法离散化求解域，得到有限元表示下的全

变差正则，进而基于凸非凸策略构造该非凸有限元全变

差正则项。并从理论上证明了该非凸正则项能保持目

标函数的整体凸性，避免陷入局部最优解，减小重构偏

差的结论。为了验证所提新模型的重构效果，与

Tikhonov正则模型和 FETV 正则模型进行比较，从图像

和数值的结果比较得出：无论噪声水平的高或低，CNC-

FETV 正则模型在 PSNR、A C、SSIM、LE、RRA 值上均有所提

高，也具有更好的视觉效果。所提模型对 DOT 的求解

域利用有限元进行表示，但是对于更为复杂的 DOT 模

型，如三维 DOT 重构，有限元表示可能没有图表示灵

活［25］，今后将进一步开展基于图表示的 DOT重构。
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