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分段线性Morse理论下的地表拓扑特征提取与简化

吉雨田，张春亢*，尹耀
贵州大学矿业学院，贵州 贵阳 550025

摘要 针对传统地表特征提取算法存在特征识别不完整，拓扑关系构建复杂，难以进行拓扑简化的问题，本文实现

了基于分段线性Morse理论的特征提取，并提出一种新的特征重要性度量指标进行拓扑简化。首先识别关键点构

成关键线，生成Morse-Smale复形完成地表拓扑特征构建；然后提出一种新的特征重要性度量指标，利用Morse-
Smale复形的平均特征值反算关键点的特征值，使其对Morse-Smale复形的特征重要性进行双重评估；最后基于该

度量指标实现了地表拓扑特征的简化与表达。实验结果表明，地表特征被清晰提取并构建了良好的拓扑结构，特

征提取点云压缩率达 36. 29%，拓扑简化的点云压缩率达 70. 73%，大大缩减了点云数据量，并将冗余拓扑结构剔

除，为后续地表点云的表达与应用奠定良好的数据基础。
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Extraction and Simplification of Terrain Surface Topological Features
Based on PiecewiseLinear Morse Theory
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Abstract This study implements a feature extraction based on piecewise linear Morse theory to solve the problems
of incomplete feature recognition in traditional surface feature extraction algorithms, complex topological relationship
construction, and difficulty in topological simplification. In addition, it proposes a new feature importance
measurement index for topological simplification. Firstly, critical points are identified to form critical lines, which
generates Morse-Smale complex to complete the construction of surface topological features. Thereafter, a new
feature importance metric is proposed using the average eigenvalue of Morse-Smale complex to backcalculate the
eigenvalues of critical points, making a double evaluation of the feature importance of this complex. Finally, the
simplification and the expression of the topological features of the surface are realized based on the metric. The
experimental results show that the surface features are extracted and a good topology structure is constructed. The
feature extraction point cloud compression rate reaches 36. 29%, and the topology simplified point cloud
compression rate reaches 70. 73%. This considerably reduces the massive point cloud data and eliminates redundant
topology, laying a good data foundation for the subsequent expression and the application of surface point clouds.
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1 引 言

三维激光扫描技术具有高效率、高精度、非接

触式的优势［1-2］，迅速在各个行业得到广泛应用，例

如农林生态、三维建模和文物保护等［3-5］。三维激光

扫描技术能快速获取地表点云数据 ，便于构建

DEM、TIN等地形数据结构［6］。由于点云数据具有

数据量庞大，数据信息冗杂的缺点，为后续的地形

点云数据处理带来挑战［7］。地形特征提取在了解地

表、地质结构和地貌的过程中起着关键作用，地表

特征点是表达地表特征及构建拓扑关系的重要标

志，其包括山峰、山谷和鞍部点，山谷线以及山脊

线［8］。地形特征提取需构建完整的拓扑关系，目前

主要基于三种不同数据结构进行特征提取：规则格

网（DEM）［9-10］，等 高 线［11］和 Triangulated Irregular
Networks Structure（TIN）［12］。

但这些数据结构以及传统的地表特征提取方

法存在对地形特征过度剖分、拓扑构建不完整的问

题，Morse理论［13］以 Delaunay三角网格为基础数据

结构，通过对临界值的计算将特征点清晰识别［14］。

而分段线性Morse理论将经典Morse理论推向实际

应用 ，为拓扑数据的同源性分析提供了理论支

撑［15］。张春亢等［16］提出Morse理论下的小尺度地形

特征提取，为特征点构建特征指标，完成重要特征

点提取，大大地简化数据量并保留数据特征，但缺

乏对地表变形的量化分析。目前针对拓扑简化最

常用的方法为文献［17］提出的“持续值”法，该方法

以高程作为点云数据特征指标度量线特征指标基

础值，但是指标单一，普适性较弱。王洪斌等［18］基

于自然法则提出一种拓扑简化方法，利用 Morse-
Smale复形的特性为地形特征点设定了新的评价标

准，以Morse-Smale复形胞腔计算权值设计拓扑简

化算法。

从以上分析可以看出，目前特征提取算法无法

避免信息冗余化，地形特征过度提取，难以简化地

形拓扑结构的问题。本文提出一种分段线性Morse
理论下的地形特征提取与拓扑简化 ，首先基于

Morse理论提取地表的初始 Morse-Smale复形；其

次 提 出 一 种 新 的 重 要 性 度 量 指 标 ，利 用 Morse-
Smale复形平均指标值反算其所含关键点的特征指

标值，重新定义Morse-Smale复形重要性指标，完成

拓扑简化。

2 分段线性Morse理论

2. 1 Morse理论

基于对二维可微流形及其拓扑形态的分析，

Morse在 20世纪 30年代创立了Morse理论（Morse
Theory），又称为关键点理论［13］。它主要用于研究 n

维空间内 d维流形M (M⊆ Rn)的表面形态及其所

定义的二阶函数可微之间的相互联系［19］，因此该理

论可以为地表形态提供拓扑构建思路，建立良好拓

扑形态，定义二阶可微函数的梯度函数为

∇f=
æ

è
çç ∂f
∂x，

∂f
∂y

ö

ø
÷÷， （1）

通过（1）式对点云数据进行定性分析，∇f取值为 0，
则判定为关键点，否则判定为正则点。地形特征点

中存在山峰点、山谷点和鞍部点，根据Morse理论判

定出的关键点又分为极大点（peak）、极小点（pit）与

鞍点（saddle），构成所需的山脊线和山谷线。

2. 2 分段线性Morse理论

Morse理论虽然是二维流形拓扑获取及表达的

强有力工具，但该理论难以应用到实际生活中，因

其对二维流形表面的连续性有一定要求 ，因此

Banchoff［20-21］提出分段线性Morse理论，将离散点连

接的三角形近似视为连续可微的几何面，即利用三

角网格上的点、线、面进行拓扑表达，利用插值法计

算分段线性Morse函数，有效打破经典Morse理论

的空间连续性带来的限制，分段线性Morse理论更

加适用实际生活中的大部分二维流形。Forman［22］

提出了基于矢量场和标量场的离散Morse理论，该

理论将利用具有某些性质的实值函数表征简单拓

扑复形的同源性［23］，进一步将经典Morse理论推广

到离散二维流形上，使其在实际生活中得到更加广

泛的应用。

基于分段线性 Morse理论与 TIN结合能够为

关键点构建独立拓扑结构，将所有终止于关键点的

二阶可微梯度函数的积分线定义为上升域，即上升

单元，所有起始于关键的二阶可微梯度函数积分线

定义为下降域，即下降单元［24］，所有的上升单元可

视为上升Morse单复形，同理，所有下降单元为下降

Morse单复形。根据分段线性Morse理论，两种单

复形具有对偶性，通过两两正交构成了不规则四边

形即Morse-Smale复形。

3 地表拓扑特征提取与简化

3. 1 特征提取

根据点云数据建立 Delaunay三角网格作为基

础数据结构，利用邻点比较法寻找关键点。本文

将高程数据作为Morse特征指标值进行标定，对任

意一点 P，比较 P与其周围邻点 Pi的Morse特征指

标值，当 P的特征值均大于 Pi的特征值，则判定为

极大点，如图 1（a）所示，当 P的特征值均小于 Pi的

特征值，则判定为极小值如图 1（b）所示，当 P点与

Pi对比值大小变化为 4，则判定为鞍点［25-26］，如图 1（c）
所示。并通过一定寻径路径，根据 Morse-Smale

复形的对偶性，寻找特征线构建 Morse-Smale复
形，采用基于边界提取算法，从鞍点出发，分别从

邻点特征值发生变化的双边方向，沿特征值最小

（大）梯度方向寻径，直到找到下一个极小（大）点

为止，因此每一个鞍点将对应一对极小点，其特征

线性描述构成上升 Morse单复形如图 2（a）所示，

同理，每一个鞍点将对应一对极大点，构成下降

Morse 单 复 形 如 图 2（b）所 示 。 根 据 分 段 线 性

Morse 理 论 对 偶 性 ，其 两 两 正 交 构 成 了 Morse-
Smale复形如图 2（c）所示，以不规则四面体对地

表形态进行分割，清晰准确地构建拓扑关系并进

行拓扑表达。

3. 2 拓扑简化

分段线性Morse理论下的特征提取在初次提取

完成时，特征点定性分析不够精确，地表形态存在

微小起伏，导致无法与主要特征进行区分，提取出

了一定数量的“伪特征”，造成地表形态过度剖分和

拓扑构建耗费大量次要及偏差点云数据的问题。

本文在经典“持续值”法的基础上，利用其计算

Morse-Smale复形标准持续值，对上升（下降）单元

上的所有点云数据的特征重要性指标进行二次定

义，从而对Morse-Smale复形特征重要性指标二次

定义。通过以“持续值”法一次定义嵌套标准持续

值二次定义的方式，对Morse-Smale复形的特征重

要性进行双重定义，在特征重要性分析上使其精细

化，定性指标更加稳定，能够更清晰地将次要特征

及错误特征与主要特征区分开，得到清晰简洁的地

形拓扑结构，其步骤如下：

（1）根据经典“持续值”法利用Morse特征指标

函数值计算上升（下降）Morse复形中的所有点云数

据特征重要性指标，

Fl( pl)=
ì
í
î

ïï

ïïïï

h ( )vi -max [ ]h ( )m ，i= 1，2，⋯，n

min [ ]h ( )M - h ( )vi ，i= 1，2，⋯，n
，（2）

式中，Fl为上升（下降）Morse复形中所有点与极小

（大）点之间的Morse特征函数值之差，max [h (m ) ]
为上升Morse复形中与鞍点连接的极小点的Morse
函数特征值最大值，min [h (M ) ]为下降Morse复形

中与鞍点连接的极大点的 Morse函数特征值最小

值，l为脊（谷）线，i为脊（谷）线上的点。

（2）根据Morse-Smale复形上点的特征重要性

指标计算Morse-Smale复形的重要性，利用其点的

图 1 邻点比较法判定关键点。（a）极大点；（b）极小点；（c）鞍点

Fig. 1 Neighborhood comparison algorithm to determine critical points. (a) Peak; (b) pit; (c) saddle

图 2 Morse-Smale复形构建。（a）上升Morse复形；（b）下降Morse复形；（c）Morse-Smale复形

Fig. 2 Morse-Smale complex construction. (a) Rising Morse complex; (b) falling Morse complex; (c) Morse-Smale complex
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3 地表拓扑特征提取与简化

3. 1 特征提取

根据点云数据建立 Delaunay三角网格作为基

础数据结构，利用邻点比较法寻找关键点。本文

将高程数据作为Morse特征指标值进行标定，对任

意一点 P，比较 P与其周围邻点 Pi的Morse特征指

标值，当 P的特征值均大于 Pi的特征值，则判定为

极大点，如图 1（a）所示，当 P的特征值均小于 Pi的

特征值，则判定为极小值如图 1（b）所示，当 P点与

Pi对比值大小变化为 4，则判定为鞍点［25-26］，如图 1（c）
所示。并通过一定寻径路径，根据 Morse-Smale

复形的对偶性，寻找特征线构建 Morse-Smale复
形，采用基于边界提取算法，从鞍点出发，分别从

邻点特征值发生变化的双边方向，沿特征值最小

（大）梯度方向寻径，直到找到下一个极小（大）点

为止，因此每一个鞍点将对应一对极小点，其特征

线性描述构成上升 Morse单复形如图 2（a）所示，

同理，每一个鞍点将对应一对极大点，构成下降

Morse 单 复 形 如 图 2（b）所 示 。 根 据 分 段 线 性

Morse 理 论 对 偶 性 ，其 两 两 正 交 构 成 了 Morse-
Smale复形如图 2（c）所示，以不规则四面体对地

表形态进行分割，清晰准确地构建拓扑关系并进

行拓扑表达。

3. 2 拓扑简化

分段线性Morse理论下的特征提取在初次提取

完成时，特征点定性分析不够精确，地表形态存在

微小起伏，导致无法与主要特征进行区分，提取出

了一定数量的“伪特征”，造成地表形态过度剖分和

拓扑构建耗费大量次要及偏差点云数据的问题。

本文在经典“持续值”法的基础上，利用其计算

Morse-Smale复形标准持续值，对上升（下降）单元

上的所有点云数据的特征重要性指标进行二次定

义，从而对Morse-Smale复形特征重要性指标二次

定义。通过以“持续值”法一次定义嵌套标准持续

值二次定义的方式，对Morse-Smale复形的特征重

要性进行双重定义，在特征重要性分析上使其精细

化，定性指标更加稳定，能够更清晰地将次要特征

及错误特征与主要特征区分开，得到清晰简洁的地

形拓扑结构，其步骤如下：

（1）根据经典“持续值”法利用Morse特征指标

函数值计算上升（下降）Morse复形中的所有点云数

据特征重要性指标，

Fl( pl)=
ì
í
î

ïï

ïïïï

h ( )vi -max [ ]h ( )m ，i= 1，2，⋯，n

min [ ]h ( )M - h ( )vi ，i= 1，2，⋯，n
，（2）

式中，Fl为上升（下降）Morse复形中所有点与极小

（大）点之间的Morse特征函数值之差，max [h (m ) ]
为上升Morse复形中与鞍点连接的极小点的Morse
函数特征值最大值，min [h (M ) ]为下降Morse复形

中与鞍点连接的极大点的 Morse函数特征值最小

值，l为脊（谷）线，i为脊（谷）线上的点。

（2）根据Morse-Smale复形上点的特征重要性

指标计算Morse-Smale复形的重要性，利用其点的

图 1 邻点比较法判定关键点。（a）极大点；（b）极小点；（c）鞍点

Fig. 1 Neighborhood comparison algorithm to determine critical points. (a) Peak; (b) pit; (c) saddle

图 2 Morse-Smale复形构建。（a）上升Morse复形；（b）下降Morse复形；（c）Morse-Smale复形

Fig. 2 Morse-Smale complex construction. (a) Rising Morse complex; (b) falling Morse complex; (c) Morse-Smale complex
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特征重要性的均值作为Morse-Smale复形一次重要

性指标，再带入（2）式重新计算点的重要性指标。

Ll=
∑
1

n

Fl

n
， （3）

式中，Ll为Morse-Smale复形一次重要性指标，n为

上升（下降）Morse复形上的点总数，将该值带入（2）
式可表示为

F 'l( pl)=
ì
í
î

ïï

ïïïï

h ( )vi - Ll，i= 1，2，⋯，n

Ll- h ( )vi ，i= 1，2，⋯，n
， （4）

式中，F 'l 为上升（下降）Morse复形中所有点与脊

（谷）线一次重要性指标之差，l表示脊（谷）线。

（3）根据（4）式求其标准方差定义标准持续值，

再计算Morse-Smale复形二次重要性指标，可表示为

L 'l( pi)=
∑
1

n

é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

h ( )vi -
∑
1

n

F 'l

n

n
， （5）

式中，L 'l为二次重要性指标，n为上升（下降）Morse
复形上的点总数。

4 实验结果与分析

本 文 采 用 的 实 验 数 据 为 美 国 航 空 航 天 局

（NASA）和美国国家测绘局测量得到的航天飞机激

光雷达地形测绘数据，其为分辨率 90 m×90 m呈规

则 网 格 分 布 的 点 云 数 据 ，结 合 C++语 言 利 用

VS2015 平 台 验 证 该 算 法 。 该 数 据 点 云 总 数 为

14641个如图 3（a）所示，构建 Delaunay三角网格面

片，共计三角形数为 28905个，如图 3（b）所示。根据

特征提取算法得到初步特征提取成果如图 3（c）所

示，可以看到未经拓扑简化的点云数据描述出大量

“伪特征”，地表特征信息冗余，出现对地表过度剖

分现象，其微小凹陷与微小凸起也被视为山谷线与

山脊线，从表 1看出，点云缩减量为 5313，点云压缩

率为 36. 29%，剔除点云量较少，且点云压缩率偏

低。这是因为基于分段线性Morse理论，采用邻点

比较法对特征点进行判定，邻域内Morse指标函数

出现变化的特征点均进行了识别，限制了判定范

围，因此邻点比较法可以粗略地将差异较大的点进

行区分，但无法对差异较接近的特征点进行区分，

需要对其进一步进行拓扑简化。

利用所提出的新的特征重要性度量指标对地

形进行拓扑简化后的结果如图 4所示，其中图 4（a）
是下降 Morse复形，可以看出，经过拓扑简化后，

大量“伪特征”点被剔除，保留了清晰且简洁的下

图 3 特征提取结果图。（a）原始点云数据；（b）Delaunay三角网构建；（c）分段线性Morse特征提取

Fig. 3 Feature extraction result graph. (a) Raw point cloud data; (b) Delaunaytriangulationconstruction; (c) piecewise linear Morse
feature extraction

降 Morse复形，对山脊线进行了清晰表达，同理，

从图 4（b）中可以看出，大量“伪特征”点对被剔

除，同样保留了清晰地上升 Morse复形成功表达

地形山谷特征，将其两两正交与初始 Delaunay三
角网格拟合，得到 Morse-Smale复形如图 4（c）所

示，其中红色线为下降 Morse复形，描述山脊特

征，蓝色线为上升 Morse-Smale，描述山谷特征。

从图 4（c）中可以看出，整个地形的主要特征被极

少量的 Morse复形所构建的拓扑结构覆盖，完整

表达了地表特征的同时，大大缩减数据量。从表 1
可以看到，拓扑简化的点云压缩量为 5042，点云压

缩 率 达 到 70. 73%，拓 扑 简 化 效 果 明 显 。 从

图 4（d）的细节中可以看到，上升 Morse-Smale复
形与下降Morse-Smale复形分布独立，将山脊与山

谷清晰辨别且不存在交叉现象，拓扑简化效果良

好。拓扑简化过程中，直接利用Morse-Smale复形

作为简化单元，利用特征点的特征重要性指标描

述 Morse单复形的特征重要性指标，再进一步利

用 Morse-Smale复形的特征性重要性指标反述特

征点的重要性指标，得到一种新的特征重要性描

述指标。该指标间接将邻域扩大，有效弥补了邻

点比较法的不足，将周围特征细节规模放大，利用

更加精确的特征重要性指标平滑细小特征，放大

关键特征，在特征提取中出现的微小凹陷与微小

凸起被判定为次要特征和错误特征。最终利用较

少的数据量，对整个地形特征的主要拓扑信息进

行精确表达，原始点云数据在特征提取前后以及

拓扑简化后的数据量有直观明显的差异，且构建

了正确的拓扑结构，为后续点云数据的处理奠定

较好基础。

从特征提取和拓扑简化效果可以看出，分段线

性Morse理论可以将地形主要特征提出并进行清晰

表达，同时将经典持续值改进为标准持续值，成功

将大部分冗余特征数据（次要特征与错误特征）进

图 4 实验结果展示图。（a）下降Morse复形；（b）上升Morse复形；（c）Morse-Smale复形与三角网拟合；（d）Morse-Smale复形

局部细节图

Fig. 4 Diagram of Experimental results. (a) Falling Morse Complex; (b) rising Morse Complex; (c) Morse-Smale complex and
triangulation fitting; (d) partial details of Morse-Smale complex

表 1 点云压缩情况

Table 1 Point cloud compression
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降 Morse复形，对山脊线进行了清晰表达，同理，

从图 4（b）中可以看出，大量“伪特征”点对被剔

除，同样保留了清晰地上升 Morse复形成功表达

地形山谷特征，将其两两正交与初始 Delaunay三
角网格拟合，得到 Morse-Smale复形如图 4（c）所

示，其中红色线为下降 Morse复形，描述山脊特

征，蓝色线为上升 Morse-Smale，描述山谷特征。

从图 4（c）中可以看出，整个地形的主要特征被极

少量的 Morse复形所构建的拓扑结构覆盖，完整

表达了地表特征的同时，大大缩减数据量。从表 1
可以看到，拓扑简化的点云压缩量为 5042，点云压

缩 率 达 到 70. 73%，拓 扑 简 化 效 果 明 显 。 从

图 4（d）的细节中可以看到，上升 Morse-Smale复
形与下降Morse-Smale复形分布独立，将山脊与山

谷清晰辨别且不存在交叉现象，拓扑简化效果良

好。拓扑简化过程中，直接利用Morse-Smale复形

作为简化单元，利用特征点的特征重要性指标描

述 Morse单复形的特征重要性指标，再进一步利

用 Morse-Smale复形的特征性重要性指标反述特

征点的重要性指标，得到一种新的特征重要性描

述指标。该指标间接将邻域扩大，有效弥补了邻

点比较法的不足，将周围特征细节规模放大，利用

更加精确的特征重要性指标平滑细小特征，放大

关键特征，在特征提取中出现的微小凹陷与微小

凸起被判定为次要特征和错误特征。最终利用较

少的数据量，对整个地形特征的主要拓扑信息进

行精确表达，原始点云数据在特征提取前后以及

拓扑简化后的数据量有直观明显的差异，且构建

了正确的拓扑结构，为后续点云数据的处理奠定

较好基础。

从特征提取和拓扑简化效果可以看出，分段线

性Morse理论可以将地形主要特征提出并进行清晰

表达，同时将经典持续值改进为标准持续值，成功

将大部分冗余特征数据（次要特征与错误特征）进

图 4 实验结果展示图。（a）下降Morse复形；（b）上升Morse复形；（c）Morse-Smale复形与三角网拟合；（d）Morse-Smale复形

局部细节图

Fig. 4 Diagram of Experimental results. (a) Falling Morse Complex; (b) rising Morse Complex; (c) Morse-Smale complex and
triangulation fitting; (d) partial details of Morse-Smale complex

表 1 点云压缩情况

Table 1 Point cloud compression

Model
Original point clouds
Feature extraction

Topology simplification

Number of point clouds
14641
9328
4286

Point cloud compression

5313
5042

Point cloud compression ratio

36. 29%
70. 73%
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行剔除，能够用更加清晰简洁的特征线构建Morse-
Smale复形，保留主要山脊线与山谷线以此对地形

特征拓扑结构进行直接表达。

5 结 论

点云数据的特征提取与拓扑简化对地表形态

的研究起着至关重要的作用，针对地形特征提取不

完全，特征信息冗余以及难以进行拓扑简化的问

题，实现了分段线性Morse理论下的地表特征提取

与 简 化 。 首 先 利 用 分 段 线 性 Morse 理 论 提 取

Morse-Smale复形；其次利用“持续值”算法原理计

算特征点重要性指标；最后利用该指标描述Morse-
Smale复形重要性，进一步反算特征点标准持续值

重新定义Morse-Smale复形的特征重要性，得到一

种新的特征重要性评价指标，利用其完成拓扑简

化。最终克服了地形特征过度剖分的问题，提高了

地形多层次表达程度，缩减数据量的同时能够对山

脊线和山谷线进行清晰简洁的拓扑表达，为点云数

据的后续处理及应用奠定了良好基础。但该算法

面对复杂地形的提取和简化效果有待提高，今后将

展开进一步研究。
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