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一种基于二阶灵敏度矩阵的离轴望远镜装调法

刘柱 1，2，彭起 1，2*，任戈 1，2，向春生 1，2，谭玉凤 1，2
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摘要 如何检测光学元件的偏心和倾斜误差是离轴望远镜系统装调中的一个关键问题。针对这一问题，提出了一

种二阶灵敏度矩阵法。在偏心范围为（-3 mm，3 mm）和倾斜范围为（-3 mrad，3 mrad）时，绘制了 Zernike系数与失

调误差的关系曲线，该曲线与数据间的拟合优度都大于 0. 99，并求解出两个灵敏度矩阵，依据矩阵进行仿真实验，结

果表明，x，y轴的均方根值分别为 0. 0023 mm 和 0. 0043 mm，倾斜均方根值分别为 0. 0177 mrad和 0. 0031 mrad。
仿真实验验证，与传统的灵敏度矩阵法相比，该方法具有更高的精度。
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Second-Order Sensitivity Matrix Method for Aligning Off-Axis
Telescopes
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Abstract Detecting a decenter or tilt is a key problem in aligning an off-axis telescope system. Therefore, this
paper proposes a second-order sensitivity matrix method. When the ranges of decenter and tilt are from −3 mm to
3 mm and from − 3 mrad to 3 mrad, respectively, the relation curves between the Zernike coefficient and
misalignment are drawn. All their goodness of fit is larger than 0. 99. Based on these curves, two sensitivity
matrixes are solved and verified using simulation experiments. The results are as follows: The root mean squares
(RMSs) of the x-axis decenter and y-axis decenter are 0. 0023 mm and 0. 0043 mm, respectively, and the RMSs of
x-axis tilt and y-axis tilt are 0. 0177 mrad and 0. 0031 mrad, respectively. The simulation results show that this
method is more precise than the traditional sensitivity matrix method.
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1 引 言

轴对称光学系统可以通过检测干涉图进行快速

准确校准，但离轴光学系统由于离轴反射镜的存在，

破坏了系统的轴对称性，会在系统中引入了彗差。

另外，离轴光学系统对于镜片位置更加敏感，其装调
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精度更容易影响到系统的成像质量［1］。因此，离轴

光学系统比轴对称光学系统的装调要更困难［2］。

近年，由于天文领域对高性能离轴望远镜的需

求，装调对准技术也得到不断的发展［3］。目前主要

的装调技术有节点像差理论（NAT）法［4-6］、人工神

经网络（ANN）法［7-8］和灵敏度矩阵法［9-13］等。NAT
方法利用矢量来解释波像差（如彗差、像散和球

差），尤其是在恶劣条件下，NAT方法的计算精度更

高，但这种方法的推导过程非常复杂，通常是对像

差进行定性分析。随着人工智能的发展，ANN方法

被逐渐应用于装调领域［14-16］。ANN方法可以学习

和存储不同类型数据之间的非线性映射关系，经过

训练后，可以准确有效地计算预测值，但是，由于失

调误差的预测精度取决于 ANN中映射算法本身，

并且映射算法通常具有针对性，光学系统以及外界

环境的改变均会影响其预测精度，因而该方法暂时

未得到广泛使用。

灵敏度矩阵法由于其简单有效，在光学装调领

域中得到了广泛应用。该方法采用 Zernike多项

式［17-19］表征系统波前像差。假设波前像差与失调误

差之间存在线性关系，那么便可以认为 Zernike多项

式系数与失调量之间存在一个线性关系矩阵，通过

计算由失调误差和 Zernike多项式系数组成的超定

方 程 组 ，得 到 该 线 性 关 系 的 矩 阵 ，该 矩 阵 表 示

Zernike多项式系数对于单位失调误差变化量的敏

感程度。当失准范围较小时，该方法可以为失准状

态的逆估计带来较高的精度和收敛性［2］。

然而，2007年，Kim［20］发现当失调误差大于设计

公差时，Zernike多项式系数与波前像差之间的关系

是非线性的，这意味着在一些失调误差较大的情况

下，采用灵敏度矩阵法进行对准是不可行的。这是

因为当失调误差范围过大时，会破坏 Zernike多项式

系数与失调量之间的线性关系，从而导致精度不足

以满足光学系统的对准要求。为了解决这一问题，

我们提出了精度更高、检测范围更广的二阶灵敏度

矩阵法。二阶灵敏度矩阵法借助二次项矩阵来表征

失调误差与 Zernike系数之间的非线性关系，因而相

对于传统方法，它具有更高的精度和更广的适用性。

2 基本理论

2. 1 灵敏度矩阵法

由于 Zernike多项式的正交完备性，因此，单位

圆中的任何图像 f ( x，y )都可以通过以下公式［21］进

行唯一展开：

f ( x，y )=∑p= 0
∞ ∑q= 0

∞ ZpqVpq ( ρ，θ )， （1）

其中，p为阶数，取值通常为 0，1，2…；q为项数，取值

通常为 0，1，2…；ρ为极径；θ为极角；Z为 Zernike多
项式系数；V为 Zernike多项式的具体表达式。

光学系统的波前像差通常用幂级函数展开来

描述。如果将（1）式转换为极坐标，简化后得到：

f ( ρ，θ )= Z 1 + Z 2 ρ cos θ+ Z 3 ρ sin θ+ Z 4 ( 2ρ2 - 1 )+ Z 5 ρ2 cos 2θ+ Z 6 ρ2 sin 2θ+
Z 7 ( 3ρ2 - 2 ) ρ cos θ+ Z 8 ( 3ρ2 - 2 ) ρ sin θ+ Z9 ( 6ρ4 - 6ρ2 + 1 )+⋯， （2）

式中，Z 1~Z 9分别为活塞、y轴倾斜、x轴倾斜、离焦、

像散、90°像散、水平彗差、垂直彗差、球差情况下的

Zernike多项式系数。由于光学系统的成像质量主

要受低阶像差的影响，而 Zernike多项式的前三个系

数对系统像差没有影响，因此本文主要分析 Z 4~Z 9
对系统像差的影响。

在灵敏度矩阵法中，假定 Zernike多项式系数与

失调量之间存在线性关系。每一个 Zernike多项式

系数都可以由具有 Zernike灵敏度的不同失调参数

的线性组合得到，进而可得

ΔZ= A×ΔB ， （3）
式中，ΔZ为实测位置与理想位置的泽尼克系数之差

组成的矩阵，ΔB为失调误差矩阵（如偏心误差或倾

斜误差），A为 Zernike灵敏度矩阵。它们的矩阵形

式如下：

ΔZ= [ ]ΔZ 1 ⋯ ΔZm
T =

[ ]Z 1 ⋯ Zm
T - [ ]Z i

1 ⋯ Z i
m

T
，（4）
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ΔB= [ ]Δx1 ⋯ Δxn
T =

[ ]x1 ⋯ xn
T - [ ]xi1 ⋯ xin

T
， （6）

式中，Δx1是被测状态和理想状态之间的位置差（此

处指偏心和倾斜）。只要获得 ΔZ 和 ΔB 的相关数

据，就可以通过求解超定方程计算灵敏度矩阵 A。

按以下形式定义一个评价函数：

Φ ( ΔB )= ( A×ΔB-ΔZ) T× ( A×ΔB-ΔZ) 。（7）

当评价函数有极小值时，系统的像差较小，该方

程的求解便是有物理意义的，即找到一个合适的装调

位置使得系统的像差有极小值。所以（7）式可写为

∇Φ(ΔX )=∇ [ ( )A×ΔB-ΔZ T ( )A×ΔB-ΔZ ]=0，
（8）

ΔB= ( AT × A)-1 × AT × ΔZ 。 （9）
通过（9）式可得系统的失调量，可以依据装调

光学系统。然而，当误差范围大于设计公差时，失

调量与 Zernike系数是非线性的，这意味着 Zernike
系数不能再用一阶偏导数来处理，而是需要用高阶

偏导数来处理。

2. 2 二阶灵敏度矩阵法

如果误差范围较大，灵敏度矩阵的非线性将是

影响计算精度的主要因素。针对这一缺点，提出了

二阶灵敏度矩阵法。由泰勒公式可知，连续无穷可

导的函数可以写成不同阶导数的和的形式。基于

此，对灵敏度矩阵 A 中的矩阵元素进行了修正，让

Zernike系数对失调误差进行二阶求导数。所以（3）
式可写成

ΔZ= A ′s × ΔB+
1
2 A″×ΔB{ }2 + δ ( ΔZ )，（10）

ΔZ=[ Z 1⋯Zm ]T -[ Z i
1⋯Z i

m ]T， （11）
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ΔB=[ x 1⋯xn ]T -[ xi1⋯xin ]T ， （13）
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δ ( ΔZ )= A( n )

( n+ 1 )！
×ΔB{ n } ， （16）

其中，A ′s表示为矩阵A s内元素的一阶导；ΔB{ 2 }表示矩

阵内部元素平方得到一个规模不变的矩阵；n表示为

求导阶次项系数，其取值为 0，1，2…；m表示为求导阶

次项系数，其取值为 0，1，2…，在实际应用中可以求导

得到；I( n )表示 n阶的单位矩阵；δ ( ΔZ )表示高阶误差，

由于系统的三阶像差与失调误差的关系呈二次非线

性关系，所以 δ ( ΔZ )在实际中是可以省略的，不过对

于五阶及以上的高阶像差，则需要对 δΔZ做进一步的

取舍考虑；( δZm
δxn

)constant表示函数 Zm关于 xn的一阶导

函数中的常量项。ΔZ，ΔB可从光学设计软件中直接

得到，（10）式可以借助数值仿真软件用阻尼最小二乘

法来求解。在实际装调中，可以通过（13）式得到灵敏

度矩阵A′和A″，并结合波前传感器在不同视场角探测

的 Zernike系数来计算离轴光学系统的失调误差。

3 仿真实验

3. 1 光学系统结构

实验采用 Radiant公司的 ZEMAX®软件，建立

了离轴反射望远镜光学系统模型，具体参数如

表 1所示，其中光阑的离轴距离为 446 mm，光源

的波长为 550 nm。离轴光学系统的阴影模型如

图 1所示。

在离轴光学系统的对准过程中，由于主镜尺寸

较大，主镜的位置通常是固定不变的，通常是通过

调整次镜的空间位置来减小像差。通过模拟建立

了一个视场离轴的光学系统模型，该模型次镜是旋

转对称的，所以 z轴倾斜对系统像差影响不大；由于

z轴上的偏心量代表了光学系统的离焦量，容易对

准，因此在实验仿真中不考虑。因此，共有四种失

准（x轴偏心、x轴倾斜、y轴偏心和 y轴倾斜）需要校

准。通过仿真数据验证了二阶灵敏度矩阵法的正

确性。

表 1 离轴望远镜元件参数表

Table 1 Parameters of off-axis optical system
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当评价函数有极小值时，系统的像差较小，该方

程的求解便是有物理意义的，即找到一个合适的装调

位置使得系统的像差有极小值。所以（7）式可写为

∇Φ(ΔX )=∇ [ ( )A×ΔB-ΔZ T ( )A×ΔB-ΔZ ]=0，
（8）

ΔB= ( AT × A)-1 × AT × ΔZ 。 （9）
通过（9）式可得系统的失调量，可以依据装调

光学系统。然而，当误差范围大于设计公差时，失

调量与 Zernike系数是非线性的，这意味着 Zernike
系数不能再用一阶偏导数来处理，而是需要用高阶

偏导数来处理。

2. 2 二阶灵敏度矩阵法

如果误差范围较大，灵敏度矩阵的非线性将是

影响计算精度的主要因素。针对这一缺点，提出了

二阶灵敏度矩阵法。由泰勒公式可知，连续无穷可

导的函数可以写成不同阶导数的和的形式。基于

此，对灵敏度矩阵 A 中的矩阵元素进行了修正，让

Zernike系数对失调误差进行二阶求导数。所以（3）
式可写成

ΔZ= A ′s × ΔB+
1
2 A″×ΔB{ }2 + δ ( ΔZ )，（10）

ΔZ=[ Z 1⋯Zm ]T -[ Z i
1⋯Z i

m ]T， （11）
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δ ( ΔZ )= A( n )

( n+ 1 )！
×ΔB{ n } ， （16）

其中，A ′s表示为矩阵A s内元素的一阶导；ΔB{ 2 }表示矩

阵内部元素平方得到一个规模不变的矩阵；n表示为

求导阶次项系数，其取值为 0，1，2…；m表示为求导阶

次项系数，其取值为 0，1，2…，在实际应用中可以求导

得到；I( n )表示 n阶的单位矩阵；δ ( ΔZ )表示高阶误差，

由于系统的三阶像差与失调误差的关系呈二次非线

性关系，所以 δ ( ΔZ )在实际中是可以省略的，不过对

于五阶及以上的高阶像差，则需要对 δΔZ做进一步的

取舍考虑；( δZm
δxn

)constant表示函数 Zm关于 xn的一阶导

函数中的常量项。ΔZ，ΔB可从光学设计软件中直接

得到，（10）式可以借助数值仿真软件用阻尼最小二乘

法来求解。在实际装调中，可以通过（13）式得到灵敏

度矩阵A′和A″，并结合波前传感器在不同视场角探测

的 Zernike系数来计算离轴光学系统的失调误差。

3 仿真实验

3. 1 光学系统结构

实验采用 Radiant公司的 ZEMAX®软件，建立

了离轴反射望远镜光学系统模型，具体参数如

表 1所示，其中光阑的离轴距离为 446 mm，光源

的波长为 550 nm。离轴光学系统的阴影模型如

图 1所示。

在离轴光学系统的对准过程中，由于主镜尺寸

较大，主镜的位置通常是固定不变的，通常是通过

调整次镜的空间位置来减小像差。通过模拟建立

了一个视场离轴的光学系统模型，该模型次镜是旋

转对称的，所以 z轴倾斜对系统像差影响不大；由于

z轴上的偏心量代表了光学系统的离焦量，容易对

准，因此在实验仿真中不考虑。因此，共有四种失

准（x轴偏心、x轴倾斜、y轴偏心和 y轴倾斜）需要校

准。通过仿真数据验证了二阶灵敏度矩阵法的正

确性。

表 1 离轴望远镜元件参数表

Table 1 Parameters of off-axis optical system

Item

Aperture
Primary mirror
Secondary mirror

Radius /
mm
∞

-2668. 8
-336. 1

Semi-
diameter /mm

316
800
120

Thickness /
mm
1500

-1166. 35
1200

Conic

0
-1
-1
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3. 2 仿真结果

对离轴光学系统的结构进行建模后，通过改变

不同的失调量可以得到相应的 Zernike系数，绘制了

Zernike系数和失调量之间的关系曲线，如图 2所

示。可以看到，图 2（a）中的 Z8、Z4曲线，图 2（b）中的

Z7、Z6曲线，图 2（c）的 Z7、Z4曲线，图 2（d）中的 Z8、Z6
曲线变化比较明显，说明当失调范围很小时，其他

的 Zernike系数小到可以忽略不计，而以受影响较显

著的 Zernike系数代替。但是，当失调范围较大时，

Zernike系数和失调量之间的关系并非都是线性的。

为了进一步验证这一说法，展开上述分析的图 2中
受影响较大的曲线，如图 3。

为了验证曲线的正确性，计算了图 3中曲线的

拟合优度，如表 2所示。拟合优度越接近 1，曲线的

可信度越高，因此可以用图 3中曲线来计算失调和

Zernike系数之间的关系函数。从图 3（a）可以看出，

Z4和 Z8两者间的数值的数量级一样，因此，忽略 Z4
是不准确的，特别是在实际工程应用中，图 3（b）、

图 3（c）、图 3（d）的也有类似情况。但是，当 x轴偏

心足够大时，Z4甚至比 Z8大，这就是为什么传统的

灵敏度矩阵法不适用于失调量大的系统。为了验

证文中方法的可行性，将对数据进行更深入的处

理，通过失准量和相应的 Zernike系数，得到传统灵

敏度矩阵和新灵敏度矩阵 ，并比较两种矩阵的

差异。

由于某些 Zernike系数（图 2（a）中的 Z1，Z2，Z3，

Z5，Z6，Z7）比最大的两个系数（图 2（a）中的 Z4和 Z8）

小两个数量级以上，所以在接下来的分析中可以选

择忽略极小的那些 Zernike系数。在这种情况下，得

到了离轴望远镜对准的传统灵敏度矩阵和采用二

阶灵敏度矩阵法的新方法矩阵。为了避免彗差零

点效应，测量了 0°，0. 7°，1°不同视场下的波前像差。

图 1 离轴光学系统的阴影模型

Fig. 1 Shaded model of off-axis optical system

图 2 Zernike系数与不同失调量关系曲线。（a）x轴离轴误差；（b）x轴倾斜误差；（c）y轴离轴误差；（d）y轴倾斜误差

Fig. 2 Relationship curve between Zernike coefficients and different misalignments. (a) X-axis decenter error; (b) x-axis tilt error;
(c) y-axis decenter error; (d) y-axis tilt error
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图 3 图 2中受影响较大的曲线展开图。（a）Z4，Z8与 x轴离轴误差关系曲线图；（b）Z4，Z7与 y轴离轴误差关系曲线图；（c）Z6，
Z7与 x轴倾斜误差关系曲线图；（d）Z6，Z8与 y轴倾斜误差关系曲线图

Fig. 3 Fig. 2 expanded graph of the curve affected greatly. (a) Relationship curve between Z4, Z8 and x-axis decenter;
(b) relationship curve between Z4, Z7 and y-axis decenter; (c) relationship curve between Z6, Z7 and x-axis tilt;

(d) relationship curve between Z6, Z8 and y-axis tilt

表 2 曲线拟合优度

Table 2 Goodness of curve fitting

Item

Goodness of fit

Fig. 3（a）
Z4

0. 998
Z8

0. 997

Fig. 3（b）
Z6

0. 993
Z7

0. 996

Fig. 3（c）
Z4

0. 997
Z7

0. 997

Fig. 3（d）
Z6

0. 994
Z8

0. 995
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用传统方法和新方法分别计算了 61组不同视场下

的不同错位数据，并随机选取 5组计算结果。其中

传统方法计算结果和真实值的对比结果如表 3，新
方法与真实值的对比结果如表 4。

从表 3可以看出，当失调误差绝对值逐渐减小

时，灵敏度矩阵法的计算值越来越接近实际值。由

于 Zernike系数与失调误差呈线性关系，灵敏度矩阵

法的估计误差随失调扰动的增大而增大［22-23］，因此，

传统的灵敏度矩阵法在误差较小时是有效的，但

是，当 x轴离轴、x轴倾斜、y轴离轴、y轴倾斜这四种

失调量误差较大时，精度会有所影响。从表 4可以

看出，新方法的精度很高，且不受大偏差的影响。

与表 3相比，二阶灵敏度矩阵法在误差相同的情况

下，精度优于传统方法。为了更直观地显示它们精

度的差异，求解了均方根值，如表 5所示。

由表 5可知，传统方法的均方根误差值均高于

新方法，说明二阶灵敏度矩阵法比传统的灵敏度矩

阵法具有更高的精度。原因是，当系统失调量较大

时，失调量与 Zernike系数之间的关系是非线性的，

传统的灵敏度矩阵法不再适用于计算失调量。为

了研究新方法是否适用于大偏差情况，增加了两种

方法对大偏差的计算结果，随机选取三组数据如

表 6所示，可知，当失调量变大时，传统方法的误差

较大，无法忽略。但是，新方法的误差仍然较小。

因此，二阶灵敏度矩阵法比灵敏度矩阵法具有更广

泛的应用范围。

表 3 真实值与传统方法计算值的差别

Table 3 Difference between actual value and calculate value by traditional method

Group No.

1

2

3

4

5

XADE /mm

AV

3. 0

2. 8

1. 6

-0. 7

0. 2

CV

3. 6633

3. 3278

1. 2468

-0. 4704

0. 3017

YADE /mm

AV

-2. 9

1. 7

1. 3

-0. 8

0. 3

CV

-3. 4042

1. 3406

0. 8823

-0. 5457

0. 3214

XATE /mrad

AV

3. 0

2. 3

-1. 6

1. 1

-0. 5

CV

3. 6613

2. 2692

-1. 2389

0. 7456

-0. 378

YATE /mrad

AV

2. 7

2. 1

1. 4

0. 8

0. 4

CV

3. 0248

1. 9371

1. 0186

0. 5263

0. 3478

注：表格中的 XADE为 x-axis decenter error缩写；YADE为 y-axis decenter error缩写；XATE为 x-axis tilt error缩写；YATE
为 y-axis tilt error缩写；AV为 actual value的缩写；CV为 calculate value的缩写

表 4 真实值与新方法计算值的差别

Table 4 Difference between actual value and calculate value by new method

Group No.

1

2

3

4

5

XADE /mm

AV

3. 0

2. 8

1. 6

-0. 7

0. 2

CV

2. 9999

2. 7998

1. 5997

-0. 6998

0. 2003

YADE /mm

AV

-2. 9

1. 7

1. 3

-0. 8

0. 3

CV

-2. 8974

1. 6962

1. 2922

-0. 7972

0. 3011

XATE /mrad

AV

3. 0

2. 3

-1. 6

1. 1

-0. 5

CV

3. 0072

2. 2974

-1. 6013

1. 0617

-0. 5067

YATE /mrad

AV

2. 7

2. 1

1. 4

0. 8

0. 4

CV

2. 7007

2. 0968

1. 3966

0. 7997

0. 4052

注：表格中的 XADE为 x-axis decenter error缩写；YADE为 y-axis decenter error缩写；XATE为 x-axis tilt error缩写；YATE
为 y-axis tilt error缩写；AV为 actual value的缩写；CV为 calculate value的缩写

表 5 两种方法的精度对比

Table 5 Comparison of accuracy between two methods

Method
Traditional method
New method

X-axis decenter error /mm
0. 4258
0. 0023

Y-axis decenter error /mm
0. 353
0. 0043

X-axis tilt error /mrad
0. 3766
0. 0177

Y-axis tilt error /mrad
0. 2665
0. 0031

4 总 结

提出了一种二阶灵敏度矩阵法来表征离轴光

学系统中装调误差与 Zernike多项式系数的映射关

系。该方法在传统线性灵敏度矩阵的基础上添加

了 Zernike系数与失调误差的二阶非线性矩阵，不仅

提高了精度，而且增加了适用范围。首先从理论出

发，推导了基于二阶灵敏度矩阵法的失调误差求解

公式；然后以一个离轴两反式望远镜为例，分别用

传统灵敏度矩阵和二阶灵敏度矩阵进行了失调误

差的求解，在相同的失调误差范围下，二阶灵敏度

矩阵法具有更高的精度；最后逐渐增加系统失调误

差，发现在传统灵敏度矩阵法的求解精度已经完全

不够的情况下，二阶灵敏度依旧有一个可以接受的

精度，因而证明了二阶灵敏度矩阵法相比于传统灵

敏度矩阵法具有更宽的适用范围。
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学系统中装调误差与 Zernike多项式系数的映射关

系。该方法在传统线性灵敏度矩阵的基础上添加

了 Zernike系数与失调误差的二阶非线性矩阵，不仅

提高了精度，而且增加了适用范围。首先从理论出

发，推导了基于二阶灵敏度矩阵法的失调误差求解

公式；然后以一个离轴两反式望远镜为例，分别用

传统灵敏度矩阵和二阶灵敏度矩阵进行了失调误

差的求解，在相同的失调误差范围下，二阶灵敏度

矩阵法具有更高的精度；最后逐渐增加系统失调误

差，发现在传统灵敏度矩阵法的求解精度已经完全

不够的情况下，二阶灵敏度依旧有一个可以接受的

精度，因而证明了二阶灵敏度矩阵法相比于传统灵

敏度矩阵法具有更宽的适用范围。
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Table 6 Accuracy difference between traditional method and new method

Type of misalignment

X-axis decenter error /mm

Y-axis decenter error /mm

X-axis tilt error /mrad

Y-axis tilt error /mrad

Group No.

1
2
3
1
2
3
1
2
3
1
2
3

Actual value

4. 0
5. 0
6. 0
3. 7

-5. 2
6. 3

-3. 8
4. 7
5. 6
3. 0
4. 4

-6. 1

Traditional method
Calculate value

6. 3012
9. 6860
13. 8255
5. 5684

-10. 0917
15. 9132
-5. 7484
8. 6559
12. 304
3. 6701
7. 6610

-14. 7609

Error
2. 3012
4. 686
7. 8255
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9. 6132
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Error
0. 0038
0. 0051
0. 007
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-0. 0823
-0. 0838
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0. 0305
0. 0801
0. 0029
0. 0329

-0. 1079
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