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分段线性Morse理论支持下的三维点云
拓扑特征提取与简化

韦永昱，张春亢*，邵小美，吉雨田，尹耀
贵州大学矿业学院，贵州 贵阳 550025

摘要 针对目前基于Morse理论的三维点云拓扑特征提取算法难以删除“伪特征”点，简化后存在噪声特征线的问题，提

出了一种基于分段线性Morse理论的三维点云特征提取与简化算法。首先计算函数指标，对特征点进行提取，以各特征

点为顶点所包含的三角形为一个集合，计算该集合中两两相邻的三角形法向量的点积，将其最大值作为该点权重，并设

置合适的阈值去除“伪特征”点；其次通过特征点生成特征线，完成下降Morse复形的构建；最后选择特征线上不同点的函

数指标值，分别计算持续值和考虑特征线实际留存价值的保留系数，两者结合对原有“持续值”法进行改进，得到新的特

征线重要性度量指标，并基于该指标实现对三维点云拓扑特征的简化与表达。结果表明，相较其他算法，所提特征提取

算法显著减少了“伪特征”点提取，使下降Morse复形构建的时间效率提高了 70. 37%，点云压缩率提高了 22. 48%。新的

特征线重要性度量方法能获取更简洁、连续且结构完整的特征线，且特征提取与简化过程表现出较强的抗噪性。
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Extraction and Simplification of three-dimensional Point Cloud
Topological Features Using Piecewise Linear Morse Theory

Wei Yongyu, Zhang Chunkang*, Shao Xiaomei, Ji Yutian, Yin Yao
College of Mining, Guizhou University, Guiyang 550025, Guizhou, China

Abstract In this paper, we proposed a feature extraction and simplification algorithm for three-dimensional (3D) point
cloud based on piecewise linear Morse theory to solve problems in difficultly deleting pseudo feature points, and generating
noise characteristic lines after simplification of existing 3D point cloud topological feature extraction algorithms based on
Morse theory. First, we calculated the function index to extract the feature points. Regarding the triangles comprising
each feature points as a collection, we calculated the dot product of the normal vectors of two adjacent triangles in the
collection. Herein, the dot product maximum was considered the weight of the point, and the appropriate threshold was
set to remove the pseudo feature points. Second, feature lines were produced by connecting feature points to complete the
construction of descending Morse complex. Finally, the persistence and the retention index considering the actual retention
value of the feature lines were calculated, respectively, by choosing the function index value of different points on the
feature lines. With both indexes, the origin persistence method can be improved to attain a new feature line measurement
index and the simplification and expression of 3D point cloud topological feature can be accomplished. The results show
that, compared with other algorithms, the proposed feature extraction algorithm significantly reduces pseudo feature
points. Furthermore, the time efficiency of the proposed algorithm for constructing the descending Morse complex
increases by 70. 37%, and the point cloud compression rate increases 22. 48%. Additionally, the new importance
measurement method for feature lines attains more concise, continuous, and structural complete feature lines, and the
feature extraction and simplification processes show strong anti-noise performance.
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1 引 言

随着三维激光扫描技术的飞速发展，点云数据的

处理受到广泛的关注，其中三维点云特征的描述与提

取是点云数据处理中最基础也是最关键的一部分［1］。

与现有的模型特征提取方法比较，Morse理论有更严

谨的数学理论基础，保证了模型拓扑特征提取算法的

鲁棒性，基于其提取的模型拓扑特征具有严格的完整

性和一致性。经典Morse理论广泛应用于医学影像分

析［2］、地表分析［3］、空间热点分析［4］等科学问题。但经

典Morse理论对流形表面的连续性有一定要求，难以

将 其 用 于 离 散 数 据 的 研 究 与 应 用 中 。 为 此 ，

Banchoff［5-6］提出了分段线性Morse理论，该理论有效

弥补经典Morse理论的空间连续性带来的不足，为拓

扑数据的同源性分析提供了理论支撑［7］。

目前已有学者将Morse理论用于对三维点云模型

的拓扑特征精确提取、表达和建模。如文献［8］基于

Morse理论对离散梯度进行扩展，多尺度地判定一点

是否为特征点，但表面过于粗糙的模型会提取出过多

的特征点。文献［9］在连续框架下不需要经过简化的

步骤就可以得到较精准的特征点，但特征点提取阶段

涉及方程组的阶数较高。然而基于Morse理论的拓扑

特征提取与简化是一种非常耗时的拓扑模型构建理论

与算法［10］，不必要甚至错误的特征即“伪特征”点的提

取与简化消耗了大量不必要时间。提取特征点后，文

献［11］构建了三维模型的Morse-Smale（MS）复形，并

以“持续值”为显著度度量指标，通过“同态收缩算

法［12］”完成简化。文献［13-14］先提取MS复形，并分别

以“关键线持续值”和线的显著度度量指标完成简化。

这两种度量算法是基于MS复形对偶性的，在对具有

微观度量指标的三维点云提取MS复形时，提取的特

征线会存在噪声。文献［15］基于Morse理论相关算法

过滤鞍点，实现“伪特征”点的删除和过度特征保护，但

提出的利用特征线重要性度量方法进行简化后的模型

存在少量噪声特征线。而模型简化的目的在于简化点

云冗余数据或噪声的同时保留模型的几何特征［16］。

针对现有特征提取算法存在对“伪特征”点的提取

问题，本文对特征点进行权重计算并设置合适阈值得

到精确特征点。针对目前模型简化存在的噪声特征线

的问题，在考虑特征线实际留存价值的基础上，对“持

续值”法进行改进，重新定义了特征线的重要性度量指

标，并基于其实现拓扑特征简化与多层次表达。

2 特征点的提取与权重计算

2. 1 指标函数计算与特征点判别

三角网格表达的三维空间表面模型在进行特征识

别与提取时，法向量和曲率是描述平面几何特征的关

键［17］，但法向量的计算更简单高效［18］。如图 1所示，将

网格中各顶点 Pi的单位法向量与 Pi的所有相邻点的单

位法向量夹角的平均值作为判别特征点所需的显著性

度量指标，称指标函数，计算公式为

h ( P i )=
∑
j= 1

k

θij

k
， （1）

式中：k为以 Pi为顶点的三角形数；θij为顶点 Pi与其邻

点的法向量夹角。

θij计算步骤如下。

1）计算三角网格模型中每一个三角面片的权重，

公式为

Wij=
1

 g ij- P i

， （2）

式中：g ij为第 j个三角形的重心坐标。

2）计算顶点 Pi的单位法向量的公式为

n i=
∑
j= 1

k

Wij ⋅ n ij







 





∑

j= 1

k

Wij ⋅ n ij
。 （3）

3）记 两 个 向 量 分 别 为 n i= ( xi，yi，zi)，n j=

( xj，yj，zj)，则两点之间的法向量夹角 θij为

θij= arccos
xi ⋅ xj+ yi ⋅ yj+ zi ⋅ zj

x2i + y 2i + z2i ⋅ x2j + y 2j + z2j
。 （4）

设函数 f（x，y）是定义在二维光滑流形M上的二

阶可微函数，函数 f的梯度为

∇f= ( )∂f
∂x，

∂f
∂y 。 （5）

对于一点 P，若式（5）中的两个分量均为零，则点 P
称为 f的特征点，特征点可分为极小点、鞍点和极大点

3种基本类型，否则该点称为正则点［9］。目前，基于分

段线性Morse理论提取点云模型中特征点的方法主要

有：基于三角网的邻点比较法［19-20］、基于规则网格的邻

点比较法［21-22］和曲面拟合法［23］。其中基于三角网的邻

点比较法简单，是目前提取特征点较为常用的方法，故

图 1 指标函数计算

Fig. 1 Computation of index function

采用基于三角网格的相邻比较法。

2. 2 特征点的权重计算

以分段线性Morse理论为基础对特征点初次提取

时，由于算法的敏感性和点云的非规则分布特性，提取

出一定数量的“伪特征”点。在构建Morse复形前，对

特征点进行权重计算，通过设置阈值挑选出精确特征

点来反映模型的主要特征并保留轮廓结构。

权重值反映某一特征点的权重，设定权重范围

Wij∈［0，1］，通常将位于边界和角等特征变化明显区

域的特征点保留，即赋予较大的权重；光滑或平坦区域

中的特征点删除，即赋予较小的权重。此外，由于边界

是保持模型轮廓的重要保证，对于边界顶点，权重应为

最大值。如图 2所示，对于三维网格中的每个顶点 Pi，

周围有一组把该点包围的三角形 TS ={t0，t1，…，tk}，
即 TS中所有的三角形都包含顶点 Pi。假设两个三角

形 ti和 tj是相邻的，定义其权重为

Wij=
1- dot ( n i，n j )

2 ， （6）

式中：n i和 n j分别为三角形 ti和 tj的归一化法向量。顶

点 Pi的权重表示为

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

W=max{ }Wij

i≠ j

i，j∈ ( )0，k
。 （7）

3 拓扑简化

3. 1 拓扑简化原理

按起始于鞍点、终止于极值点的寻径算法将特征

点连接为特征线，尽管已对特征点进行权重计算并设

置阈值挑选了精确的特征点，但冗余或次要的特征仍

然会形成对模型过度剖分现象，故需剔除模型的噪声

或次要特征，提取出主要的特征。目前常用的同态收

缩算法如图 3所示，该方法是基于MS对偶性提出的，

先计算特征线的重要性，依次删除重要性最小的特征

线实现对复形的简化。极小点 m1和 m2分别与鞍点构

成不同的特征点对，M1和M2是与鞍点 S相连的两个极

大点。极小点m1与鞍点 S是符合“持续值”最小的特征

点对，简化过程中将其删除的同时删除 S-M1和 S-M2两

条上升路径，并对 S-m1和 S-m2两条下降路径进行收缩

合并。因此极小点 m2也承接了极小点 m1原本的连接

路径，形成了新的拓扑结构，保证了模型简化的拓扑一

致性和完整性。

3. 2 特征线重要性度量

文献［13］中的衡量特征线重要性的方法称为“特

征线持续值”法，公式为

F ( P i' )=
ì
í
î

ïïïï

ïïïï

h ( )P i' -max [ ]h ( )m ，

min [ ]h ( )M - h ( )P i' ，
i'= 1，2，…，n，（8）

式中：max [h (m) ]为上升Morse复形中与鞍点连接的

极小点的函数指标值的最大值；min [h (M ) ]为下降

Morse复形中与鞍点连接的极大点的函数指标值的最

小值；F ( P i' )为下降（上升）Morse复形中所有点与极大

（小）点之间的函数指标值之差。

在三维点云模型中，以法矢变化量为显著性度

量指标时，模型表面的平坦区域顶点之间的法矢夹

角趋于 0，可知与鞍点连接的两个极小点的函数指标

值均接近 0。文献［15］对基于 Morse理论的三维点

云拓扑特征的对偶性进行了研究，证明了三维点云

上升 Morse复形提取的无意义性。故本文仅提取三

维模型表面的极大点和鞍点，构建与实际模型相符

的下降Morse复形，并计算每条特征线上所有点的函

数指标值的均值作为该条特征线的持续值（PV），公

式为

图 2 特征点的权重计算

Fig. 2 Weight computation of feature points

图 3 同态收缩简化方法。（a）简化前；（b）简化后

Fig. 3 Homomorphic shrinkage algorithm. (a) Before simplification; (b) after simplification
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采用基于三角网格的相邻比较法。

2. 2 特征点的权重计算

以分段线性Morse理论为基础对特征点初次提取

时，由于算法的敏感性和点云的非规则分布特性，提取

出一定数量的“伪特征”点。在构建Morse复形前，对

特征点进行权重计算，通过设置阈值挑选出精确特征

点来反映模型的主要特征并保留轮廓结构。

权重值反映某一特征点的权重，设定权重范围

Wij∈［0，1］，通常将位于边界和角等特征变化明显区

域的特征点保留，即赋予较大的权重；光滑或平坦区域

中的特征点删除，即赋予较小的权重。此外，由于边界

是保持模型轮廓的重要保证，对于边界顶点，权重应为

最大值。如图 2所示，对于三维网格中的每个顶点 Pi，

周围有一组把该点包围的三角形 TS ={t0，t1，…，tk}，
即 TS中所有的三角形都包含顶点 Pi。假设两个三角

形 ti和 tj是相邻的，定义其权重为

Wij=
1- dot ( n i，n j )

2 ， （6）

式中：n i和 n j分别为三角形 ti和 tj的归一化法向量。顶

点 Pi的权重表示为

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

W=max{ }Wij

i≠ j

i，j∈ ( )0，k
。 （7）

3 拓扑简化

3. 1 拓扑简化原理

按起始于鞍点、终止于极值点的寻径算法将特征

点连接为特征线，尽管已对特征点进行权重计算并设

置阈值挑选了精确的特征点，但冗余或次要的特征仍

然会形成对模型过度剖分现象，故需剔除模型的噪声

或次要特征，提取出主要的特征。目前常用的同态收

缩算法如图 3所示，该方法是基于MS对偶性提出的，

先计算特征线的重要性，依次删除重要性最小的特征

线实现对复形的简化。极小点 m1和 m2分别与鞍点构

成不同的特征点对，M1和M2是与鞍点 S相连的两个极

大点。极小点m1与鞍点 S是符合“持续值”最小的特征

点对，简化过程中将其删除的同时删除 S-M1和 S-M2两

条上升路径，并对 S-m1和 S-m2两条下降路径进行收缩

合并。因此极小点 m2也承接了极小点 m1原本的连接

路径，形成了新的拓扑结构，保证了模型简化的拓扑一

致性和完整性。

3. 2 特征线重要性度量

文献［13］中的衡量特征线重要性的方法称为“特

征线持续值”法，公式为

F ( P i' )=
ì
í
î

ïïïï

ïïïï

h ( )P i' -max [ ]h ( )m ，

min [ ]h ( )M - h ( )P i' ，
i'= 1，2，…，n，（8）

式中：max [h (m) ]为上升Morse复形中与鞍点连接的

极小点的函数指标值的最大值；min [h (M ) ]为下降

Morse复形中与鞍点连接的极大点的函数指标值的最

小值；F ( P i' )为下降（上升）Morse复形中所有点与极大

（小）点之间的函数指标值之差。

在三维点云模型中，以法矢变化量为显著性度

量指标时，模型表面的平坦区域顶点之间的法矢夹

角趋于 0，可知与鞍点连接的两个极小点的函数指标

值均接近 0。文献［15］对基于 Morse理论的三维点

云拓扑特征的对偶性进行了研究，证明了三维点云

上升 Morse复形提取的无意义性。故本文仅提取三

维模型表面的极大点和鞍点，构建与实际模型相符

的下降Morse复形，并计算每条特征线上所有点的函

数指标值的均值作为该条特征线的持续值（PV），公

式为

图 2 特征点的权重计算

Fig. 2 Weight computation of feature points

图 3 同态收缩简化方法。（a）简化前；（b）简化后

Fig. 3 Homomorphic shrinkage algorithm. (a) Before simplification; (b) after simplification
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V P =
∑
1

n

h ( )P i'

n
， （9）

式中：h (P i')为点 P i'的指标函数；n为特征线上所有点

的点数。

仅使用持续值进行特征线的重要性评价时，会导

致一定的片面性，如图 4所示，在实际情况中，会存在

一条特征线 L1的持续值大于 L2，但在实际的三维模型

中 L2的保留价值可能会更高。故本文构建保留系数

（PE）用于判断特征线的实际留存价值，PE越大代表

保留的价值越高，公式为

EP =
[ ]h ( )M 1 - h ( )S [ ]h ( )M 2 - h ( )S

[ ]h ( )S - h ( )m 1 [ ]h ( )S - h ( )m 2

。 （10）

设置特征线权重值 λ，对特征线的持续值与保留

系数进行结合，重新定义特征线的重要性度量指标，公

式为

XT = λV P + (1- λ) EP。 （11）
本文三维点云拓扑特征提取与简化算法的具体步

骤如图 5所示。

4 实验分析

在 3. 33 GHz Corel i7处理器、16G内存的电脑上

实现算法。实验数据为 kerolamp和 helix模型，helix模
型结构相对较为单一，kerolamp模型细节稍丰富。两组

模型的原始点云模型如图 6所示，构建的 Delaunay三
角网面片如图 7所示。为提高特征提取率，根据式（7）
计算各点权重值W，kerolamp模型和 helix模型鞍点输

出阈值均为 0. 2，helix模型极大点输出阈值为 0. 3。接

着构建下降Morse拓扑模型，如图 8所示。并在相同

的软硬件环境上对文献［24］的算法进行了复现，分别

提取两个模型的下降复形，结果如图 9所示。

由图 8和图 9可知，文献［24］中的方法构建的

kerolamp模型的下降Morse复形部分特征线呈锯齿状

且模型手柄处的特征线出现断裂，helix模型特征冗余

信息较多。这是由于文献［24］中的方法在识别有效

特征时，受大量“伪特征”点干扰，主要特征点被遗漏

或错判。所提算法在构建下降Morse复形前，通过设

图 4 保留系数示意图

Fig. 4 Schematic of retention index

图 5 所提算法流程

Fig. 5 Flow chart of the proposed algorithm

置合适的阈值对特征点进行精确提取，大量“伪特征”

点被剔除，使得冗余特征线明显减少，同时得到比较

完整的模型轮廓线，以此特征线构建的下降Morse复
形可以实现对模型表面的分割。表 1为两种算法对

kerolamp模型构建下降Morse复形时所需特征点和运

行时间的统计对比。从特征点的压缩效果分析可知：

与文献［24］中的方法相比，所提算法的点云压缩率提

高了 22. 48个百分点，有效删除了“伪特性”点且完整

清晰地保留了主要特征。从时间角度分析可知：与文

献［24］中的方法相比，所提算法在运行效率上提高了

70. 37%，若对海量点云数据进行运算能够节省大量

的运行时间。

为获取模型的主要特征，基于式（9）和式（10）分别

计算特征线持续值和保留系数，并利用推导的特征线

重要性度量方法，设定不同的阈值对复形进行简化，逐

步剔除噪声或次要特征线及其所对应的“伪特征”点。

从图 10（a）和图 11（a）可知，两个模型的提取结果都存

在部分噪声和次要特征线。从图 10（c）和图 11（c）可

知，简化阈值设置过大，导致从两个模型提取的特征线

存在断裂且不完整。从图 10（b）和图 11（b）可知，从两

个模型分别得到简洁、连续且结构完整的特征线。这

些特征线能构成整个模型的最佳轮廓特征，并能精确

表达整个模型特征的主要拓扑信息，保持了拓扑特征

的完整性与一致性。

为了进一步分析算法的抗噪性能，通过Maltab软
件给点云模型 1加入不同强度的高斯白噪声，所加入

的噪声强度分别为 10 dB，20 dB，50 dB。从图 12可以

看出：加入噪声为 10 dB和 20 dB时，与原始点云中提

取的特征线相比，所提算法提取出的特征线出现细小

的毛刺，但仍较完整地识别出了点云模型特征线；当

加入噪声为 50 dB时，某些边缘特征点缺失，导致特征

线出现部分断裂，但所提算法仍能提取出大部分主要

特征线，基本保留了原始模型的几何特征和轮廓外

貌。因此，实验结果表明，所提算法针对含有不同程

度噪声的模型都可以得到良好的提取效果，具有较强

的抗噪性。

图 6 原始数据。（a）kerolamp模型；（b）helix模型

Fig. 6 Raw data. (a) kerolamp model; (b) helix model

图 7 Delaunay三角网构建。（a）kerolamp模型；（b）helix模型

Fig. 7 Delaunay triangulation construction. (a) kerolamp model;
(b) helix model

图 8 所提算法提取的分段线性Morse下降复形。

（a）kerolamp模型；（b）helix模型

Fig. 8 Piecewise linear falling Morse complex extracted by the
proposed algorithm. (a) kerolamp model; (b) helix model

图 9 文献［24］中的方法提取的分段线性Morse下降复形。

（a）kerolamp模型；（b）helix模型

Fig. 9 Piecewise linear falling Morse complex extracted by the
method in Ref. [24]. (a) kerolamp model; (b) helix model

表 1 不同提取方法对 kerolamp模型的对比

Table 1 Comparison of different methods for kerolamp model
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点被剔除，使得冗余特征线明显减少，同时得到比较

完整的模型轮廓线，以此特征线构建的下降Morse复
形可以实现对模型表面的分割。表 1为两种算法对

kerolamp模型构建下降Morse复形时所需特征点和运

行时间的统计对比。从特征点的压缩效果分析可知：

与文献［24］中的方法相比，所提算法的点云压缩率提

高了 22. 48个百分点，有效删除了“伪特性”点且完整

清晰地保留了主要特征。从时间角度分析可知：与文

献［24］中的方法相比，所提算法在运行效率上提高了

70. 37%，若对海量点云数据进行运算能够节省大量

的运行时间。

为获取模型的主要特征，基于式（9）和式（10）分别

计算特征线持续值和保留系数，并利用推导的特征线

重要性度量方法，设定不同的阈值对复形进行简化，逐

步剔除噪声或次要特征线及其所对应的“伪特征”点。

从图 10（a）和图 11（a）可知，两个模型的提取结果都存

在部分噪声和次要特征线。从图 10（c）和图 11（c）可

知，简化阈值设置过大，导致从两个模型提取的特征线

存在断裂且不完整。从图 10（b）和图 11（b）可知，从两

个模型分别得到简洁、连续且结构完整的特征线。这

些特征线能构成整个模型的最佳轮廓特征，并能精确

表达整个模型特征的主要拓扑信息，保持了拓扑特征

的完整性与一致性。

为了进一步分析算法的抗噪性能，通过Maltab软
件给点云模型 1加入不同强度的高斯白噪声，所加入

的噪声强度分别为 10 dB，20 dB，50 dB。从图 12可以

看出：加入噪声为 10 dB和 20 dB时，与原始点云中提

取的特征线相比，所提算法提取出的特征线出现细小

的毛刺，但仍较完整地识别出了点云模型特征线；当

加入噪声为 50 dB时，某些边缘特征点缺失，导致特征

线出现部分断裂，但所提算法仍能提取出大部分主要

特征线，基本保留了原始模型的几何特征和轮廓外

貌。因此，实验结果表明，所提算法针对含有不同程

度噪声的模型都可以得到良好的提取效果，具有较强

的抗噪性。

图 6 原始数据。（a）kerolamp模型；（b）helix模型

Fig. 6 Raw data. (a) kerolamp model; (b) helix model

图 7 Delaunay三角网构建。（a）kerolamp模型；（b）helix模型

Fig. 7 Delaunay triangulation construction. (a) kerolamp model;
(b) helix model

图 8 所提算法提取的分段线性Morse下降复形。

（a）kerolamp模型；（b）helix模型

Fig. 8 Piecewise linear falling Morse complex extracted by the
proposed algorithm. (a) kerolamp model; (b) helix model

图 9 文献［24］中的方法提取的分段线性Morse下降复形。

（a）kerolamp模型；（b）helix模型

Fig. 9 Piecewise linear falling Morse complex extracted by the
method in Ref. [24]. (a) kerolamp model; (b) helix model

表 1 不同提取方法对 kerolamp模型的对比

Table 1 Comparison of different methods for kerolamp model

Method
Proposed method
Method in Ref.［24］

1068
1405

Number of extracted features Runing time /s
0. 8
2. 7

Point cloud compression ratio /%
28. 75
6. 27



1828005-6

研究论文 第 59 卷 第 18 期/2022 年 9 月/激光与光电子学进展

5 结 论

基于Morse理论提取的特征能够实现对三维点云

模型表面的完全分割，且特征具有拓扑完整性与一致

性，是对大规模科学数据进行分析与可视化的强大工

具。提出了一种基于分段线性Morse理论的三维点云

特征提取与简化算法，通过对特征点进行权重计算并

设置合适的阈值，实现对特征点的精确筛选，有效减少

了“伪特征”点，显著提高了对拓扑特征线的构建效率。

通过对保留系数和持续值进行结合，得到新特征线重

要性度量方法，并基于此实现对三维点云模型拓扑特

征的简化处理，获取了模型连续完整的主要特征，且特

征提取与简化算法表现出了较强的抗噪性。
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