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一种基于局部单应性的投影仪精确标定方法
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摘要 在条纹投影轮廓术中，投影仪标定作为系统标定的重要组成部分，其标定精度是保证系统测量精度的关键。但投

影仪不能直接捕捉图像，无法直接建立目标点与对应投影仪像素点之间的关系，标定过程复杂且精度不高。针对这一问

题，分析了投影仪标定的影响因素，提出了一种基于局部单应性矩阵的投影仪标定新方法。首先，通过实验确定局部区

域的最佳尺寸；然后，计算圆心所在区域的局部单应性矩阵，完成投影仪坐标的映射；最后，采用相机标定方法完成投影

仪的标定。实验结果表明，该方法减小了圆心偏差和相位误差对投影仪标定精度的影响，并基于局部线性化的思想，建

立了相机图像坐标到投影仪图像坐标的亚像素级映射，提高了投影仪标定的精度。
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Abstract In fringe projection profilometry, projector calibration is an important part of system calibration. Accurate
projector calibration is key to ensuring the accuracy of three-dimensional shape measurements. The profilometry projector
cannot capture the image directly. Thus, obtaining the correspondence between pixels and object points is difficult, which
makes projector calibration complex with low precision. To address this problem, we analyzed the factors that influence
projector calibration and presented a new projector calibration method based on local homography matrix. First, we
conducted experiments to determine the optimum size of the local area. Then, we calculated the local homography matrix of
the area where the center of the circle is located and completed the mapping of the projector's coordinates. Finally, we used
the camera calibration method to calibrate the projector. Experimental results show that this method reduces the influence of
center deviation and phase error on the calibration accuracy of the projector. Based on the idea of local linearization, the
subpixel mapping of camera image coordinates to projector image coordinates is established, and the accuracy of projector
calibration is improved.
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1 引 言

随着高性能光源和成像设备的发展，基于光学的

三维测量技术在机械工程、生物医学、工业检测和逆向

工程等领域得到了广泛的研究和应用［1-4］。在众多的

光学三维测量方法中，采用相位编码的条纹投影轮廓

术（FPP）因具有点密度高、测量精度高、速度快、成本

低等优点，成为了结构光投影法中最具代表性的方法，

许多学者对该方法进行了深入的研究［5-7］。

目前的 FPP主要采用数字光栅投影技术，该系统

主要部件包括相机、DLP投影仪和计算机。测量过程

中，由数字光处理（DLP）投影仪将计算机生成的编码

图案投影至被测物体表面，并由相机同步采集。利用

采集的图像计算出物体表面的相位信息，即可根据预

先标定获得的相机和投影仪的系统参数恢复出物体的

三维信息。由系统测量原理可知，系统标定，即投影仪

和相机参数的获得，是整个测量系统的关键，投影仪标

定作为系统标定的重要组成部分，其标定精度将直接

影响系统测量的精度。与双目立体视觉不同［8］，投影

仪不能像相机一样直接捕捉图像，无法直接建立目标

物体在投影仪图像和对应空间位置之间的关系，使其

标定难度和复杂度增加。

目前的投影仪标定技术可大致分为两类：第一类

方法需借助相机有关参数完成投影仪的标定。Falcão
等［9］和 Lu等［10］使用棋盘格图案作为标靶，并根据相机

标定结果完成投影仪的标定。Anwar［11］保持相机固定

不动，求得相机和标靶平面的单应性矩阵后，利用投影

仪向参考平面投影的棋盘格图案，计算棋盘格角点的

世界坐标，完成投影仪的标定。棋盘格角点坐标的提

取精度较低，并且拍摄角度对角点提取的影响很大［12］。

因此，Yang等［13］将参考平面投影标记点定位精度更高

的圆形图案作为标靶，并增加一个相机，使用双目立体

视觉获得圆心的世界坐标，提高投影仪标定的精度。

该类方法对相机的依赖性较强，在投影仪标定过程中

均会产生误差的扩散，使得投影仪标定精度不高。

另一类方法不依赖相机标定的参数，仅需借助相

机采集的图像，利用标记点处的相位信息计算对应的

投影仪图像坐标，完成投影仪参数的标定。 Zhang
等［14］提出了投影仪“拍摄”照片的理念，通过相位信息

计算标记点对应的投影仪图像坐标，生成了虚拟的投

影仪图像。李中伟等［15］、冀红彬等［16］进一步利用不同

的相位误差补偿方法，对标定过程中光栅非正弦化引

起的相位误差进行了补偿，提高了投影仪标定精度。

上述方法在计算投影仪坐标时，提取的标记点相

机坐标为亚像素级，但计算其对应的投影仪坐标时，利

用的相位信息为亚像素标记点所在整数像素对应的绝

对相位值，因此，上述方法是基于像素到像素（P2P）的

映射，限制了投影仪标定的精度。针对此问题，Xing
等［17］使用有理函数模型拟合整个标靶平面的绝对相位

图，将标记点的亚像素级相机坐标代入有理函数模型

中，获得该点的拟合相位，完成投影仪坐标的亚像素级

映射。但该方法无法避免镜头畸变引起的相位误差，

需对镜头畸变进行校正，过程复杂。Huang等［18］提出

了一种基于相位辅助的亚像素级映射方法，首先提取

标靶图像的圆形边缘像素，将其映射至投影仪图像中，

然后使用最小二乘拟合法计算标记点的亚像素级投影

仪坐标，提高了投影仪的标定精度。但圆形目标的投

影存在偏心误差［19］，因此该方法存在理论上的缺陷。

Zhang等［20］根据射影变换中的交比不变性，利用距圆

心最近的 4个整数像素，完成了投影仪坐标的亚像素

级映射。但是，利用 4个整数像素点建立的映射关系，

由于点数过少而不一定准确，影响投影仪标定精度。

本文利用同心圆靶标，提出了一种基于局部单应

性矩阵的投影仪标定方法。首先，利用交比不变性对

圆形标靶存在的偏心误差进行了校正，并利用双四步

相移法对光栅图像非正弦化引起的相位误差进行了补

偿；然后，基于局部线性化的思想，计算局部区域之间

的单应性矩阵，完成圆心的亚像素级映射。为了确定

本实验系统局部区域的最佳尺寸，研究了局部区域大

小对投影仪标定精度的影响。本文方法操作简单，所

需投影图像少，并且不依赖于相机标定结果，避免了误

差的扩散，可完成投影仪的精确标定。

2 标定原理

2. 1 投影仪标定模型

投影仪的光学结构和相机的光学结构相似，可以

看作是逆向的相机，因此投影仪模型也可以用针孔模

型以及镜头畸变模型来表示。理想情况下 FPP的系

统模型如图 1所示。若设标靶的标记点坐标为 Mw=

[ Xw，Yw，Zw ] T，该点在相机图像上的对应坐标为 m c=

M
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图 1 理想针孔模型

Fig. 1 Ideal pinhole model

[ u c，v c ] T，在投影仪图像上的对应坐标为m p= [ up，vp ] T，
用齐次坐标分别表示为 M͂w = [ Xw，Yw，Zw，1] T，m͂ c =

[ u c，v c，1] T，m͂ p = [ up，vp，1] T，则投影仪图像像素点 m͂ p

和空间点三维坐标 M͂w的映射关系可以表示为

sm͂ p =
é
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ê

ê
ê
êê
ê

ê
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úfu 0 up0
0 fv vp0
0 0 1

[R Τ ] M͂w， （1）

式中：s为任意比例因子；fu和fv分别为以投影仪像素的

宽度和高度为单位测量的焦距；(up0，vp0)表示投影仪

主点坐标；R为投影仪坐标系到世界坐标系的正交旋

转矩阵；T为平移向量。

式（1）是在不考虑外界影响理想情况下的针孔模

型的数学表达式，但实际情况中，相机和投影仪镜头存

在畸变。本文主要考虑镜头的径向和切向畸变，理想

的投影仪坐标 m p = [ up，vp ] T 和畸变的投影仪坐标

m ′p = [ u′p，v′p ] T的关系可表示为

ì
í
î

ïï

ïïïï

x′= ( )1+ k1 r 2 + k2 r 4 x+ 2p1 xy+ p2( )r 2 + 2x2

y′= ( )1+ k1 r 2 + k2 r 4 y+ p1 ( )r 2 + 2y 2 + 2p2 xy
，（2）

式 中 ：x= ( )up - up0 fu、y= ( )vp - vp0 fv 和 x′=

( )u′p - up0 fu、y′= ( )v′p - vp0 fv分别为理想情况下和实

际情况下以物理单位度量（mm）的投影仪成像平面坐

标系的坐标；r= x2+ y 2 为像素点到光心的径向距

离；k1、k2和 p1、p2分别为投影仪镜头的径向和切向畸变

系数。因此，投影仪的标定模型可用式（1）、（2）表示。

2. 2 P2P映射方法

P2P映射方法中，一般利用标记点所在整数像素

单元对应的绝对相位值，直接完成标记点投影仪坐标

的映射。利用四步相移算法计算投影条纹图像的相位

分布时，所生成的投影条纹图像的灰度分布可表示为

Ii(uc，vc)= I ′(uc，vc)+ I ″(uc，vc) cos[φ (uc，vc)+δi ]，（3）
式中：I ′(u c，v c)为图像的平均灰度；I ″(u c，v c)为调制强

度；φ (u c，v c)为其相位主值；δi= π ( )i- 1 2为移相量。

使用四步相移时 i= 1，2，3，4，其相位主值可表示为

φ (u c，v c)=-arctan
∑
i= 1

4

Ii( )u c，v c sin δi

∑
i= 1

4

Ii( )u c，v c cos δi
。 （4）

但因相机和投影仪的非线性响应、目标物体表面

调制等影响，实际采集到的光栅条纹 I ci (u c，v c)非正弦

化，计算出的相位主值存在误差，实际相位主值应为

φ′(u c，v c)。标记点在投影仪图像上的坐标可由下式

求出，

up =
Φv

2π Tu，vp =
Φu

2π Tv， （5）

式中：Φu和Φv分别为标记点在水平绝对相位图和垂直

绝对相位图中的相位值；Tu和Tv分别为所投影条纹图

像中两个方向上的单个条纹宽度（以像素为单位）。

2. 3 投影仪标定误差因素分析

基于 P2P映射方法标定投影仪时，首先利用拍摄的

图像，计算标记点相机坐标和标靶平面的绝对相位图，

然后利用标记点所在整数像素单元的相位值由式（5）直

接计算对应的投影仪坐标，最后根据相机标定方法完

成对投影仪的标定。由投影仪标定过程可知，标记点

定位的精确度和相位计算的准确度，是保证投影仪标

定精度的基础，而投影仪坐标的映射精度和标定算法

将直接影响投影仪标定的精度。

1）圆心偏差的影响

相比于棋盘格，圆形标靶的标记点的定位精度更

高，并且在提取圆心相位信息时，不受黑色区域的影

响，相位解算准确，在高精度测量中应用广泛［19］。但圆

形经过投影变换后所成椭圆的中心，并非空间圆圆心

在图像中的真实投影点，即存在一定的圆心偏差，降低

了圆心的定位精度。若直接利用椭圆中心计算投影仪

坐标，则会使误差进一步累积，影响投影仪标定的

精度。

2）相位误差的影响

在系统测量的过程中，相机和投影仪的非线性响

应是系统相位计算误差的主要来源。而相位信息是投

影仪坐标计算的基础，相位误差的存在，使得依据相位

计算的投影仪坐标存在偏差，影响投影仪标定的精度。

3）坐标映射算法的影响

P2P映射方法在计算投影仪坐标时，直接利用标

记点所在整数像素单元对应的绝对相位值计算标记点

对应的投影仪坐标，其映射过程为像素级的映射。因

此，所提取相位信息与实际标记点处的相位值存在偏

差，使得投影仪坐标不能准确获得。若能建立相机坐

标和投影仪坐标之间的亚像素级映射，则可使投影仪

标定精度大大提高。因此，坐标映射算法也是影响投

影仪标定的关键因素之一。

根据以上分析可知，影响投影仪标定精度的因素

主要有：圆心偏差、相位误差和坐标映射算法，本文在

P2P映射方法的基础上，对这些影响因素分别进行了

研究。当采用计算出的投影仪坐标标定投影仪时，一

般使用相机标定算法对投影仪进行标定。目前相机标

定算法已很成熟，Matlab集成工具箱的标定算法完全

能够满足系统测量精度的要求，因此本文也不再对此

部分进行研究。

3 标定方法

3. 1 圆心偏差校正

圆形目标的几何特征明显，容易识别，且定位精度

高，在光学三维测量中应用广泛。但空间中的圆形目

标经投影变换后，在相机成像平面的投影一般为椭圆，
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[ u c，v c ] T，在投影仪图像上的对应坐标为m p= [ up，vp ] T，
用齐次坐标分别表示为 M͂w = [ Xw，Yw，Zw，1] T，m͂ c =

[ u c，v c，1] T，m͂ p = [ up，vp，1] T，则投影仪图像像素点 m͂ p

和空间点三维坐标 M͂w的映射关系可以表示为
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[R Τ ] M͂w， （1）

式中：s为任意比例因子；fu和fv分别为以投影仪像素的

宽度和高度为单位测量的焦距；(up0，vp0)表示投影仪

主点坐标；R为投影仪坐标系到世界坐标系的正交旋

转矩阵；T为平移向量。

式（1）是在不考虑外界影响理想情况下的针孔模

型的数学表达式，但实际情况中，相机和投影仪镜头存

在畸变。本文主要考虑镜头的径向和切向畸变，理想

的投影仪坐标 m p = [ up，vp ] T 和畸变的投影仪坐标

m ′p = [ u′p，v′p ] T的关系可表示为

ì
í
î

ïï

ïïïï

x′= ( )1+ k1 r 2 + k2 r 4 x+ 2p1 xy+ p2( )r 2 + 2x2

y′= ( )1+ k1 r 2 + k2 r 4 y+ p1 ( )r 2 + 2y 2 + 2p2 xy
，（2）

式 中 ：x= ( )up - up0 fu、y= ( )vp - vp0 fv 和 x′=

( )u′p - up0 fu、y′= ( )v′p - vp0 fv分别为理想情况下和实

际情况下以物理单位度量（mm）的投影仪成像平面坐

标系的坐标；r= x2+ y 2 为像素点到光心的径向距

离；k1、k2和 p1、p2分别为投影仪镜头的径向和切向畸变

系数。因此，投影仪的标定模型可用式（1）、（2）表示。

2. 2 P2P映射方法

P2P映射方法中，一般利用标记点所在整数像素

单元对应的绝对相位值，直接完成标记点投影仪坐标

的映射。利用四步相移算法计算投影条纹图像的相位

分布时，所生成的投影条纹图像的灰度分布可表示为

Ii(uc，vc)= I ′(uc，vc)+ I ″(uc，vc) cos[φ (uc，vc)+δi ]，（3）
式中：I ′(u c，v c)为图像的平均灰度；I ″(u c，v c)为调制强

度；φ (u c，v c)为其相位主值；δi= π ( )i- 1 2为移相量。

使用四步相移时 i= 1，2，3，4，其相位主值可表示为

φ (u c，v c)=-arctan
∑
i= 1

4

Ii( )u c，v c sin δi

∑
i= 1

4

Ii( )u c，v c cos δi
。 （4）

但因相机和投影仪的非线性响应、目标物体表面

调制等影响，实际采集到的光栅条纹 I ci (u c，v c)非正弦

化，计算出的相位主值存在误差，实际相位主值应为

φ′(u c，v c)。标记点在投影仪图像上的坐标可由下式

求出，

up =
Φv

2π Tu，vp =
Φu

2π Tv， （5）

式中：Φu和Φv分别为标记点在水平绝对相位图和垂直

绝对相位图中的相位值；Tu和Tv分别为所投影条纹图

像中两个方向上的单个条纹宽度（以像素为单位）。

2. 3 投影仪标定误差因素分析

基于 P2P映射方法标定投影仪时，首先利用拍摄的

图像，计算标记点相机坐标和标靶平面的绝对相位图，

然后利用标记点所在整数像素单元的相位值由式（5）直

接计算对应的投影仪坐标，最后根据相机标定方法完

成对投影仪的标定。由投影仪标定过程可知，标记点

定位的精确度和相位计算的准确度，是保证投影仪标

定精度的基础，而投影仪坐标的映射精度和标定算法

将直接影响投影仪标定的精度。

1）圆心偏差的影响

相比于棋盘格，圆形标靶的标记点的定位精度更

高，并且在提取圆心相位信息时，不受黑色区域的影

响，相位解算准确，在高精度测量中应用广泛［19］。但圆

形经过投影变换后所成椭圆的中心，并非空间圆圆心

在图像中的真实投影点，即存在一定的圆心偏差，降低

了圆心的定位精度。若直接利用椭圆中心计算投影仪

坐标，则会使误差进一步累积，影响投影仪标定的

精度。

2）相位误差的影响

在系统测量的过程中，相机和投影仪的非线性响

应是系统相位计算误差的主要来源。而相位信息是投

影仪坐标计算的基础，相位误差的存在，使得依据相位

计算的投影仪坐标存在偏差，影响投影仪标定的精度。

3）坐标映射算法的影响

P2P映射方法在计算投影仪坐标时，直接利用标

记点所在整数像素单元对应的绝对相位值计算标记点

对应的投影仪坐标，其映射过程为像素级的映射。因

此，所提取相位信息与实际标记点处的相位值存在偏

差，使得投影仪坐标不能准确获得。若能建立相机坐

标和投影仪坐标之间的亚像素级映射，则可使投影仪

标定精度大大提高。因此，坐标映射算法也是影响投

影仪标定的关键因素之一。

根据以上分析可知，影响投影仪标定精度的因素

主要有：圆心偏差、相位误差和坐标映射算法，本文在

P2P映射方法的基础上，对这些影响因素分别进行了

研究。当采用计算出的投影仪坐标标定投影仪时，一

般使用相机标定算法对投影仪进行标定。目前相机标

定算法已很成熟，Matlab集成工具箱的标定算法完全

能够满足系统测量精度的要求，因此本文也不再对此

部分进行研究。

3 标定方法

3. 1 圆心偏差校正

圆形目标的几何特征明显，容易识别，且定位精度

高，在光学三维测量中应用广泛。但空间中的圆形目

标经投影变换后，在相机成像平面的投影一般为椭圆，
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如图 2所示，其中 π1为圆形所在空间物体平面，其圆心

为 P，π2为相机成像平面，圆形经投影变换后在该平面

上为一椭圆，该椭圆拟合的中心点为 P″，而圆心 P在相

机成像平面的投影点实际为 P ′，因此圆心的投影点与

投影椭圆拟合的中心点并不重合，即存在偏心误差。

空间中的同心圆经投影变换后，在相机图像中所

成的外椭圆中心与内椭圆中心位于同一条直线上，且

该直线经过空间中同心圆在相机图像中的真实投影

点［21］。因此，根据由一个大圆和一个小圆组成的同心

圆，基于射影变换中直线的交比不变性，可有效校正圆

形目标存在的圆心偏差。设空间有一同心圆，外圆半

径为R b，内圆半径为R s，其在相机成像平面所成椭圆如

图 3所示，其中 O为同心圆圆心的实际投影点，O 1为外

椭圆拟合中心，O 2为内椭圆拟合中心，将两个圆心连成

一条直线，该直线经过点O，计算直线O 1O 2与两个椭圆

的四个交点A，B，C，D的坐标，根据交比不变，即：

CR (O，C；A，B)= CR (C，D；B，O)= R b

R s
：
R b + R s

2 × R s
。

（6）
求得 O点坐标，即完成了圆心偏差的校正，并将其

作为空间同心圆圆心的真实投影点，用于后续实验。

3. 2 双四步相移补偿相位误差

由 2. 2节可知，实际相位值与理想相位值之间存

在误差，标准四步相移算法所产生的相位误差可近似

表示为

Δφ 1 (u c，v c)≈-c sin [ 4φ (u c，v c) ]， （7）
式中：c为一常量。由式（7）可知，四步相移法的相位误

差近似于一个正弦函数，有一定的规律性。若每幅光

栅图像的相移量均增加 π 4，即使用初始相位 ∂= π 4
的四步相移算法，则其理想相位为 [φ (u c，v c)+ π 4 ]，
相位误差为

Δφ 2(u c，v c)≈-c sin é
ë
êêêê4φ (u c，v c)+ 4× π

4
ù
û
úúúú=

c sin [ 4φ (u c，v c) ]。 （8）
由式（7）、（8）可知，若在使用一组初始相位为 0的

四步相移图像的基础上，增加一组初始相位为 π 4的
四步相移图像，则对相位主值进行叠加可使相位误差

相互抵消。设两组相移图像的实际相位主值分别为

φ′1 (u c，v c)和 φ′2(u c，v c)，叠加公式可表示为

φ (u c，v c)=
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

[ ]φ′2( )u c，v c + φ′1 ( )u c，v c - ∂ 2

[ ]φ′2( )u c，v c + φ′1 ( )u c，v c + 2π- ∂ 2
，

，

φ′2( )u c，v c > φ′1 ( )u c，v c

φ′2( )u c，v c < φ′1 ( )u c，v c
。 （9）

利用双四步相移法对相位误差进行补偿时，采用

先叠加后展开的方法。由式（4）计算的相位主值折叠

在［0，2π］内，需要对其进行解包裹运算，以得到连续

的绝对相位值，利用双四步相移法求取绝对相位值的

流程图如图 4所示。研究发现，单周期条纹在保证投

影仪标定精度的同时，大大减少了所需投影图像的数

量，简化了相位解算过程，缩短了图像处理的时间［16］，

因此本文使用单周期双四步条纹图像进行标定实验。

3. 3 基于局部单应性矩阵的映射算法

为了建立圆心相机图像坐标和投影仪图像坐标之

间精确的映射关系，提高投影仪标定的精度，本文提出

了一种基于局部单应性矩阵完成投影仪坐标的亚像素

级映射的方法。

由 FPP的系统模型和投影仪图像的成像过程可

知，如果忽略相机和投影仪的镜头畸变，投影仪图像和

相机图像可看作同一标靶的射影变换，那么可以建立

标靶上圆心对应的相机图像坐标 m͂ c与投影仪图像坐

P′

P′′

P

Oc

Xc

Zc π2

π1

Yc

图 2 透视投影变换

Fig. 2 Perspective projection transformation

A

B

O

C

D

O1

O2

图 3 相机成像平面的同心圆

Fig. 3 Concentric circles in the camera image plane

标 m͂ p之间的映射关系为

m͂ p = Hm͂ c =
é

ë

ê

ê
êê
ê
ê ù

û

ú

úú
ú
ú

úh11 h12 h13
h21 h22 h23
h31 h32 h33

m͂ c， （10）

式中：H即为点 m͂ c和 m͂ p之间的单应性矩阵且 h33 = 1，
每组对应点可得到关于 H的两个方程，因此计算 H至

少需要相机图像和投影仪图像之间的 4组对应点。仅

使用 4组点计算的单应性矩阵，并不一定能准确反映

标记点相机图像与投影仪图像之间的映射关系，理论

上对应点对数越多，所求单应性矩阵越准确。

实际情况中，相机和投影仪镜头畸变的存在，使得

摄像机图像与投影仪图像之间不满足简单的线性关

系。但是，如果区域足够小，相机和投影仪的镜头畸变

可被局部忽略。因此，可认为标记点所在相机图像的

局部区域是投影仪图像中对应局部区域的投影变换，

从而计算出两个局部区域之间的单应性矩阵，利用该

矩阵完成标记点由相机图像坐标到投影仪图像坐标的

亚像素级映射。

本文通过最小化配准误差，利用 quasi-newton算
法计算每个圆心所在局部区域的单应性矩阵。以 m͂ c

为中心提取其附近的 N×N个整数像素，记为 p i，i=
1，2，…，N× N，其中N为求取单应性矩阵时所利用局

部区域的尺寸。利用式（5）计算该点集内像素点对应

的投影仪坐标，记为 qi，i= 1，2，…，N× N。通过使以

下目标函数有局部最小值得到最终的单应性矩阵：

H= arg min
H
∑
∀p
 q- Ĥp

2
。 （11）

最后，根据 H 和式（10）直接求得 m͂ p，即完成了圆

心相机图像坐标到投影仪图像坐标的亚像素级映射。

以某一圆心且 N=11时为例，投影仪坐标的整个

映射过程如图 5所示。最左侧为圆心及以圆心为中心

的 11×11个整数像素单元在相机图像中的示意图；中

间图像为圆心所在局部区域的放大，其中“＋”处为标靶

圆心的相机图像坐标，整数像素集 pi，i= 1，2，…，N×
N，由图中“∙∙”组成，经式（5）求得像素集 pi在投影仪图像

中的坐标 qi，i= 1，2，…，N× N，如最右侧图像中“ ∙∙”所
示，利用 pi和 qi计算 11 pixel×11 pixel区域内的局部单

应性矩阵H后，即可完成 m͂ c到投影仪坐标 m͂ p的亚像素

级映射，如最右侧图像“＋”处所示。重复该方法，直到

将所有的圆心都映射至投影仪图像中。

相比于使用一个全局单应性矩阵将所有圆心映射

至投影仪图像中，本文所提方法基于局部线性化的思

想，利用每个圆心所在局部区域的单应性矩阵，完成每

个圆心投影仪坐标的亚像素级映射，可将相机和投影

仪的镜头畸变局部忽略，更加符合成像规律。已知圆

心在投影仪图像中的坐标后，即可利用相机标定方法

完成对投影仪的标定。

3. 4 投影仪标定步骤

本文方法投影仪坐标计算过程如图 6所示。首

先，将标靶固定在相机和投影仪的共同视场内，放置标

start

stop

  

       

project a set of four-step
phase shift horizontal
fringe images with an
initial phase of 0 and

collect

project another set of
four-step phase shift

horizontal fringe images
with an initial phase of

π/4 and collect

extract wrapped phase  φ1 extract wrapped phase  φ2

use formula (9) to super im pose
to obtain the compensated

phase value φ

phase unwrapped to absolute
phase Φ

图 4 双四步相移法流程图

Fig. 4 Flow chart of double four step phase shift

图 5 投影仪坐标映射过程

Fig. 5 Projector coordinate mapping process
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标 m͂ p之间的映射关系为
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m͂ c， （10）

式中：H即为点 m͂ c和 m͂ p之间的单应性矩阵且 h33 = 1，
每组对应点可得到关于 H的两个方程，因此计算 H至

少需要相机图像和投影仪图像之间的 4组对应点。仅

使用 4组点计算的单应性矩阵，并不一定能准确反映

标记点相机图像与投影仪图像之间的映射关系，理论

上对应点对数越多，所求单应性矩阵越准确。

实际情况中，相机和投影仪镜头畸变的存在，使得

摄像机图像与投影仪图像之间不满足简单的线性关

系。但是，如果区域足够小，相机和投影仪的镜头畸变

可被局部忽略。因此，可认为标记点所在相机图像的

局部区域是投影仪图像中对应局部区域的投影变换，

从而计算出两个局部区域之间的单应性矩阵，利用该

矩阵完成标记点由相机图像坐标到投影仪图像坐标的

亚像素级映射。

本文通过最小化配准误差，利用 quasi-newton算
法计算每个圆心所在局部区域的单应性矩阵。以 m͂ c

为中心提取其附近的 N×N个整数像素，记为 p i，i=
1，2，…，N× N，其中N为求取单应性矩阵时所利用局

部区域的尺寸。利用式（5）计算该点集内像素点对应

的投影仪坐标，记为 qi，i= 1，2，…，N× N。通过使以

下目标函数有局部最小值得到最终的单应性矩阵：

H= arg min
H
∑
∀p
 q- Ĥp

2
。 （11）

最后，根据 H 和式（10）直接求得 m͂ p，即完成了圆

心相机图像坐标到投影仪图像坐标的亚像素级映射。

以某一圆心且 N=11时为例，投影仪坐标的整个

映射过程如图 5所示。最左侧为圆心及以圆心为中心

的 11×11个整数像素单元在相机图像中的示意图；中

间图像为圆心所在局部区域的放大，其中“＋”处为标靶

圆心的相机图像坐标，整数像素集 pi，i= 1，2，…，N×
N，由图中“∙∙”组成，经式（5）求得像素集 pi在投影仪图像

中的坐标 qi，i= 1，2，…，N× N，如最右侧图像中“ ∙∙”所
示，利用 pi和 qi计算 11 pixel×11 pixel区域内的局部单

应性矩阵H后，即可完成 m͂ c到投影仪坐标 m͂ p的亚像素

级映射，如最右侧图像“＋”处所示。重复该方法，直到

将所有的圆心都映射至投影仪图像中。

相比于使用一个全局单应性矩阵将所有圆心映射

至投影仪图像中，本文所提方法基于局部线性化的思

想，利用每个圆心所在局部区域的单应性矩阵，完成每

个圆心投影仪坐标的亚像素级映射，可将相机和投影

仪的镜头畸变局部忽略，更加符合成像规律。已知圆

心在投影仪图像中的坐标后，即可利用相机标定方法

完成对投影仪的标定。

3. 4 投影仪标定步骤

本文方法投影仪坐标计算过程如图 6所示。首

先，将标靶固定在相机和投影仪的共同视场内，放置标
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靶时，需保证投影仪的投影图像能完全覆盖标靶，并保

证相机能采集到完整的标靶图像；然后，采集标靶图像

和对应的双四步条纹图像，并根据所提算法计算当前

位姿下标记点的相机图像坐标和其对应的绝对相位

值；最后，基于局部单应性完成投影仪坐标的亚像素级

映射，获得用于标定的投影仪虚拟图像。将标靶放置

在不同的位置和方向，重复上述步骤，至少获取三个不

同位姿下的投影仪虚拟图像，即可完成投影仪的标定。

4 实验结果与分析

为验证本文所提算法在投影仪标定过程中的实际

效果，在实验室搭建如图 7（a）所示的投影仪标定系统，

标定系统主要由分辨率为 800 pixel×600 pixel的DLP投

影 仪（EPSON CH-TW610），分 辨 率 为 1280 pixel×
1024 pixel的相机（GUPPY PRO GPF 201C IPC）和一

块 9×11的同心圆标靶［图 7（b）］组成。

本文使用单周期双四步条纹图像进行标定实

验。标定过程中，将标靶变换 10个不同的位置和方

向，使用单周期双四步条纹图像进行实验时，每个位

姿仅需拍摄一张标靶图像和 16张条纹图像（8张垂

直条纹图案和 8张水平条纹图案），共需采集 170张
图像，与使用多周期条纹的标定方法相比，每个位姿

减少了 8张投影图像，并且对相位误差进行了补偿。

根据拍摄的标靶图像和条纹图像，按照 3. 4节所述流

程分别获得每个姿态下的投影仪虚拟图像，用于投

影仪的标定。

4. 1 局部区域最佳尺寸的确定

利用本文所提基于局部单应性的投影仪标定算法

完成投影仪标定时，需首先确定所用局部区域大小即

N的值。本节通过实验研究了不同的局部区域大小对

投影仪标定结果的影响，以重投影误差为衡量标准，以

N=2，12，13，21，34，48为例，其重投影误差分布分别

如图 8（a）~（f）所示，当 N取不同值时，投影仪标定精

度变化的趋势图如图 8（g）所示。

由实验结果可知，当使用四个整数像素单元（N=2）
计算单应性矩阵时，重投影误差较大［图 8（a）］，充分

说明了当使用点数较少时，局部单应性矩阵的计算结

图 6 投影仪坐标计算过程

Fig. 6 Projector coordinates calculation process

图 7 实验装置图。（a）投影仪标定系统；（b）标定板

Fig. 7 Experimental setup. (a) Projector calibration system; (b) calibration target

果很不稳定，严重影响投影仪标定的精度。随着局部

区域尺寸的变大，重投影误差明显减小，u方向和 v方
向分别在 N=12和 N=13时达到最小值，由图 8（b）、

（c）可知，N=12时误差分布更为集中。N取 14~21
时，重投影误差逐渐增大，由N=21的重投影误差分布

［图 8（d）］可知，其误差较大的点数明显增多，主要原

因是使用此范围的局部区域大小时，黑色圆环处的像

素点也被用于计算单应性矩阵，而黑色区域的相位解

算存在误差，影响了投影仪标定的精度。当N>21时，

重投影误差先逐渐减小又缓慢上升。主要原因是局部

区域的扩大使像素点数增多，黑色区域处相位解算不

准确，对投影仪标定的影响逐渐缩小，但当所用局部区

域过大时，由于镜头畸变的存在，使得相机图像和投影

仪图像中对应局部区域内的像素点不能简单地使用

式（10）来表示，导致标定误差增大。由图 8（e）、（f）可

知，N=34和 N=48时的重投影误差分布大都集中在

1 pixel以内，但偏离（0，0）的点数较多，且 N=48时偏

离（0，0）的点数明显增加，这也证明了当局部区域太

大时，镜头畸变不容忽略，使得像素点不能准确地映射

至投影仪图像中，标定误差增大。

根据以上分析可知，计算局部单应性矩阵时，局部

区域大小的选取对投影仪标定精度有很大的影响，并

且所用N值过大、像素点过多时，会延长算法的执行时

间，降低算法的执行效率。综合来看，N=12为本实验

平台投影仪标定时所用局部区域尺寸的最佳取值，本

文后续实验均采用该值。

4. 2 投影仪标定影响因素的实验与分析

为了验证本文针对 P2P映射方法影响因素而提出

的各个改进算法的有效性，基于本文所搭建的系统，在

保证整个实验过程中其他步骤、算法完全一致的前提

下，分别利用本文提出的圆心偏差校正算法、相位误差

补偿算法和基于局部单应性的坐标亚像素映射算法进
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图 8 不同N值时的投影仪标定精度。（a）N=2；（b）N=12；（c）N=13；（d）N=21；（e）N=34；（f）N=48；（g）标定精度变化趋势图

Fig. 8 Projector calibration accuracy at different N values. (a) N=2; (b) N=12; (c) N=13; (d) N=21; (e) N=34; (f) N=48;
(g) calibration accuracy trend chart
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果很不稳定，严重影响投影仪标定的精度。随着局部

区域尺寸的变大，重投影误差明显减小，u方向和 v方
向分别在 N=12和 N=13时达到最小值，由图 8（b）、

（c）可知，N=12时误差分布更为集中。N取 14~21
时，重投影误差逐渐增大，由N=21的重投影误差分布

［图 8（d）］可知，其误差较大的点数明显增多，主要原

因是使用此范围的局部区域大小时，黑色圆环处的像

素点也被用于计算单应性矩阵，而黑色区域的相位解

算存在误差，影响了投影仪标定的精度。当N>21时，

重投影误差先逐渐减小又缓慢上升。主要原因是局部

区域的扩大使像素点数增多，黑色区域处相位解算不

准确，对投影仪标定的影响逐渐缩小，但当所用局部区

域过大时，由于镜头畸变的存在，使得相机图像和投影

仪图像中对应局部区域内的像素点不能简单地使用

式（10）来表示，导致标定误差增大。由图 8（e）、（f）可

知，N=34和 N=48时的重投影误差分布大都集中在

1 pixel以内，但偏离（0，0）的点数较多，且 N=48时偏

离（0，0）的点数明显增加，这也证明了当局部区域太

大时，镜头畸变不容忽略，使得像素点不能准确地映射

至投影仪图像中，标定误差增大。

根据以上分析可知，计算局部单应性矩阵时，局部

区域大小的选取对投影仪标定精度有很大的影响，并

且所用N值过大、像素点过多时，会延长算法的执行时

间，降低算法的执行效率。综合来看，N=12为本实验

平台投影仪标定时所用局部区域尺寸的最佳取值，本

文后续实验均采用该值。

4. 2 投影仪标定影响因素的实验与分析

为了验证本文针对 P2P映射方法影响因素而提出

的各个改进算法的有效性，基于本文所搭建的系统，在

保证整个实验过程中其他步骤、算法完全一致的前提

下，分别利用本文提出的圆心偏差校正算法、相位误差

补偿算法和基于局部单应性的坐标亚像素映射算法进
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图 8 不同N值时的投影仪标定精度。（a）N=2；（b）N=12；（c）N=13；（d）N=21；（e）N=34；（f）N=48；（g）标定精度变化趋势图

Fig. 8 Projector calibration accuracy at different N values. (a) N=2; (b) N=12; (c) N=13; (d) N=21; (e) N=34; (f) N=48;
(g) calibration accuracy trend chart
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行投影仪标定实验。投影仪标定中，通常使用重投影

误差来测量标定数据与标定参数之间的匹配度，对其

重投影误差进一步处理得到其标准偏差 E std。P2P映

射方法、圆心偏差校正后、相位误差补偿后和本文提出

的亚像素级映射方法的标准偏差 E std u 和 E std v 分别如

表 1所示。

由表 1可知，对 P2P映射方法中的圆心偏差校正

后，可将投影仪标定精度在垂直方向上提高 10. 03%，

与 P2P映射方法相差较小，主要原因是利用同心圆标

靶完成投影仪标定时，圆环本身较小，所含像素点数

较少，因此圆心偏差对投影仪标定的精度影响较小，

但高精度三维测量时，圆心偏差将不容忽略。利用双

四步相移法对 P2P映射方法中的相位误差补偿后，

u方向的重投影误差标准差由 1. 33078降至 0. 84813，
v方向的重投影误差标准差由 0. 99727降至 0. 70704，
可使投影仪 u方向的标定精度提高 36. 27%。利用

P2P映射方法中的像素级映射方法计算投影仪坐标

时，其标准偏差较大，而利用本文算法建立的相机图

像和投影仪图像之间的亚像素级映射关系，两个方向

上的标定误差均明显降低，将两个方向的标定精度分

别提高了 45. 91%和 45. 95%。实验结果表明，坐标

映射方法和相位误差对投影仪标定精度的有很大影

响，圆心偏差对标定精度的影响较小，而本文针对各

个影响因素提出的算法均能有效提高投影仪标定

精度。

4. 3 不同方法标定结果

为了进一步验证本文算法的有效性，分别利用

P2P映射方法、文献［16］、文献［20］和本文算法对投影

仪进行标定，投影仪标定结果如表 2所示，由此可以计

算投影仪的重投影误差，进一步处理得到投影仪在水

平方向和垂直方向的最大误差 Emax u、Emax v，平均误差

Emean u、Emean v，标准偏差 E std u、E std v（如表 3所示）。

由 表 3 可 知 ，本 文 方 法 的 各 个 误 差 均 小 于 文

献［16］和文献［20］方法，为了更直观地体现本文方

法的优越性，对其重投影误差分布状况进行展示，如

图 9所示。相比于 P2P映射方法，文献［16］方法因对

相位误差进行了补偿，重投影误差明显减小，但投影

仪坐标的映射过程仍为像素级，限制了投影仪标定

的精度。文献［20］方法基于交比不变性，完成了投

影仪坐标的亚像素级映射，但该方法仅利用标记点

附近的四个整数像素，建立相机图像和投影仪图像

之间的局部映射，所用像素数过少，建立的映射关系

并不一定准确。本文方法首先确定了局部区域的最

佳尺寸，然后计算该局部区域的单应性矩阵，完成了

投影仪坐标的亚像素级映射，进一步提高了投影仪

标定的精度。相比于 P2P映射方法，本文方法将 u方
向的标定精度提高了 69. 8%，可完成投影仪的精确

标定。

表 1 投影仪标定的标准偏差

Table 1 The standard deviation of projector calibration unit: pixel

Method
P2P mapping method

After center deviation correction
After phase error compensation
Proposed mapping method

E std u
1. 33078
1. 22937
0. 84813
0. 71985

E std v
0. 99727
0. 89716
0. 70704
0. 53907

表 2 不同方法的标定结果

Table 2 Calibration results of different methods

Method
P2P mapping method
Method in Ref.［16］
Method in Ref.［20］
Proposed method

fu

1416. 50
1375. 47
1356. 29
1351. 08

fv

1037. 57
1010. 02
995. 08
991. 03

up0
388. 54
390. 98
393. 75
398. 31

vp0
429. 12
425. 89
427. 27
424. 24

k1
-0. 4286
-0. 3185
-0. 2962
-0. 3077

k2
1. 2574
0. 9048
0. 7666
0. 7914

p1

-0. 0377
-0. 0295
-0. 0304
-0. 0301

p2

-0. 0031
-0. 0024
-0. 0025
-0. 0020

表 3 不同方法的标定误差

Table 3 Calibration error of different methods unit: pixel

Method
P2P mapping method
Method in Ref.［16］
Method in Ref.［20］
Proposed method

Emax u
4. 58491
2. 94480
1. 80248
1. 25629

Emax v
3. 32272
2. 20079
1. 89124
1. 39891

Emean u
1. 05036
0. 68068
0. 44593
0. 32177

Emean v
0. 79167
0. 55934
0. 40378
0. 29491

E std u
1. 33078
0. 84813
0. 56140
0. 40192

E std v
0. 99727
0. 70704
0. 50607
0. 37253

5 结 论

本文提出了一种基于局部单应性矩阵的投影仪标

定新方法。首先，使用同心圆标靶，利用投影变换中的

交比不变性，对圆形目标投影变换中存在的圆心偏差

进行了校正，并利用双四步相移法对条纹图像非正弦

化导致的相位误差进行了补偿；然后，利用圆心所在局

部区域的单应性矩阵，将标记点映射至投影仪图像中，

完成投影仪的标定。该方法消除了圆心偏差和相位误

差对投影仪标定的影响，利用基于局部单应性的投影

仪坐标映射算法，建立了相机图像与投影仪图像的亚

像素级映射。研究了不同局部区域大小下的投影仪标

定精度，证明了局部区域的大小对投影仪标定精度有

很大的影响，确定了在本实验系统下的局部区域的最

佳尺寸。本文方法基于局部线性化的思想，利用每个

标记点所在局部区域的单应性矩阵，完成了标记点投

影仪坐标的亚像素级映射，更加符合成像规律。实验

结果表明，本文方法提高了投影仪标定的精度，可完成

投影仪的精确标定。
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5 结 论

本文提出了一种基于局部单应性矩阵的投影仪标

定新方法。首先，使用同心圆标靶，利用投影变换中的

交比不变性，对圆形目标投影变换中存在的圆心偏差

进行了校正，并利用双四步相移法对条纹图像非正弦

化导致的相位误差进行了补偿；然后，利用圆心所在局

部区域的单应性矩阵，将标记点映射至投影仪图像中，

完成投影仪的标定。该方法消除了圆心偏差和相位误

差对投影仪标定的影响，利用基于局部单应性的投影

仪坐标映射算法，建立了相机图像与投影仪图像的亚

像素级映射。研究了不同局部区域大小下的投影仪标

定精度，证明了局部区域的大小对投影仪标定精度有

很大的影响，确定了在本实验系统下的局部区域的最

佳尺寸。本文方法基于局部线性化的思想，利用每个

标记点所在局部区域的单应性矩阵，完成了标记点投

影仪坐标的亚像素级映射，更加符合成像规律。实验

结果表明，本文方法提高了投影仪标定的精度，可完成

投影仪的精确标定。
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图 9 不同标定方法的重投影误差。（a）P2P映射方法；（b）文献［16］方法；（c）文献［20］方法；（d）本文方法

Fig. 9 Re-projection error of different calibration methods. (a) P2P mapping method; (b) method in Ref. [16]; (c) method in Ref. [20];
(d) proposed method
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