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双凸对称理想薄透镜傍轴物像公式的
系统误差分析

邵云*

南京晓庄学院电子工程学院，江苏 南京 211171

摘要 首先指出凸透镜的实际厚度是一个不容被忽视的问题，然后逐步推导出空气中双凸对称厚透镜在傍轴情形下的

物像关系及焦距，通过举例和作图，揭示出厚、薄两种凸透镜理论在焦距和像距上的具体差异，并分析出其中的一些规律

性。通过取近似，推导出较薄凸透镜焦距及理想薄凸透镜焦距误差的近似表达式，指出后者与焦距近似无关。此外还推

得“物焦比”大于 2时较薄凸透镜像距和理想薄凸透镜像距的近似表达式，发现其间误差也与焦距无关，而仅与透镜的厚

度、折射率及“物焦比”有关。最后指出，取“物焦比”大于 2的原因在于物距处在 2倍焦距以内时不便于取近似，而将凸透

镜分为厚凸透镜、理想薄凸透镜、较薄凸透镜这 3种类别的原因则在于严格区分。
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Systematic Error Analysis of Paraxial Object Image Formula for Biconvex
Symmetric Ideal Thin Lens

Shao Yun*

School of Electronic Engineering, Nanjing Xiaozhuang University, Nanjing 211171, Jiangsu, China

Abstract This study demonstrates that the actual thickness of a convex lens is a problem that cannot be ignored,
then gradually deduces the object image relationship and focal length of a biconvex symmetric thick lens in the
paraxial case in air. The specific differences in focal length and image distance between thick and thin convex lens
theories are revealed through examples and drawings, and some of the rules are analyzed. The approximate
expression of the focal length of a thin convex lens and the approximate expression of the focal length error of an
ideal thin convex lens are derived using approximation, and the latter is almost independent of the focal length. This
study also derives that the approximate expressions of image distances of a thin convex lens and ideal thin convex
lens on the condition of “the ratio of object distance to focal length” is greater than 2, and the error between them has
nothing to do with the focal length, but only with the thickness, refractive index and “the ratio of object distance to
focal length” of the lens. At the end of the study, the reason for setting “the ratio of object distance to focal length”
greater than 2 is that it is difficult to take approximation when the object distance is within 2 times the focal length,
and the reason for dividing the convex lens into the thick convex lens, ideal thin convex lens, and thin convex lens
lies in strict distinction.
Key words geometrical optics; biconvex symmetric thick lens; ideal thin convex lens; thin convex lens; error

1 引 言

理想的薄透镜是指厚度趋于零的透镜，而通常

的薄透镜则是指厚度远小于镜面曲率半径的透镜。

然而，由于口径（即光通量）以及镜框支撑强度的要

求，通常的凸透镜的厚度一般在 5~6 mm［1-3］，但是人

们却常常把它当作理想的薄透镜来使用，利用理想

薄透镜的理论公式来计算它的焦距及像距等，这将

导致计算出的结果都存在实际误差，在某些特殊情

况下，误差还特别大。显然，这是一个较容易被忽视
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的基础问题，尤其在生产和基础物理教学领域。本

文将通过推导出双凸对称厚透镜的物像关系式及焦

距公式，逐步揭示出厚（厚度较大）、薄（厚度较小）、

理想薄（厚度趋于 0）这 3种凸透镜理论之间的具体

差异，并从中寻找出一些规律性。

2 空气中双凸对称厚透镜的物像关系及
焦距

如图 1所示，根据共轴球面的逐次成像理论，光轴

上物点 Q将先经球面 Σ 1折射成像于 Q ′1，继而以 Q ′1为
虚物点，经球面 Σ 2 折射成像于透镜右侧最终的实

像点Q ′2。

设空气的折射率 n0 = 1.00，双凸对称厚透镜的

折射率为 nL，厚度为 d，其左、右球面 Σ 1、Σ 2 的半径大

小均为 r，则根据单折射球面物、像方的焦距公式

及符号法则［4］，可得左侧球面 Σ 1 的物、像方焦距分

别为

f1 =
n0 r

nL - n0
= r
nL - 1

， （1）

f ′1 =
nL r

nL - n0
= nL r
nL - 1

， （2）

右侧球面 Σ 2的物、像方焦距分别为

f2 =
nL (-r )
n0 - nL

= nL r
nL - 1

， （3）

f ′2 =
n0 (-r )
n0 - nL

= r
nL - 1

， （4）

对称球面 Σ 1与 Σ 2的物、像方焦距分别交叉相等当在情

理之中。

参见图 1，对于一次成像Q ′1，根据单折射球面的物

像关系式也即高斯公式可得
f ′1
s′1
+ f1
s1
= 1； （5）

而对于二次成像 Q ′2，根据高斯公式及符号法则，同时

考虑到透镜的厚度 d，则有
f ′2
s′2
+ f2
-( )s ′1 - d

= 1 ， （6）

式中，-( s ′1 - d )便是二次折射成像的虚物距。联立

式（1）~（6），消去 s′1后可解得
d
nL r

= s1
s1 ( )nL - 1 - r

+ s′2
s′2( )nL - 1 - r

， （7）

这就是空气中双凸对称厚透镜的物像关系式。通过式（7）
可进一步解得

s′2 =
r

( )nL - 1 -
1

d
nL r

- s1
s1 ( )nL - 1 - r

， （8）

这便是物点经空气中双凸对称厚透镜成像的像距结

果［5-6］。 显 然 ，若 令 式（7）或 式（8）中 的 s1 → ∞ 或

s′2 → ∞，则得此厚透镜的焦距为

f= f ′=
r

nL - 1
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê
1- nL r

2nL r- ( )nL - 1 d

ù

û

ú
úú
ú
ú
ú
， （9）

需要注意的是，这里的物距 s1、像距 s′2、焦距 f和 f ′都是

以图 1中凸透镜的左、右端点 A 1、A 2为参考的。倘若

以通常的光心 O为参考，并设此时的物距为 s，像距为

s′H，焦距为 fH 和 f ′H，其中下标 H表示厚透镜，则结合几

何关系，式（7）~（9）需分别修订为

d
nL r
= s-d/2
( )s-d/2 ( )nL-1 -r

+ s′H-d/2
( )s ′H-d/2 ( )nL-1 -r

，

（10）

s′H=
r

( )nL-1 -
1

d
nL r
- s-d/2
( )s-d/2 ( )nL-1 -r

+ d2 ，（11）

fH = f ′H =
r

nL - 1
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê
1- nL r

2nL r- ( )nL - 1 d

ù

û

ú
úú
ú
ú
ú
+ d
2 ，（12）

此即传统意义下双凸对称厚透镜的物像关系式、像距

公式和焦距公式。它们与常见的以主点为参考的相应

公式本质是一致的［1，7］。

令式（10）~（12）中的 d→ 0，则得到如下理想双凸

薄凸透镜的物像关系式（高斯公式）、像距公式和焦距

公式（磨镜者公式），其中下标 B表示薄凸透镜。

2 ( )nL - 1
r

= 1
s
+ 1
s′B

， （13）

s′B =
rs

2 ( )nL - 1 s- r
， （14）

fB = f ′B =
r

2 ( )nL - 1
。 （15）

3 普通玻璃理想双凸对称薄透镜焦距和
像距的系统误差
为一般起见，设双凸对称透镜的材质为普通玻璃，

折射率 nL = 1.50，则由式（15）得通常标示焦距分别为

Q O

d

Ʃ1 Ʃ2

A1 A2 Q2
′

s2′

s1′

Q1
′

s1

图 1 光轴上物点Q经双凸对称厚透镜二次折射成像示意图

Fig. 1 Schematic diagram of secondary refraction imaging of
object point Q on optical axis by biconvex symmetric

thick lens

2. 5、5. 0、10. 0 cm 的凸透镜的球面半径 r也分别是

2. 5、5. 0、10. 0 cm。但是，严格的焦距值却需由式（12）
算得。设凸透镜的厚度统一为 d= 0.6 cm，将相关数

据代入式（12）即算得严格的焦距值分别为 2. 7、5. 2、
10. 2 cm。由此可见，这里的普通玻璃理想薄凸透镜焦

距的绝对误差几乎是一定值-0.2 cm，相对误差则分

别为-7.4%、-3.8%、-2.0%。通常的厂家都是按照

式（15）即磨镜者公式来制作凸透镜的，从以上分析可

知，厂家所标示的焦距值越小，该凸透镜焦距的相对误

差则可能越大。

将 nL = 1.50，d= 0.6 cm 代 入 式（11）和 式（14）
可得

s′H =
r

0.5- 1
0.4
r
- s- 0.3
0.5 ( )s- 0.3 - r

+ 0.3，（16）

s′B =
rs
s- r

， （17）

再将 r=2. 5 cm、r=5. 0 cm、r=10. 0 cm分别代入式（16）
和式（17），运用 Excel软件，即可算出这 3种普通玻璃

凸透镜在各种物距 s下像距的准确值（厚透镜）与近似

值（理想薄透镜），并作出相应的像距 -物距变化曲线，

如图 2~4所示。从这些图中可见，当物距越接近于焦

距时，无论实像虚像，使用理想薄透镜像距公式所带来

的误差就越大。数据也表明，当物距渐趋透镜的半厚

度 d/2 时 ，理 想 薄 透 镜 像 距 比 厚 透 镜 像 距 小 约

0.20 cm；而当物距约等于 3倍焦距时，理想薄透镜像距

则比厚透镜像距小约 0.35 cm。

4 较薄双凸对称透镜焦距、部分像距的

近似表达式及相应的理想薄透镜

误差
当双凸对称透镜满足通常的薄透镜条件 r≫ d时，

仔 细 考 察 式（12）可 以 发 现 ，其 右 边［］内 分 母 中 的

2nL r≫ (nL - 1) d理当成立。于是对式（12）取近似，

可得
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图 2 标示 2. 5 cm实际 2. 7 cm焦距的双凸对称透镜的像距随

物距变化曲线

Fig. 2 Curve of image distance versus object distance of
biconvex symmetric lens with 2. 5 cm actual 2. 7 cm
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图 3 标示 5. 0 cm实际 5. 2 cm焦距的双凸对称透镜的像距随

物距变化曲线

Fig. 3 Curve of image distance versus object distance of
biconvex symmetric lens with 5. 0 cm actual 5. 2 cm
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图 4 标示 10. 0 cm实际 10. 2 cm焦距的双凸对称透镜的像距

随物距变化曲线

Fig. 4 Curve of image distance versus object distance of
biconvex symmetric lens with 10. 0 cm actual 10. 2 cm

focal length
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2. 5、5. 0、10. 0 cm 的凸透镜的球面半径 r也分别是

2. 5、5. 0、10. 0 cm。但是，严格的焦距值却需由式（12）
算得。设凸透镜的厚度统一为 d= 0.6 cm，将相关数

据代入式（12）即算得严格的焦距值分别为 2. 7、5. 2、
10. 2 cm。由此可见，这里的普通玻璃理想薄凸透镜焦

距的绝对误差几乎是一定值-0.2 cm，相对误差则分

别为-7.4%、-3.8%、-2.0%。通常的厂家都是按照

式（15）即磨镜者公式来制作凸透镜的，从以上分析可

知，厂家所标示的焦距值越小，该凸透镜焦距的相对误

差则可能越大。

将 nL = 1.50，d= 0.6 cm 代 入 式（11）和 式（14）
可得

s′H =
r

0.5- 1
0.4
r
- s- 0.3
0.5 ( )s- 0.3 - r

+ 0.3，（16）

s′B =
rs
s- r

， （17）

再将 r=2. 5 cm、r=5. 0 cm、r=10. 0 cm分别代入式（16）
和式（17），运用 Excel软件，即可算出这 3种普通玻璃

凸透镜在各种物距 s下像距的准确值（厚透镜）与近似

值（理想薄透镜），并作出相应的像距 -物距变化曲线，

如图 2~4所示。从这些图中可见，当物距越接近于焦

距时，无论实像虚像，使用理想薄透镜像距公式所带来

的误差就越大。数据也表明，当物距渐趋透镜的半厚

度 d/2 时 ，理 想 薄 透 镜 像 距 比 厚 透 镜 像 距 小 约

0.20 cm；而当物距约等于 3倍焦距时，理想薄透镜像距

则比厚透镜像距小约 0.35 cm。

4 较薄双凸对称透镜焦距、部分像距的

近似表达式及相应的理想薄透镜

误差
当双凸对称透镜满足通常的薄透镜条件 r≫ d时，

仔 细 考 察 式（12）可 以 发 现 ，其 右 边［］内 分 母 中 的

2nL r≫ (nL - 1) d理当成立。于是对式（12）取近似，

可得
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fH = f ′H ≈
r

2 ( )nL - 1
- d
4nL

+ d
2， （18）

此即较薄双凸对称透镜焦距的近似表达式。联立

式（15）和式（18），则得此时理想薄凸透镜焦距（fB）的

系统误差近似为

fB - fH ≈
d
4nL

- d
2， （19）

将 nL = 1.50，d= 0.6 cm代入式（19）即得

fB - fH ≈-0.2 cm 。 （20）
这与上一节的结果一致，可见-0.2 cm的焦距误差恰

恰是普遍适用的，究其原因，在于式（19）近似与焦距无

关。可以预见，2nL r≫ (nL - 1) d或 r≫ d的近似程度

越高，也即透镜相对越薄，则式（18）和式（19）越准确。

当物距 s→ d/2时，由式（11）可得

s′H →
rd

( )nL - 1 d- nL r
+ d
2 。 （21）

对于较薄凸透镜，(nL-1) d≪ nL r显然成立，于是式（21）
又可以近似地写成

s′H → d ( 12 - 1
nL ) ， （22）

与此同时，当 s→ d/2时，由式（14）可得

s′B →
rd

2 ( )nL - 1 d- 2r
， （23）

同 样 考 虑 到 (nL - 1) d≪ nL r，则 式（23）又 可 以 改

写成

s′B →-
d
2 。 （24）

于是，联立式（22）和式（24），即得当物距 s→ d/2时，理

想薄凸透镜像距与较薄凸透镜像距之间的误差近似为

s′B - s′H ≈-d (1- 1
nL )， （25）

可见，该结果同样与透镜的焦距（相当于 r）近似无关。

将 nL = 1.50，d= 0.6 cm代入式（25）即得

s′B - s′H ≈-0.2 cm。 （26）
这就从理论上解释了第 2节中当物距 s→ d/2时，理想

薄凸透镜像距总比厚透镜像距小约 0.20 cm的现象。

当物距处在 2倍焦距以内时，实践表明（见后），

式（11）和式（14）不便于取近似，误差较大，因此本文接

下来只讨论物距大于 2倍焦距时的像距误差。

鉴于 fH 的表达式（12）较为复杂，且事实上 fH 与 fB
相差甚小［见式（20）］，因此不妨以 fB即式（15）作为参

考，从而令

s- d/2= α
r

2 ( )nL - 1
，α> 2， （27）

式中，常数 α可以理解为焦距的倍数。将式（27）代入

式（11）则得

s′H =
r

( )nL - 1 -
1

d
nL r

- α

( )nL - 1 ( )α- 2

+ d
2 ，（28）

易见在式（28）中
d
nL r

≪ α

( )nL - 1 ( )α- 2
对于较薄透

镜 同 样 成 立 ，因 此 ，若 取 1 级 近 似 ，则 式（28）可 整

理成

s′H ≈
αr

2 ( )nL - 1 ( )α- 1
- d
4nL

( )α- 2 2

( )α- 1 2 +
d
2 ，（29）

此即当物距大于 2倍（实际可放宽至 1. 2倍，见后）焦距

时较薄凸透镜像距的一种近似的表达式。

而将式（27）代入式（14），则得

s′B =
r [ ]αr+ ( )nL - 1 d

2 ( )nL - 1
2
d+ 2 ( )nL - 1 ( )α- 1 r

，（30）

对式（30）取同样的数学近似后可得

s′B ≈
αr

2 ( )nL - 1 ( )α- 1
- d

2 ( )α- 1 2 ， （31）

此即当物距大于 2倍焦距时理想薄凸透镜像距的一种

近似的表达式，其中 d纯粹由式（27）引入。

于是，联立式（29）和式（31），便得当物距大于

2 倍焦距时，理想薄凸透镜的像距在 r≫ d 时的误

差为

s′B - s′H ≈
d
4nL

( )α- 2 2

( )α- 1 2 -
d

2 ( )α- 1 2 -
d
2 ，（32）

可见，该误差同样也与透镜的焦距（即 r）近似无关，但

却与“物距/焦距”的近似值 α紧密相关。将折射率

nL = 1.50代入式（32），则得
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ê
êê
ê
ê
ê
1+ 3- ( )α- 2 2

3 ( )α- 1 2

ù

û

ú
úú
ú
ú
ú d
2 。 （33）

当 式（33）中 α=2，3，4，… 时 ，可 算 得 s′B- s′H≈
-d，-7d/12，-13d/27，…。经检验，该结果与第 2
节中从式（16）和式（17）严格计算的结果几乎完全

一致。这就基本验证了本节近似处理的合理性，以

及式（32）的正确性，即当 α> 2时，理想薄凸透镜像

距相较于较薄凸透镜像距的绝对误差仅与“物焦

比”α、厚度 d、折射率 nL 有关，而与焦距的具体大小

（即 r）无 关 。 图 5 是 根 据 式（33）得 出 的 s′B - s′H 随

α（> 2）连续变化的曲线图，其中 d取前文的 0.6 cm，

渐 近 线 的 纵 坐 标 便 是 前 文 的 焦 距 差-0.2 cm，见

式（20）。另外，经检验，除了 α→ 0或 2外，式（32）
和式（33）两式对于物距处在 2倍焦距以内的情形

（0 < α < 2）确 实 不 能 成 立 ，且 α 越 靠 近 1，误 差

越大。

5 总结与说明

通常双凸对称透镜的厚度难以避免，造成了教材

上通常使用的理想薄透镜公式存在先天性的系统误

差。本文例举的 3个典型的普通玻璃凸透镜的结果显

示：理想薄凸透镜焦距的系统误差均在-0.2 cm左右；

当物距等于 3倍焦距时，理想薄凸透镜的实像像距的

系统误差均在-0.35 cm左右；当物距渐趋透镜的半厚

度 d/2（0.3 cm）时，理想薄凸透镜的虚像像距的系统误

差则均在-0.20 cm左右；而当物距趋于焦距时，无论

实像或虚像，理想薄凸透镜像距的系统误差都会迅速

增大，直至趋于∞。从图 2~4亦可见，随着凸透镜的

焦距也即球面半径 r的减小，理想薄凸透镜的焦距和

像距（等“物焦比”α）的相对误差均在增大。

利用取近似，本文得到了 r≫ d下，较薄凸透镜焦

距的近似表达式（18）和理想薄凸透镜焦距误差的近似

表达式（19）；物距 s→ d/2时这两种透镜像距的差值表

达式（25）；当物距大于 2倍焦距时较薄凸透镜像距的

近似表达式（29），及此时理想薄凸透镜像距误差的近

似表达式（32）。发现以上这 3种理想薄凸透镜绝对误

差均与焦距（即 r）近似无关。其中式（19）、式（25）仅与

透镜的厚度 d、折射率 nL 有关，而式（32）则还依赖于

“物焦比”α。经数据检验，本文第 3节中所有的近似结

果皆与第 2节中的精确结果近似吻合，且越满足薄透

镜条件 r≫ d，吻合度越高。

进一步的研究发现，第 3节中较薄凸透镜像距的近

似表达式（29），对于 1.2~2倍焦距内的物距情形实际

也能适用；但是理想薄凸透镜像距的近似表达式（31）
则基本不能适用于 0~2倍焦距内的物距情形。因此，

理想薄凸透镜像距误差的近似表达式（32）不能适用于

0~2倍焦距的物距范围。经检验，该物距范围内的误

差确实与焦距（即 r）有关，且 α越靠近 1，关联越大。这

便是该节限制 α> 2的起因。对于 2倍焦距以内物距情

形下的较薄凸透镜的像距，还是应该采用第 1节中厚透

镜的精确表达式（10）~（12）来分析为宜。

需要说明的是，本文将凸透镜分为厚凸透镜［8］、理

想薄凸透镜（d→ 0）、较薄凸透镜（r≫ d）［9］这 3种，是为

了严格地区分及表述的需要，毕竟它们的像距、焦距表

达式（11）、式（12）与式（14）、式（15）与式（29）、式（18）
是各不相同的。

6 结 论

重点介绍了较薄双凸对称透镜的焦距和“物焦

比”大于 2时的像距的近似表达式，并据此证明了理

想薄凸透镜的焦距和对应像距的系统误差均与焦距

无关的现象。后续拟将对较薄双凹对称透镜的焦距

和像距的近似表达式进行研究，争取也获得较理想的

结果。
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5 总结与说明

通常双凸对称透镜的厚度难以避免，造成了教材

上通常使用的理想薄透镜公式存在先天性的系统误

差。本文例举的 3个典型的普通玻璃凸透镜的结果显
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实像或虚像，理想薄凸透镜像距的系统误差都会迅速

增大，直至趋于∞。从图 2~4亦可见，随着凸透镜的

焦距也即球面半径 r的减小，理想薄凸透镜的焦距和

像距（等“物焦比”α）的相对误差均在增大。

利用取近似，本文得到了 r≫ d下，较薄凸透镜焦

距的近似表达式（18）和理想薄凸透镜焦距误差的近似

表达式（19）；物距 s→ d/2时这两种透镜像距的差值表

达式（25）；当物距大于 2倍焦距时较薄凸透镜像距的

近似表达式（29），及此时理想薄凸透镜像距误差的近

似表达式（32）。发现以上这 3种理想薄凸透镜绝对误

差均与焦距（即 r）近似无关。其中式（19）、式（25）仅与

透镜的厚度 d、折射率 nL 有关，而式（32）则还依赖于

“物焦比”α。经数据检验，本文第 3节中所有的近似结

果皆与第 2节中的精确结果近似吻合，且越满足薄透

镜条件 r≫ d，吻合度越高。

进一步的研究发现，第 3节中较薄凸透镜像距的近

似表达式（29），对于 1.2~2倍焦距内的物距情形实际

也能适用；但是理想薄凸透镜像距的近似表达式（31）
则基本不能适用于 0~2倍焦距内的物距情形。因此，

理想薄凸透镜像距误差的近似表达式（32）不能适用于

0~2倍焦距的物距范围。经检验，该物距范围内的误

差确实与焦距（即 r）有关，且 α越靠近 1，关联越大。这

便是该节限制 α> 2的起因。对于 2倍焦距以内物距情

形下的较薄凸透镜的像距，还是应该采用第 1节中厚透

镜的精确表达式（10）~（12）来分析为宜。

需要说明的是，本文将凸透镜分为厚凸透镜［8］、理

想薄凸透镜（d→ 0）、较薄凸透镜（r≫ d）［9］这 3种，是为

了严格地区分及表述的需要，毕竟它们的像距、焦距表

达式（11）、式（12）与式（14）、式（15）与式（29）、式（18）
是各不相同的。

6 结 论

重点介绍了较薄双凸对称透镜的焦距和“物焦

比”大于 2时的像距的近似表达式，并据此证明了理

想薄凸透镜的焦距和对应像距的系统误差均与焦距

无关的现象。后续拟将对较薄双凹对称透镜的焦距

和像距的近似表达式进行研究，争取也获得较理想的

结果。
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