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受体掺杂半导体高次谐波产生的理论研究

王燕锋 1，苗向阳 2*

1吕梁学院物理系，山西 吕梁 033001；
2山西师范大学物理与信息工程学院，山西 临汾 041004

摘要 通过数值求解单电子近似下的一维含时薛定谔方程，从理论上研究了受体掺杂半导体高次谐波的产生。结果表

明，受体掺杂后第二平台的谐波效率比未掺杂时提高了约 3~4个数量级。理论分析发现，掺杂改变了半导体的能带结

构，使价带与第一导带以及第一导带与第二导带之间的带隙变窄，电子更容易隧穿到更高导带，使高导带的电子布居数

增大，从而提高了第二平台的谐波效率。
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Theoretical Study of High-Order Harmonic Generation from
Acceptor-Doped Semiconductor
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Abstract We theoretically investigate the high-order harmonic generation from acceptor-doped semiconductors by
numerically solving the one-dimensional time-dependent Schrödinger equation based on the single electron approximation.
The results show that the harmonic efficiency of the second plateau from acceptor-doped semiconductors is about three to
four orders of magnitude higher than those from undoped semiconductors. Theoretical analysis shows that doping changes
the energy-band structure of the semiconductor, narrows the band gap between the valence band and the first conduction
band, and between the first conduction band and the second conduction band. Then it is easier for electrons to tunnel into
the higher conduction band, and the electron population of the high conduction band is increased, thus the harmonic
efficiency of the second plateau is improved.
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1 引 言

随着激光技术的快速发展，强激光场与气体相互作

用产生高次谐波已经得到广泛的研究［1-3］，气体产生的高

次谐波效率低，限制了阿秒科学的发展。 2011年，

Ghimire等［4］发现中红外激光与半导体 ZnO相互作用

可以产生高次谐波，由于固体具有周期性和高密度的

特性，强激光与固体材料相互作用产生高次谐波成为

提高谐波效率的潜在方法［5］，同时固体高次谐波谱中

携带了晶体的空间结构、能带等信息，可以实现空间结

构成像与能带结构信息的提取［6-7］。

2015年，Wu等［8］通过求解周期势下的含时薛定谔

方程，发现固体高次谐波呈现双平台结构，第一平台由

第一导带和价带之间的带间电流贡献，第二平台由第

二、三导带和价带之间的带间电流贡献，且第二平台谐

波效率比第一平台低 5个数量级。提升第二平台谐波

效率，有助于合成高产率的阿秒脉冲。近年来，研究者

们提出了很多有效的方法来提高第二平台的谐波效

率，例如：双色激光场［9］、非均匀激光场［10］、啁啾调频

场［11］、固体叠加态［12］、半导体掺杂［13］等。
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通过掺杂可以调控激光与半导体作用产生的高次

谐波，分析和理解不同类型掺杂如何影响半导体高次

谐波的研究受到国内外研究者们的关注。Huang等［13］

研究了供体掺杂半导体的高次谐波，发现掺杂后第二

平台谐波效率比未掺杂提高了大约 1~3个数量级。

Yu等［14］研究发现供体掺杂半导体高次谐波效率与未

掺杂相比显著增强。Pan等［15］的研究结果表明，掺杂

半导体的价带和低导带会产生能带分裂，可以通过改

变掺杂半导体势阱深度来调控分裂带隙大小，从而增

强第二平台的谐波效率。Pattanayak等［16］研究发现空

位缺陷谐波谱呈倾斜谱形，带隙以下谐波谱强度显著

增强，谐波谱的截止能量随空位缺陷浓度的增大而增

大。Ma等［17］发现供体掺杂半导体随着掺杂率的增大

第二平台谐波效率先增大后减小。

以上研究工作表明不同类型掺杂对固体高次谐波

会产生不同程度的影响。目前，供体掺杂和空位缺陷对

高次谐波的影响已得到研究，与供体掺杂和空位缺陷相

比，受体掺杂后，价带与第一导带之间的带隙变得更窄，

使得电子更容易隧穿到更高导带，所以强激光与受体掺

杂半导体作用后电子的动力学过程需要进一步详细的

研究。本文通过数值求解含时薛定谔方程模拟了受体

掺杂半导体高次谐波的产生。研究发现受体掺杂后，第

一平台谐波效率无明显变化，第二平台谐波效率提高了

约 3~4数量级。通过分析掺杂半导体的谐波谱、能带结

构和含时布居图，对其物理机制进行了合理解释。

2 理论方法

本文通过数值求解一维含时薛定谔方程，研究了

中红外激光与受体掺杂和未掺杂半导体相互作用产生

的高次谐波。激光偏振方向沿 x轴，在长度规范下，一

维含时薛定谔方程［18］可以表述为（如无特殊说明，通篇

使用原子单位）

i ∂∂t ψ ( x，t )=[ Ĥ 0 + xE ( t ) ] ψ ( x，t )， （1）

式中：Ĥ 0 = p̂2 2+V ( x )为无外场作用时的哈密顿算

符，其中 p̂为动量算符，V ( x )为周期性晶格势；E（t）为

激光场的表达式，即E ( t )= E 0 f ( t ) cos (ωt )，其中E 0和

ω分别代表激光的峰值振幅和激光频率。本文采用的

激光脉冲包络 f ( t )为 sin2型，脉冲持续时间为 8个光周

期（optical cycle，o. c.），激光波长为 3200 nm，激光强度

为 8.087× 101 1 W/ cm2。未掺杂半导体的周期性晶格

势采用 Mathieu 势［19］，具体形式为 V ( x )=-V 0
é

ë
ê
êê
ê1+

cos ( 2πx
a0
)ù
û
úúúú，其中V 0 = 0.37 a.u.（原子单位）表示周期势

的深度，a0 = 8 a.u.表示晶格常数，Mathieu势作为一种

典型的模型周期势，目前被广泛应用于固体高次谐

波［13，17］的研究领域中。

对于受体掺杂情况，受主杂质周期性地取代了未

掺杂半导体中的原子，形成更浅的有效势。基于

Mathieu势的掺杂周期势［16］为

V ( x )=
ì
í
î

ïïïï

ïïïï

-V 0[ ]1+cos ( 2πx/a0 ) x<m or x>n

-V 1[ ]1+cos ( 2πx/a0 ) m≤x≤n
， （2）

式中V 1 = 0.26 a. u.［16］。本文数值计算空间范围为 63
个晶格周期，其坐标区间为［−252，252］a. u.，如
图 1（a）所示，在［−28，28］a. u. 展示了 7个晶格的周

期势，虚线为未掺杂一维周期势，实线为受体掺杂一维

周期势，位于［−4，4］a. u. 范围内的 1个晶格势能参

数为 V 1 = 0.26 a. u.，每 7个晶格掺一个受主杂质，掺

杂率为 0. 143。

无外场情况下，通过数值求解能量本征方程可以

得到固体的能带结构。能量本征方程为 Ĥ 0φn ( x )=
Enφn ( x )，其中 n是量子态数，En是能量本征值，φn ( x )
是能量本征值 En 对应的本征函数。通过在坐标空间

图 1 未掺杂和受体掺杂半导体的一维周期势和能带结构图。（a）一维周期势；（b）能带结构

Fig. 1 One-dimensional periodic potentials and energy-band structures of undoped and acceptor-doped semiconductors. (a) One-
dimensional periodic potentials; (b) energy-band structures

对角化 Ĥ 0求解能量本征方程，图 1（b）是用对角化方案

计算所得到的能带结构图，三角形和圆圈分别对应未

掺杂和受体掺杂半导体的能带结构。未掺杂半导体的

每个能带都可以清晰地分辨出来，价带（VB）和导带

（CB1、CB2和 CB3）分别对应本征态数 64~126，127~
189，190~252和 253~315。受体掺杂改变了半导体的

周期性，如图 1（b）所示，掺杂后价带 VB发生分裂，本

征态数为 118~126的能带形成了孤立能带，使 VB和

CB1之间的带隙变窄。计算中选择价带顶部的本征态

（n=126）作为初始态［17］。

求得初始波函数之后，通过二阶劈裂算符方法求

解一维含时薛定谔方程，得到任意时刻的波函数 ψ ( t )，
进而得出激光诱导电流［17］：

j ( t )=- ψ ( t ) p̂ ψ ( t ) ， （3）
对电流 j ( t )作傅里叶变换并取模方就得到了高次谐

波谱［17］：

H (ω)= 2
3πc2 | ∫j ( t ) e

-iωtdt | 2， （4）

利用小波变换方法进行时频分析［20］：

Fω ( t )= ∫j ( t ') ω W [ω ( t '- t )] dt '， （5）
其中W [ ω ( t '- t ) ]的表达式为

W ( x )= 1
τ
eix exp ( -x

2

2τ 2
)。 （6）

为了进一步得到固体中各个能带电子的含时分布

成像［21］（TDPI）图，通过计算含时波函数 ψ ( t )在本征

态 φn上投影的模方得

|Cn ( t ) |
2
= | φn ψ ( t ) | 2。 （7）

TDPI图可以描述固体高次谐波产生的电子动力学

过程。

3 结果与讨论

为了研究受体掺杂半导体高次谐波谱的特性，

图 2（a）~2（d）展 示 了 掺 杂 率 分 别 为 0（未 掺 杂）、

0. 016、0. 048、0. 111和 0. 143的高次谐波谱。从图中

可以看到未掺杂半导体谐波谱（虚线）呈现出明显的双

平台结构，第一平台谐波阶次从第 11阶到 33阶；第二

平台谐波阶次从第 42阶到 111阶，第一平台谐波效率

比第二平台高约 5个数量级；受体掺杂半导体谐波谱

（实线）第一平台谐波效率无明显提高，第二平台谐波

效率提高了约 3~4个数量级。

为了更直观地分析第二平台谐波效率提高的物理

机制，图 3展示了掺杂率为 0和 0. 143的 TDPI图。当

图 2 不同掺杂率的高次谐波谱。虚线展示了未掺杂（掺杂率为 0）的高次谐波谱，实线展示了不同掺杂率的高次谐波谱。（a）掺杂率

为 0. 016；（b）掺杂率为 0. 048；（c）掺杂率为 0. 111；（d）掺杂率为 0. 143
Fig. 2 High-order harmonic generation (HHG) spectra with different doping rates. Dotted lines show HHG spectra with doping rate of

0 (undoped) and solid lines show HHG spectra with different doping rates. (a) Doping rate is 0. 016; (b) doping rate is 0. 048;
(c) doping rate is 0. 111; (d) doping rate is 0. 143
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189，190~252和 253~315。受体掺杂改变了半导体的

周期性，如图 1（b）所示，掺杂后价带 VB发生分裂，本

征态数为 118~126的能带形成了孤立能带，使 VB和

CB1之间的带隙变窄。计算中选择价带顶部的本征态

（n=126）作为初始态［17］。

求得初始波函数之后，通过二阶劈裂算符方法求

解一维含时薛定谔方程，得到任意时刻的波函数 ψ ( t )，
进而得出激光诱导电流［17］：

j ( t )=- ψ ( t ) p̂ ψ ( t ) ， （3）
对电流 j ( t )作傅里叶变换并取模方就得到了高次谐

波谱［17］：

H (ω)= 2
3πc2 | ∫j ( t ) e

-iωtdt | 2， （4）

利用小波变换方法进行时频分析［20］：

Fω ( t )= ∫j ( t ') ω W [ω ( t '- t )] dt '， （5）
其中W [ ω ( t '- t ) ]的表达式为

W ( x )= 1
τ
eix exp ( -x

2

2τ 2
)。 （6）

为了进一步得到固体中各个能带电子的含时分布

成像［21］（TDPI）图，通过计算含时波函数 ψ ( t )在本征

态 φn上投影的模方得

|Cn ( t ) |
2
= | φn ψ ( t ) | 2。 （7）

TDPI图可以描述固体高次谐波产生的电子动力学

过程。

3 结果与讨论

为了研究受体掺杂半导体高次谐波谱的特性，

图 2（a）~2（d）展 示 了 掺 杂 率 分 别 为 0（未 掺 杂）、

0. 016、0. 048、0. 111和 0. 143的高次谐波谱。从图中

可以看到未掺杂半导体谐波谱（虚线）呈现出明显的双

平台结构，第一平台谐波阶次从第 11阶到 33阶；第二

平台谐波阶次从第 42阶到 111阶，第一平台谐波效率

比第二平台高约 5个数量级；受体掺杂半导体谐波谱

（实线）第一平台谐波效率无明显提高，第二平台谐波

效率提高了约 3~4个数量级。

为了更直观地分析第二平台谐波效率提高的物理

机制，图 3展示了掺杂率为 0和 0. 143的 TDPI图。当

图 2 不同掺杂率的高次谐波谱。虚线展示了未掺杂（掺杂率为 0）的高次谐波谱，实线展示了不同掺杂率的高次谐波谱。（a）掺杂率

为 0. 016；（b）掺杂率为 0. 048；（c）掺杂率为 0. 111；（d）掺杂率为 0. 143
Fig. 2 High-order harmonic generation (HHG) spectra with different doping rates. Dotted lines show HHG spectra with doping rate of

0 (undoped) and solid lines show HHG spectra with different doping rates. (a) Doping rate is 0. 016; (b) doping rate is 0. 048;
(c) doping rate is 0. 111; (d) doping rate is 0. 143
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强激光作用在半导体上，位于价带 VB顶的电子通过

VB和 CB1之间的带隙隧穿到 CB1。激光持续作用，

隧穿到 CB1的电子，一部分可以跃迁回 VB并辐射第

一平台高次谐波；另一部分电子在激光作用下继续运

动到布里渊区边界，这时 CB1和 CB2之间的带隙最

小，电子可以从 CB1隧穿到更高导带 CB2，CB2中的

电子可以跃迁回 VB并辐射第二平台的高次谐波。在

讨论中，如图 1（b）所示，导带 CB2和 CB3之间的带隙

接近零，彼此之间有强烈的耦合作用，因此可以将导带

CB2和 CB3看成一个整体。图 3（a）为未掺杂半导体

各能带中电子布居分布，VB和 CB1之间的带隙 g1为
本征态数 n=127和 n=126之间的能量差 4. 19 eV，

CB1和 CB2之间的带隙 g2为量子态 n=189和 n=190
之间的能量差 0. 86 eV。从图中可以看到，位于价带

VB顶部的电子通过带隙 g1隧穿到导带 CB1，电子在

CB1振荡产生的最高峰值（n=180）与 VB的最低峰值

（n=69）之间的能量差 ΔE 1与第一平台的谐波截止能

量一致，即第一平台的谐波由 CB1到 VB的电子跃迁

产生。电子继续在激光场作用下在 CB1中运动，当电

子运动到 CB1顶部时，电子可以通过带隙 g2跃迁到更

高导带 CB2和 CB3，电子在 CB3振荡产生的最高峰值

（n=301）与 VB 的 最 低 峰 值（n=69）之 间 的 能 量 差

ΔE 2与第二平台的谐波截止能量一致，即第二平台的

谐波由 CB3和 CB2到VB的电子跃迁产生。从图 3（a）
可以看到在 CB1顶部的电子布居数很小，所以只有很

少的电子可以跃迁到更高的导带，因此导带 CB2和
CB3中的电子布居数很小，未掺杂半导体第二平台的

谐波效率很低。图 3（b）显示了受体掺杂半导体各能

带中的电子布居分布，如图 1（b）所示，掺杂后价带 VB
出现明显的能带分裂现象，其中本征态数 n为 118~
126的能带形成了孤立能带。由于孤立能带的出现，

如图 1（b1）~（b2）所示，掺杂后VB和 CB1之间的带隙

g1由 4. 19 eV减小为 2. 66 eV，这使得价带 VB顶部的

电子更容易隧穿到导带 CB1，导带 CB1的电子布居数

大大增加；CB1和 CB2之间的带隙 g2由 0. 86 eV减小

为 0. 72 eV，使得 CB1到 CB2的隧穿更容易发生，所以

受体掺杂半导体在 CB2和 CB3上的电子布居数大大

增加，远远高于未掺杂半导体。由于第二平台主要是

由电子从高导带 CB2和 CB3跃迁到 VB贡献的，所以

掺杂后第二平台的谐波效率大大提高。

4 结 论

研究了受体掺杂半导体高次谐波的产生和效率，

结果表明，受体掺杂改变了半导体的能带结构，价带

VB发生分裂，本征态数为 118~126的能带形成了孤

立能带，使得 VB和 CB1之间的带隙以及 CB1和 CB2
之间的带隙变窄，因此电子更容易隧穿到更高导带，使

得 CB2和 CB3的电子布居数增大，从而大大提高了第

二平台的谐波效率。
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