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两比特海森堡自旋链体系中几何量子失协在
非马尔可夫环境下的演化

艾则孜姑丽·阿不都克热木，白慧婷，阿依尼沙·牙生，迪丽达尔·海依提江，阿拉帕提·阿不力米提，

艾合买提·阿不力孜*

新疆师范大学物理与电子工程学院，新疆 乌鲁木齐 830054

摘要 利用量子态扩散方法，研究了在非马尔可夫环境下海森堡 XXZ自旋模型中几何量子失协（GQD）的演化特

性。分析了环境关联参数 γ、xy平面上的耦合常数 Jxy、z方向上的耦合常数 Jz、外加磁场 B以及 Dzyaloshinskii-
Moriya（DM）相互作用对 GQD动力学演化特性的影响。结果表明：γ越短，即环境的非马尔可夫效应越明显，越有

利于有效提高系统的 GQD；选取的初始态不同，Jxy和 Jz对 GQD起到的作用也不同；在非马尔可夫环境下，适当地

增大 B可提高GQD，而DM相互作用的引入会导致GQD衰减振荡。值得一提的是：可以从无纠缠初态系统有效地

诱导出GQD。
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Evolution of Geometric Quantum Discord of Two-Bit Heisenberg Spin
Chain System in Non-Markovian Environment
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Abstract The evolution properties of geometric quantum discord (GQD) of the Heisenberg XXZ spin model in a
non-Markovian environment are studied using the quantum state diffusion method. The influences of environmental
correlation parameters γ, coupling constants in the xy plane Jxy, coupling constants in the z direction Jz, applied
magnetic field B and Dzyaloshinskii-Moriya (DM) interactions on the GQD dynamics are analyzed. The results show
that the shorter the γ is, the more obvious the non-Markovian characteristics of the environment are, the better it is
to effectively improve the GQD; Jxy and Jz have different effects on the GQD when different initial states are selected;
in the non-Markovian environment, increasing the magnetic field B can improve the GQD, while the DM interaction
will lead to decaying oscillations of the GQD. It is worth mentioning that the GQD can be effectively induced from
the entanglement-free initial state system.
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1 引 言

量子信息的起源可以追溯到爱因斯坦等［1］提出

的 Einstein-Podolsky-Rosen（EPR）佯谬。人们在讨论

EPR佯谬时引入了量子纠缠［2］的概念，量子纠缠作为

量子信息处理和量子计算的重要物理资源，在量子

隐形传态［3］、量子纠错［4］、量子密钥分配［5］等方面起着

不可估量的作用。随着量子纠缠的深入研究，科学

家们发现量子纠缠只是量子关联的一种特殊形式，

还存在一些非纠缠的量子关联。为了更加全面地描

述这种非纠缠类量子关联，2001年 Olliver和 Zurek［6］

引入了量子失协的概念，量子失协比量子纠缠更能

刻画量子系统中所包含的关联，并且量子失协在实

验和理论上都展现了比量子纠缠更大的优势。但是

在量子失协计算中对经典关联的计算通常需要引进

一套完备的测量基，并对所有的测量基进行优化。

因此，量子失协的计算非常困难，为克服这一困难，

2010年 Dakić等［7-8］提出了几何量子失协（GQD）的概

念，从而大大简化了量子失协最优化测量的复杂性，

GQD从此被广泛应用于度量两体量子关联。

在现实中，量子系统与其环境之间相互作用引

起量子退相干，阻碍量子信息处理过程的实现。如

何描述开放量子系统的动力学演化过程，生成、保

持或恢复量子相干性是量子信息技术从理论走向

实际应用的关键［9］。一般在研究开放量子系统的

动力学特征时，依照量子系统与环境相互作用的特

点，可以把其动力学演化过程分为马尔可夫和非马

尔可夫两种基本过程。对于马尔可夫过程，体系的

部分能量和信息只能单向地流入到环境，而不会反

作用于体系，这必将导致体系量子特性的不可逆消

失。然而，在非马尔可夫过程中环境表现出记忆效

应，即从系统流到环境中的能量或者信息会部分被

反馈给系统，从而使得系统现在的状态演化依赖于

其历史。越来越多的研究成果表明：量子非马尔可

夫过程较马尔可夫过程在量子通信与量子处理任

务中具有更多的优越性，包括：制备稳定的量子纠

缠态，提高量子通信质量等［10-14］，因而得到了普遍

关注。固态体系虽具有良好的可操控性和可扩展

性等优点，但由于其环境自由度过多、与环境耦合

很强等原因无法长时间保持相干性，甚至可能会出

现“纠缠猝死”现象［15-16］。然而，另一方面，这种强

耦合恰恰就是符合非马尔可夫过程的一种情形。

因此，可否利用环境记忆效应生成或恢复固态体系

的量子相干性或量子关联成为人们关注的一个重

点问题。

目前人们对描述非马尔可夫动力学的方法开

展了广泛且深入的研究，并提出了很多有效的方

法，如：关联投影超算符方法［17］、后马尔可夫（post-
Markovian）主方程方法［18］和非马尔可夫量子曲线处

理［19］等。其中，1997年 Diósi等［20-21］提出的非马尔可

夫量子态扩散（QSD）方法，作为一个数值处理随机

纯态的方法，不仅能用来精确地研究非马尔可夫过

程带来的奇异性质，还能够极大地提高计算效率。

用此方法可以分析开放量子系统的随机动力学特

征、系统的耗散、仿真算法的消相干及其稳定性

等［22-26］。近年来，赵新宇等［27］研究二能级原子与一

个共同玻色库强耦合的模型，发现如果环境记忆时

间选择恰当，非马尔可夫噪声可以诱导出较大的量

子纠缠。但是，利用QSD方法对非马尔可夫环境下

GQD的研究尚未报道。

本文介绍了两量子比特海森堡 XXZ自旋链模

型并利用QSD方程推导出非马尔可夫主方程，并且

给出了各种量子关联的定义。然后基于非马尔可

夫主方程，讨论了与玻色库相互作用的海森堡 XXZ
自旋链模型中 GQD随时间的演化特性，并给出该

模型中生成和调控GQD的最佳参数。

2 基本原理

2. 1 模型

一个与环境相互作用的开放体系总哈密顿量

可写为 (ℏ= 1)
H tot = H sys + H env + H int， （1）

式中，

H sys = ωAσA
z + ωBσB

z + Jxy(σA
+σB

-+ σA
-σB

+)+
JzσA

z σB
z + B (σA

z + σB
z )+ D z(σA

x σB
y - σA

y σB
x )

是本文讨论的两比特海森堡自旋链系统哈密顿量，

海森堡自旋链模型作为既简单且具有实际意义的

固态物理体系普遍应用于量子信息处理的各个领

域［28］。海森堡模型从自旋耦合相互作用的方向上

可分为 XY、XXZ、XYZ等不同模型。当 Jx= Jy≠ Jz
时，称各向同性的海森堡 XXZ自旋链模型。本文中

系统初始态 φ 考虑的是两量子比特纠缠态，因

此，整个系统可以叫两量子比特海森堡 XXZ自旋链

体系。这里，ωA 和 ωB 是两个相互作用自旋的跃迁

频 率 ；σ x，σ y，σ z 是 2×2 的 泡 利 矩 阵 ；σ±=
( )σx± iσ y 2是升降算符；Jxy 是 xy平面上的耦合常

数；Jz、B、D z分别表示 z方向上的耦合常数、外加磁

场、Dzyaloshinskii-Moriya（DM）相互作用。

H env = ∑ωj b†j b j和
H int =∑

J
( )gj b†j L+ g ∗j b jL† （2）

分别代表的是一个玻色库和相互作用的哈密顿量。

式中：L= κAσA
-+ κBσB

-是系统的耗散耦合算符，其

中 κA和 κB是描述两个自旋的耦合常数；b j(b†j )是环

境的产生、湮灭算符；gj是系统与环境的耦合常数。

2. 2 QSD方程

在非马尔可夫环境下两个二能级原子与玻色

库相互作用，其动力学演化可用以下 QSD方程来

描述［29-31］：

∂
∂tψ t=-iH sysψ t+ Lz*tψ t- L†∫

0

t

dsα ( )t，s
δψ t

δz*s
，（3）

式中：α ( t，s)=∑
j

|| gj
2
e-iωj( )t，s 是环境关联时间；z*t =

-i∑
j

g j z*j eiωj t是环境噪声函数。为计算方便，式（3）

积分中的泛函导数用 O算符来代替，即

δψ t( )z∗
δz∗s

= O ( t，s，z∗)ψ t( z∗)。 （4）

根据以上拟设推导出 O算符微分方程，即

∂
∂t O ( t，s，z*)=[-iH sys + Lz*t - L† Ō ( t，z*)，O ( t，s) ]- L†

δ
δz*s

Ō ( t，z*)， （5）

式 中 Ō ( t，z*)=∫
0

t

dsα ( )t，s O ( )t，s，z* 、初 始 态 设 为

O ( t，s= t，z*)= L，O 算符与噪声有关。为简单起

见，用 Ornstein-Uhlenbeck（O-U）过程描述环境关

联函数 α ( t，s)= γ
2 e

-γ || t- s ，其中 1/γ是环境关联时

间，根据文献［27］可知改变参数 γ可以描述环境的

记忆效应。当 γ→∞，O-U噪声关联函数过渡到马

尔可夫情况，即 α ( t，s)→ δ ( t- s)。相反地，当 γ较

小时，环境表现出记忆特性，系统就处在非马尔可

夫状态。对于两量子比特模型，O算符包含两个噪

声项，即零阶噪声项和一阶噪声项［32］：

O ( t，s，z*)= O 0 ( t，s)+∫
0

t

ds1 z*s1O 1 ( )t，s，s1 。（6）

此时的非马尔可夫主方程可推导出如下形式：

∂ρt
∂t =-i [H sys，ρ t ]+{ }L，M [ P t Ō† ( t，z*) ] +

{ }M [ Ō ( t，z*) P t ]，L† ， （7）

式 中 ：ρ t={ }ψ z*( )t ψ z*( )t =M [ P t ] ；M [ P t ]
是约化密度矩阵取系综平均 ，描述系统动力学

演化。根据文献［27，32］得出的相关结论，当噪声

较 小 时 ，与 式（7）中 的 一 阶 噪 声 相 关 的 算 子

O 1 ( t，s，s1)变得不那么重要，一阶噪声项对最后的数

据计算结果几乎没有影响。因而零阶近似主方程

可写为

∂ρt
∂t =-i [H sys，ρ t ]+{ }L，M [ P t Ō†

( )0 ( t，z*) ] +
{ }M [ Ō ( 0 )( t，z*) P t ]，L† 。 （8）

2. 3 GQD的定义

任何两量子比特系统的密度矩阵 ρAB在布洛赫

（Bloch）表象中可以表示为

ρAB=
1
4
é

ë

ê
êê
ê
ê
êI⊗I+∑

i=1

3

( a iσ i⊗I+b i I⊗σ i)+∑
i，j=1

3

T ijσ i⊗σ j

ù

û

ú
úú
ú
，

（9）
式中：I表示单位矩阵；σ i( i= x，y，z)为泡利矩阵；

a i= trρ (σ i⊗ I )；b i=trρ ( I⊗σ i)；T ij=trρ (σ i⊗σ j)，
那么对应的GQD定义为

D (ρ)= 1
4 ( a2 + T 2 - Kmax) ， （10）

式 中 ：a= (a1，a2，a3) t 为 列 向 量 ； a 2 =∑
i= 1

3

a2i；

 T 2 = tr (T tT )是个矩阵；Kmax 为矩阵 aat+ T tT 的

最大本征值，上标 t表示对矢量或者矩阵进行转置。

利用 GQD进行量子度量时，需要考虑 GQD与

负 性（N）之 间 的 关 系 ，即
m

m- 1 D≥ N 2

( )m- 1 2 =

[ ]Σ λi< 0 λi( )ρTA
2

( )m- 1 2 。若迹范数为单调的，那么对应的

GQD 可 以 满 足 关 系 式 D≥ N，其 中 N (ρ)=
 ρTA

( )1
- 1［33］。对于上述关系，研究者们也报道了

如何判别 GQD与负性之间的关系。文献［34］证实

了对于 2⊗2的量子态满足上述关系，并且说明了对

于 2 ⊗n（n大于 2）量子态，不满足上述关系，因此导

致GQD的增加。后来，文献［35］比较且举例证明了

对于不同量子态的 GQD与负性之间的关系，对于
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数；Jz、B、D z分别表示 z方向上的耦合常数、外加磁

场、Dzyaloshinskii-Moriya（DM）相互作用。

H env = ∑ωj b†j b j和
H int =∑

J
( )gj b†j L+ g ∗j b jL† （2）

分别代表的是一个玻色库和相互作用的哈密顿量。

式中：L= κAσA
-+ κBσB

-是系统的耗散耦合算符，其

中 κA和 κB是描述两个自旋的耦合常数；b j(b†j )是环

境的产生、湮灭算符；gj是系统与环境的耦合常数。

2. 2 QSD方程

在非马尔可夫环境下两个二能级原子与玻色

库相互作用，其动力学演化可用以下 QSD方程来

描述［29-31］：

∂
∂tψ t=-iH sysψ t+ Lz*tψ t- L†∫

0

t

dsα ( )t，s
δψ t

δz*s
，（3）

式中：α ( t，s)=∑
j

|| gj
2
e-iωj( )t，s 是环境关联时间；z*t =

-i∑
j

g j z*j eiωj t是环境噪声函数。为计算方便，式（3）

积分中的泛函导数用 O算符来代替，即

δψ t( )z∗
δz∗s

= O ( t，s，z∗)ψ t( z∗)。 （4）

根据以上拟设推导出 O算符微分方程，即

∂
∂t O ( t，s，z*)=[-iH sys + Lz*t - L† Ō ( t，z*)，O ( t，s) ]- L†

δ
δz*s

Ō ( t，z*)， （5）

式 中 Ō ( t，z*)=∫
0

t

dsα ( )t，s O ( )t，s，z* 、初 始 态 设 为

O ( t，s= t，z*)= L，O 算符与噪声有关。为简单起

见，用 Ornstein-Uhlenbeck（O-U）过程描述环境关

联函数 α ( t，s)= γ
2 e

-γ || t- s ，其中 1/γ是环境关联时

间，根据文献［27］可知改变参数 γ可以描述环境的

记忆效应。当 γ→∞，O-U噪声关联函数过渡到马

尔可夫情况，即 α ( t，s)→ δ ( t- s)。相反地，当 γ较

小时，环境表现出记忆特性，系统就处在非马尔可

夫状态。对于两量子比特模型，O算符包含两个噪

声项，即零阶噪声项和一阶噪声项［32］：

O ( t，s，z*)= O 0 ( t，s)+∫
0

t

ds1 z*s1O 1 ( )t，s，s1 。（6）

此时的非马尔可夫主方程可推导出如下形式：

∂ρt
∂t =-i [H sys，ρ t ]+{ }L，M [ P t Ō† ( t，z*) ] +

{ }M [ Ō ( t，z*) P t ]，L† ， （7）

式 中 ：ρ t={ }ψ z*( )t ψ z*( )t =M [ P t ] ；M [ P t ]
是约化密度矩阵取系综平均 ，描述系统动力学

演化。根据文献［27，32］得出的相关结论，当噪声

较 小 时 ，与 式（7）中 的 一 阶 噪 声 相 关 的 算 子

O 1 ( t，s，s1)变得不那么重要，一阶噪声项对最后的数

据计算结果几乎没有影响。因而零阶近似主方程

可写为

∂ρt
∂t =-i [H sys，ρ t ]+{ }L，M [ P t Ō†

( )0 ( t，z*) ] +
{ }M [ Ō ( 0 )( t，z*) P t ]，L† 。 （8）

2. 3 GQD的定义

任何两量子比特系统的密度矩阵 ρAB在布洛赫

（Bloch）表象中可以表示为

ρAB=
1
4
é

ë

ê
êê
ê
ê
êI⊗I+∑

i=1

3

( a iσ i⊗I+b i I⊗σ i)+∑
i，j=1

3

T ijσ i⊗σ j

ù

û

ú
úú
ú
，

（9）
式中：I表示单位矩阵；σ i( i= x，y，z)为泡利矩阵；

a i= trρ (σ i⊗ I )；b i=trρ ( I⊗σ i)；T ij=trρ (σ i⊗σ j)，
那么对应的GQD定义为

D (ρ)= 1
4 ( a2 + T 2 - Kmax) ， （10）

式 中 ：a= (a1，a2，a3) t 为 列 向 量 ； a 2 =∑
i= 1

3

a2i；

 T 2 = tr (T tT )是个矩阵；Kmax 为矩阵 aat+ T tT 的

最大本征值，上标 t表示对矢量或者矩阵进行转置。

利用 GQD进行量子度量时，需要考虑 GQD与

负 性（N）之 间 的 关 系 ，即
m

m- 1 D≥ N 2

( )m- 1 2 =

[ ]Σ λi< 0 λi( )ρTA
2

( )m- 1 2 。若迹范数为单调的，那么对应的

GQD 可 以 满 足 关 系 式 D≥ N，其 中 N (ρ)=
 ρTA

( )1
- 1［33］。对于上述关系，研究者们也报道了

如何判别 GQD与负性之间的关系。文献［34］证实

了对于 2⊗2的量子态满足上述关系，并且说明了对

于 2 ⊗n（n大于 2）量子态，不满足上述关系，因此导

致GQD的增加。后来，文献［35］比较且举例证明了

对于不同量子态的 GQD与负性之间的关系，对于
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m⊗ m量子态，可以满足GQD与负性的关系。本文

考虑的密度矩阵是 4⊗4的最大纠缠态，因此可以利

用希尔伯特-施密特规范距离下的GQD进行测量。

3 数值结果与分析

在这一节，将利用QSD方法得到的非马尔可夫

主方程式（8）及 GQD的定义式（10），进行数值计算

并分析不同参数对GQD的影响。

首先，分析环境非马尔可夫性，即环境关联参

数 γ对GQD的影响。图 1（a）中，当初始态为最大纠

缠态时，给出了不同的环境关联参数 γ作用下 GQD
的演化。很明显，环境关联参数 γ越短，GQD的值

不仅可以被提高，而且 GQD 衰减过程变慢。从

图 1（b）可以看出，当初始态为可分离态时，环境总

可以诱导出量子关联。更具意义的是，非马尔可夫

性越强，环境诱导出的 GQD就越大，而且最终达到

一个有限的稳定值。以上结果说明的是非马尔可

夫记忆效应对两量子比特系统的反馈作用，即信息

从玻色库返回到系统而引起的 GQD突增。因此以

下的计算过程中，把环境关联参数 γ取为 0. 1。
图 2给出了 xy平面上的耦合常数 Jxy取不同值

时，GQD随时间的演化。从图 2（a）中可以看出，当初

始态为最大纠缠态 ψ 0 ( t )= 1
2
( 01 + 10 )时，在

非马尔可夫环境下，Jxy的增大可以有效提高GQD，说

明 Jxy对GQD起到积极作用。相反地，从图 2（b）可以

图 1 环境噪声的不同记忆时间对 GQD的影响。（a）初始态 ψ0( t )= 1
2
( 01 + 10 )；（b）初始态 ψ0( t )= 00 。其余参数

均为 ωA= ωB= 0.5，κA= κB= 1，Jz= 0.1，Jxy= 0.7

Fig. 1 Effect of different memory time of environmental noise on GQD. (a) Initial state ψ0( t )= 1
2
( 01 + 10 ); (b) initial

state ψ0( t )= 00 . Other parameters:ωA= ωB= 0.5,κA= κB= 1,Jz= 0.1,Jxy= 0.7

图 2 在非马尔可夫环境下，xy平面上的系统耦合常数 Jxy与GQD的关系曲线。（a）初始态 ψ0( t )= 1
2
( 01 + 10 )；

（b）初始态 ψ0( t )= 1
2
( 00 + 11 )；（c）初始态 ψ0( t )= 00 。其余参数均为ωA= ωB= 0.5，κA= κB= 1，Jz= 0.1，γ= 0.1

Fig. 2 Relationship between coupling constants Jxy in xy-plane and GQD in non-Markovian environment. (a) Initial state ψ0( t )=
1
2
( 01 + 10 ); (b) initial state ψ0( t )= 1

2
( 00 + 11 ); (c) initial state ψ0( t )= 00 . Other parameters: ωA=

ωB= 0.5,κA= κB= 1,Jz= 0.1,γ= 0.1
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看出，当初始态为 ψ 0 ( t )= 1
2
( 00 + 11 )时，随

着 Jxy的增大GQD随之减小，削弱了环境非马尔可夫

特性对 GQD的积极作用。图 2（c）中考虑了初始态

为可分离态的情况，Jxy的引入引起 GQD的生成，Jxy

增大引起GQD的峰值几乎接近最大值。

接着，还考虑了 z方向的耦合常数 Jz对 GQD演

化特性的影响，如图 3所示。从图 3（a）中可以看出，

在非马尔可夫环境下 ，当初始态为最大纠缠态

ψ 0 ( t )= 1
2
( 01 + 10 )时，GQD随着 Jz 的增大

而减小。然而，在图 3（b）中当初始态为 ψ 0 ( t )=
1
2
( 00 + 11 )时，Jz 对 GQD的影响从消极变

为积极。图 3（c）中，当初始态为可分离态 ψ 0 ( t )=
00 时，随着 Jz取值的增大，GQD随之增大。

为了更清楚地描述环境非马尔可夫性对量子

关联的影响，图 4给出了不同初始态下GQD随环境

关联参数及时间的三维演化图。从图 4中可以发

现，对于可分离的初始态，非马尔可夫性对 GQD的

影响再次更明确地显示出来。

最后，分别讨论在非马尔可夫环境下外加磁场

及 DM相互作用取不同值时，GQD随时间的演化。

从图 5（a）可见，当初始值为最大纠缠态时，随着外

加磁场 ( Bz )的增大 GQD几乎接近最大值，并且长

时间保持趋于最大值的演化状态。从而得出，加入

外加磁场可以提高 GQD。图 5（b）给出了在非马尔

可夫环境下沿 z方向上的 DM相互作用（Dz）取不同

值时，GQD随时间的演化图像。可以发现 DM相互

作用取值为零时，GQD随时间几乎周期性振荡，在

有些特殊点上还可以达到最大值。当引入DM相互

作用后，GQD开始随时间快速振荡。

图 3 在非马尔可夫环境下，z平面上的系统耦合常数 Jz与 GQD的关系曲线。（a）初始态 ψ0( t )= 1
2
( 01 + 10 )；（b）初始

态 ψ0( t )= 1
2
( 00 + 11 )；（c）初始态 ψ0( t )= 00 。其余参数均为 ωA= ωB= 0.5，κA= κB= 1，Jxy= 0.7，γ= 0.1

Fig. 3 Relationship between coupling constants Jz in z-plane and GQD in non-Markovian environment. (a) Initial state ψ0( t )=
1
2
( 01 + 10 ); (b) initial state ψ0( t )= 1

2
( 00 + 11 ); (c) initial state ψ0( t )= 00 . Other parameters: ωA=

ωB= 0.5,κA= κB= 1,Jxy= 0.7,γ= 0.1

图 4 GQD随环境记忆时间和时间的变化三维图，初始态

ψ0( t )= 00 ，ωA= ωB= 0.5，κA= κB= 1，Jz= 0.1，
Jxy= 0.7

Fig. 4 Three-dimensional plot of GQD with environmental
memory time and time. Initial state ψ0( t )= 00 ,
ωA= ωB= 0.5,κA= κB= 1,Jz= 0.1,Jxy= 0.7
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4 结 论

利用 QSD方法研究了与玻色库强耦合的两比

特海森堡 XXZ自旋链模型的 GQD演化特性，并详

细分析了环境关联参数 γ，z轴上的耦合常数 Jz、xy

平面的耦合常数 Jxy、外加磁场与 DM相互作用对

GQD动力学演化的影响。结果表明，环境的记忆效

应有助于提高GQD。特别是初始态为可分离态时，

GQD在演化的初始阶段可以从零突增至较大的有

限值，即非马尔可夫特性可以诱导出 GQD。此外，

选择合适的初始态，在非马尔可夫环境下两比特间

耦合常数与外加磁场的提高对 GQD随时间的演化

起到了积极作用。
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