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旋转对称非球面表述及其特点分析

刘锦琳，余飞鸿*

浙江大学光电科学与工程学院，浙江 杭州 310027

摘要 在光学设计中，为了给光学系统的设计与优化提供更多的设计自由度，常常使用旋转对称非球面。旋转对

称非球面的标准表达式通常为基准二次曲面与附加多项式的组合，附加多项式可以为偶次幂级数多项式、Zernike
多项式和 Q型多项式等。鉴于此，推导基准二次曲面和基于不同附加多项式的非球面的表达式，对各类旋转对称

非球面的非球面系数和非球面表面斜率进行比较，利用设计实例来对比基于不同附加多项式的非球面在光学设计

中的应用并指出各自的特点。结果表明，相比于其他非球面，基于 Q型多项式的非球面能够更好地控制非球面的

面型，优化效率更高。
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Descriptions of Rotationally Symmetric Aspheres and Analysis of

Their Characteristics

Liu Jinlin, Yu feihong *

College of Optical Science and Engineering, Zhejiang University, Hangzhou, Zhejiang 310027, China

Abstract In optical design， to provide more design freedom for optical system design and optimization， a
rotationally symmetric aspheric surface is often used. The standard expression for a rotationally symmetric aspheric
surface is usually a combination of a base quadric surface and an additional polynomial，which can be an even-power-

series polynomial，Zernike polynomial，or Q-type polynomial，among others. Hence，the expressions for the base
quadric surface and aspheric surface based on different additional polynomials are derived，the aspheric coefficient
and the slope of the aspheric surface of various rotationally symmetric aspheric surfaces are compared，and the
application of an aspheric surface based on different additional polynomials in optical design is compared with design
examples，and the characteristics of each aspheric surface are identified. The results show that，compared with other
aspheric surfaces，the aspheric surface based on a Q-type polynomial can better control the surface shape of the
aspheric surface，and the optimization efficiency is higher.
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1 引 言

非球面透镜作为光学元件的重要组成部分之

一，在光学设计的早期就已逐步应用［1-3］。针对球面

透镜存在像差且难以校正的问题，以及当设计较复

杂或对成像质量要求高的系统时，往往使用非球面

透镜来获得更多的设计自由度、减少光学元件的数

量、简化光学系统结构以及更好地校正光学系统的
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像差。

近年来，随着超精密加工和检测技术的发展，

在光学系统中使用更复杂的光学透镜面型得以成

为可能。目前，常用的非球面为旋转对称非球面，

并且在光学元件国际标准（ISO10110）的第十二部

分中规定了其标准二次曲面的表述［4］。

目前，最常用的旋转对称非球面为基于偶次幂

级数多项式的非球面［5］，其优点是表达式简单、设计

自由度高、更有利于校正像差以及提高光学系统的

像质。但由于其表达式中用于趋近基准二次曲面

的多项式中的各项间不是正交的，而且在优化过程

中随着多项式项数的增加，各项系数可能互相抵

消，造成误差的累积与有效数字的浪费，不利于设

计人员根据系数来调整面型。

当前，使用的成像光学系统通常以光轴旋转

对称，组成光学系统的成像元件及其光瞳都是圆

型的。Zernike多项式是在单位圆上连续的区域，

其各项间相互正交。从将 Zernike多项式用于测试

透镜的相位［6］以来，由于 Zernike多项式所具有的

正交性和对经典像差的平衡表示，使其在圆型光

瞳上具有最小的方差［7-9］，为此在光学领域中得到

了广泛的应用［10-13］。基于 Zernike多项式的非球面

比其他非球面具有明显的优势 ：使用归一化的

Zernike多项式描述像差具有正交性，Zernike系数

值与附加多项式的数量无关，这种正交性意味着

可以添加任意数量的附加项，而且不会影响已经

计算出的项。

最近十几年由美国 QED公司的 Forbes博士［14］

提出了基于 Q型多项式的非球面，其具有优化设计

效率高以及使非球面零件更易于加工和检测等方

面的优势［15-19］，目前已被成功应用在超短焦的全景

镜头［20］、双波段红外光学系统［21］、移动设备相机镜

头［22］、小畸变全景环带光学系统［23］和电子内窥镜物

镜光学系统［24］等设计中，有效提高了镜头的良品

率，获得了较好的设计效果。

本文研究旋转对称非球面的不同表述，并对

各类旋转对称非球面的系数、表面斜率以及在光

学设计中的应用进行比较与分析 ，指出各自的

特点。

2 坐标系与符号的一般规定

非球面的描述使用标准的右手直角坐标系，如

图 1所示。以非球面的顶点作为原点，以坐标系的

z轴作为光轴，方向从左向右。对于非球面表面上

的任意一点，如果曲率中心在顶点的右侧，则半径

为正；如果曲率中心在顶点的左侧，则半径为负。

如果该表面点在顶点的右侧，则该点的矢量方向为

正方向；如果该表面点在顶点的左侧，则该点的矢

量方向为负方向［4］。

3 旋转对称非球面的表达式

3. 1 基准二次曲面的表达式

假设一个旋转对称的非球面绕 z轴旋转，则

满足

z t = f (x2t + y 2t )。 （1）
本文以广义的二次曲面为基准旋转对称非球

面进行讨论［4］。根据图 1和（1）式可知，基准二次曲

面的方程为

z t = f (x t，y t) = c t

x2t
a2t
+ y 2t
b2t

1+ 1- x2t
a2t
- y 2t
b2t

， （2）

式中：a和 b均为常数（可能为虚数，a2和 b2为实数）；

c为一个实常数，可以表示为

a2t c t = R t，x， （3）
b2t c t = R t，y， （4）

K t，x= (a2t c2t )- 1， （5）

K t，y= (b2t c2t )- 1， （6）
式中：Rx为 xz面（zt=0）上非球面的半径；Ry为 yz面
（zt=0）上非球面的半径；Kx 和 Ky 均为二次曲面常

数。（2）式可以改写为

图 1 非球面的直角坐标系表示

Fig. 1 Cartesian coordinate system representation of
aspheric surface
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z t = f ( )x t，y t =

x2t
R t，x

+ y 2t
R t，y

1+ 1-( )1+K t，x ( )x t
R t，x

2

-( )1+K t，y ( )y t
R t，y

2
。 （7）

由（7）式可知，当 z t = f (x t，y t)所表示的基准

二次曲面与 x t = 0或 y t = 0的平面相交时，则K t，x值

和 K t，y值决定了截线的类型。不同 Kt值的基准二次

曲面截面如图 2所示。

对特殊情况进行讨论，当 R t = R t，x = R t，y 和

K t = K t，x = K t，y 时，令 h2t = x2t + y 2t ，其中 h t为曲面

上 任 意 一 点 到 光 轴 的 垂 直 距 离 ，则（7）式 可 以

写为

z t = f (x t，y t) = h2t

R t + R 2
t - ( )1+ K t h2t

。（8）

将曲率 ρ t = 1 R t代入（8）式，可得到常用的绕

z轴旋转对称的基准二次曲面，表达式为

z t (h t) = f (x t，y t) = h2t ρ t

1+ 1- ( )1+ K t h2t ρ2t
。（9）

（9）式必须满足 (1+ K t) h2t ρ2t ≤ 1。
3. 2 基于偶次幂级数多项式的非球面

对于一个旋转对称的非球面，其表达式由基

准二次曲面的多项式和表征非球面与基准二次

曲面偏离的附加多项式两部分组成。基准二次

曲面可以由（9）式来表示，同时（9）式也可以转

换［5］为

ρ e (1+ K e) z2e - 2ze + ρ eh2e = 0。 （10）
对于基于偶次幂级数多项式的非球面，其中表

征非球面与基准二次曲面偏离的附加多项式为偶

次幂级数多项式，增加更高阶的非球面多项式之

后，（10）式可以写为

ρ e ( )1+ K e
é

ë
êê

ù

û
úúze - ( )∑

m= 2

M

A e，2m h2me

2

-

2
é

ë
êê

ù

û
úúze - ( )∑

m= 2

M

A e，2m h2me + ρ eh2e = 0 ， （11）

式中：A2m为非球面多项式的各项系数；M为非球面

多项式的最高次数。

因此，基于偶次幂级数多项式的非球面的表达

式可以写为

ze (h e)= h2e ρe

1+ 1- ( )1+K e h2e ρ2t
+A e，2m h2me 。（12）

当 m= 2，3，4，⋅ ⋅ ⋅，7、-1≤ h e ≤ 1 和 -1≤
A e，2m h2me ≤ 1时，基于偶次幂级数多项式的非球面附

加多项式的曲线如图 3所示。

由于基于偶次幂级数多项式的非球面的表达

式简单，所以该非球面是应用广泛的非球面之一。

在实际的光学设计中，为了实现更多的设计自由

度，可以将更多的偶数项添加到附加多项式的展开

式中并进行优化设计。原则上，只要多项式的项数

足够多，这种表达方式可以对任意旋转对称的非球

面面型以任意精度逼近。为了更精确地表达所需

的非球面，需要的多项式项数将会越来越多，若已

知需要表征的非球面，只要确定其基准二次曲面的

表达式就可以运用最小二乘法来确定 A e，2m 的最佳

数值。但由于附加多项式没有实际的物理意义，也

图 2 不同Kt值的基准二次曲面截面图

Fig. 2 Cross sections of reference quadric surfaces with
different values of Kt

图 3 基于偶次幂级数多项式的非球面附加多项式的曲线

Fig. 3 Curves of aspheric surface additive polynomials
based on even power series polynomials
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不是正交多项式，而且在优化过程中系数的数值不

稳定，往往出现系数符号正负交替的形式，如图 4
所示。

对于基于偶次幂级数多项式的非球面来说，

相同的非球面面型可能对应着几组数值和符号都

不同的系数，因此只能通过各项系数的相互抵消

来表征所需的非球面形状。附加多项式系数间的

互相抵消，一方面可能导致非球面的设计效率降

低，设计人员无法通过直接修改非球面系数来控

制非球面的面型；另一方面更容易导致非球面系

数出现四舍五入的误差，从而降低制造及测量的

效率。

由 Kross等［25］实验研究结果表明，基于偶次幂

级数多项式的非球面在优化过程中，附加多项式的

系数A e，2m随实际焦距的变化很大，因此提出了新的

附加多项式系数 B e，2m，可表示为

B e，2m= A e，2m ρe 1- 2m。 （13）

由（13）式可以得到新的基于偶次幂级数多项

式的非球面表达式，即

ze (h e) = h2e ρ

1+ 1- ( )1+ K e h2e ρ2e
+

1
ρ e ∑m= 2

M

B e，2m ( )h e ρe
2m
。 （14）

非球面与基准二次曲面的偏离情况如图 5所
示，其中 he为非球面上任意一点到光轴的垂直距

离，C 0 为球心，φ e 为非球面上任意一点到球心 C 0

的 连 线 与 光 轴 的 夹 角 ，R e 为 非 球 面 顶 点 处 的

半径。

从图 5可以得到

h e ρe =
h e
R e
= sin φ e。 （15）

那么，（14）式也可以写成

ze ( )h e ρe =
1
ρ e

é

ë

ê

ê
êê

ù

û

ú

ú
úú

( )h e ρe
2

1+ 1- ( )1+ K e ( )h e ρe
2
+ ∑

m= 2

M

B e,2m ( )h e ρe
2m

。 （16）

对于附加多项式的表达式，（14）式和（16）式将

（12）式中以 he扩展的偶次幂级数多项式转换成以

φ e扩展的偶次幂级数多项式。当对光学系统的焦

距进行放大或缩小时，由于孔径角 φ e具有不变性，

则附加多项式的系数不会随焦距的改变而改变，这

样一来非球面的表达式变得更稳定，该表达式的缺

点是不适用于顶点曲率为零的非球面（非球面半径

为无穷大）。

3. 3 基于 Zernike多项式的非球面

任 意 一 点 P 在 单 位 圆 平 面 中 的 直 角 坐 标

P (x，y)和极坐标 P (r，θ)如图 6所示，其中 O为极坐

标系的极点，r为点 P的极径，θ为逆时针方向 Oy到

OP的夹角，即极角。

任何连续的函数可以用一系列多项式来表

示［26］，即

F ( )r，θ =∑
i

A i fi ( )r，θ ， （17）

图 4 基于偶次幂级数多项式的非球面附加多项式系数的

符号正负交替曲线

Fig. 4 Positive and negative sign alternating curves of
aspheric surface coefficient of additional polynomial

based on even power series polynomial

图 5 非球面与基准二次曲面的偏离示意图

Fig. 5 Diagram of deviation between aspheric surface and
datum quadric
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式中：fi (ρ，θ)为单个多项式表示，i=1，2，3，…。多

项式的正交性可表示为

∬fi ( )r，θ fj (r，θ) drdr= δij， （18）

式中：δij 为克罗内克函数，即二元函数；j=1，2，
3，…。当 i值与 j值相同时，如果积分中的两个多

项式相同，则积分结果恰好为 1；如果积分中的两

个多项式不同，则积分结果为 0。多项式的第一

个性质是正态性，即多项式被归一化；第二个性

质 是 正 交 性 ，因 此 将 其 指 定 为 正 交 正 态 多 项

式集。

为了描述已知的任意波阵面W (r，θ)，需要计

算各个多项式的系数 Ai，此处只需将W (r，θ)与单

个多项式 fi (r，θ)进行交叉积分，可以得到

∬W ( )r,θ fi ( )r,θ drdθ= ∑
i

δ ii A i， （19）

∬W (r，θ) fi (r，θ) drdθ= Ai 。 （20）

因此，（20）式给出的积分可以确定任意系数。

系数 Ai表示每个多项式的项对波前误差贡献的多

少。实际上，由于多项式具有正交性，则每个分量

的幅度 Ai 代表该分量贡献的方均根（RMS）值，因

此总方均根波前误差由各个系数的平方和的平方

根来表示，即

W 2 ( )r，θ = ∬W ( )r，θ ∗W ( )r，θ drdθ= ∑
i

A 2
i ，

（21）
式中：⋅ 为加权平均值；*为卷积符号。对于使用

Zernike多项式来描述任意波阵面W (r，θ)的函数，

可以根据多项式 Z进行展开，该多项式 Z在整个圆

型的光瞳表面上是正交的，即

W (r，θ) = ∑
α，β

C β
α Z β

α (r，θ)， （22）

式中：C为 Zernike多项式的各项系数；Z为多项式函

数；α为极点角频率的系数；β为 Zernike多项式的最

大径向阶数。

因 此 ，Zernike 多 项 式 在 极 坐 标 系 中 (X =
r sin θ，Y = r cos θ)可以表示为

Z β
α (r，θ)± iZ -β

α (r，θ) = V -β
α (r cos θ，r sin θ) =V β

α ( )r exp ( )±imθ ， （23）
Z β
α (r，θ) = V β

α (r) cosmθ， （24）
Z -β
α (r，θ) = V β

α (r) sinmθ， （25）
式中：V β

α (r)为径向函数。对单位圆进行归一化，则径向坐标 r的取值范围为 0≤ r≤ 1。径向函数V β
α (r)可

表示为

V β
α (r)= ∑

l=0

( )α-β 2 ( )-1 l ( )α-l ！

l！é
ë
ê

ù
û
ú

1
2 ( )α+β -l ！é

ë
ê

ù
û
ú

1
2 ( )α-β -l ！

r α-2l。 （26）

Kross等［25］以二次曲面为基准曲面，将 Zernike多项式作为附加多项式来描述旋转对称的非球面，该过程

选择了极点角频率系数为 4，最大径向阶数为 2β的径向函数V 4
2β (r)，即

V 4
2β (r) = ∑

l= 0

β- 2 ( )-1 l ( )2β- l ！

l！( )β+ 2- l ！( )β- 2- l ！
r 2β- 2l。 （27）

由（27）式可以写出m= 2，3，4，⋅ ⋅ ⋅，7的径向函数V 4
2m (r)的表达式，即

图 6 任意一点 P在单位圆平面中的直角坐标和极坐标

Fig. 6 Cartesian and polar coordinates of any point P in unit
circle plane
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V 4
4 ( )r = r 4

V 4
6 ( )r =-5r 4 + 6r 6

V 4
8 ( )r = 15r 4 - 42r 6 + 28r 8

V 4
10 ( )r =-35r 4 + 168r 6 - 252r 8 + 120r 10

V 4
12 ( )r = 70r 4 - 504r 6 + 1260r 8 - 1320r 10 + 495r 12

V 4
14 ( )r =-126r 4 + 1260r 6 - 4620r 8 + 7920r 10 - 6435r 12 + 2002r 14

。 （28）

根据（14）式可知，基于 Zernike多项式的非球面的表达式可以写为

zZ (hZ) = h2Z ρZ

1+ 1- ( )1+ KZ h2Z ρ2Z
+ 1
ρZ ∑m= 2

M

CZ，2mV 4
Z，2β ( )r 。 （29）

对 半 孔 径 进 行 归 一 化 ， 即 r=
hZ ρZ hZ，max ρZ = hZ hZ，max，其中 hmax为非球面到光轴

的最大垂直距离，即最大通光半孔径。

同样（16）式也可以写为

zZ ( )hZ ρZ =
1
ρZ

é

ë

ê

ê
êê

ù

û

ú

ú
úú

( )hZ ρZ
2

1+ 1- ( )1+ KZ ( )hZ ρZ
2
+ ∑

m= 2

M

CZ，2mV 4
Z，2β ( )r 。 （30）

当m=2，3，4，…，7、-1≤r≤1和-1≤V 4
Z，2m ( r )≤1

时，Zernike多项式的径向函数 V 4
Z，2m (r)的函数曲线

如图 7所示。从图 7可以看到，相比于基于偶次幂

级数多项式的非球面，基于 Zernike多项式的非球面

的附加多项式为正交多项式，避免了附加多项式各

项系数符号正负交替和互相抵消，而且在光学设计

中具有一定的优势，能够更好地校正系统的像差。

3. 4 基于Q型多项式的非球面

2007年，Forbes博士［14］提出以非标准的正交多

项式来代替简单的幂级数多项式为基底的 Q型非

球面。Q型非球面分为两种，一种为强非球面 Qcon，

另一种为温和非球面Qbfs。

3. 4. 1 强非球面

强非球面 Qcon的表达式同样由基准二次曲面和

表征非球面与基准二次曲面偏离的附加多项式组

成。相比于其他非球面，这里使用正交化的 Q型多

项式Q con，m (r 2)作为附加多项式。

Qcon非球面与基准二次曲面如图 8所示，其中

Δz con为 Qcon非球面与基准二次曲面的偏离量，可以

写为

Δz con ( r )= r 4 ∑
m= 0

M

amQ con，m ( )r 2 。 （31）

对于Qcon非球面，其表达式为

z con (h con) = ρh2con
1+ 1- ( )1+ K ρ2conh2con

+

r 4 ∑
m= 0

M

amQ con，m ( )r 2 。 （32）

假设需要拟合 z con = f (h con)的曲面，在确定最

佳的拟合圆锥曲线之后，附加多项式的系数可以用

来最小化非球面与基准二次曲面偏离的方均根。

图 7 Zernike多项式的径向函数V 4
Z，2m (r)的函数曲线

Fig. 7 Curves of radial function V 4
Z，2m (r) of Zernike

polynomials

图 8 Qcon非球面与基准二次曲面的示意图

Fig. 8 Schematic of Qcon aspheric surface and reference
quadric surface

设定 f (h con)与（32）式中表征基准二次曲面的分量的

差值为 g con (h con)，即

g con (h con)= f (h con)- ρ conh2con

1+ 1- ( )1+K con ρ2conh2con
。

（33）
那么，实际的曲面与模拟的差值的最小值为

E 2
con (a0，a1，⋅ ⋅ ⋅，aM) =

é

ë
ê

ù

û
úg con ( )rh con，max - r 4 ∑

m= 0

M

amQ con，m ( )r 2
2

。（34）

（34）式执行了最小二乘法。将 E 2
con的梯度设为

0，可得到最佳系数的表达式，即

∑
m= 0

M

G con，mn am= bm， （35）

式中：bm= g con ( )rh con，max r 4Q con，m ( )r 2 。Gram 矩阵

的元素可表示为

G con，mn= r 8Q con，m ( )r 2 Q con，n ( )r 2 =

∫0
1
Q con，m (x2)Q con，n ( )r 2 x4dx。 （36）

因此，如果选择 Jacobi多项式的特殊情况作为

基底，则Gram矩阵为对角矩阵，即

Q con，m (x) = P ( )0，4
con，m (2x- 1) ， （37）

式中：P ( )0，4
m 为系数为 0和 4的正交化的 Jacobi多项

式。Q con，m (r 2)是一组以 am 为系数的 m 阶正交化

Jacobi多项式，该系列多项式的前 6项可表示为

ì

í

î

ï

ï

ï

ï
ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï
ï
ïï
ï

Q con，0 ( )r 2 = 1
Q con，1 ( )r 2 =- ( )5- 6r 2

Q con，2 ( )r 2 = 15- 14r 2 ( )3- 2r 2

Q con，3 ( )r 2 =-{ }35- 12r 2 [ ]14- r 2 ( )21- 10r 2

Q con，4 ( )r 2 = 70- 3r 2{ }168- 5r 2 [ ]84- 11r 2 ( )8- 3r 2

Q con，5 ( )r 2 =-{ }126- r 2{ }1260- 11r 2{ }420- r 2 [ ]720- 13r 2 ( )45- 14r 2

。 （38）

Qcon非球面附加多项式的正交基底曲线如图 9
所示。从图 9可以看到，当 m取不同值时，不同的

Qcon非球面附加多项式的正交基底是在同一个最大

值的基础上按比例缩小的，因此可以更好地控制各

项的系数。

由（38）式与（28）式对比可知，Qcon非球面附加

多项式仅仅是修正后的 Zernike多项式，两者的关系

可表示为

r 4Q con，m (r 2) = V 4
con，2m (r 2)， （39）

am= C con，2m ρ con 。 （40）

由（39）式和（40）式可以看到，Qcon非球面附加多项

式是将Zernike多项式中的 u4从求和公式中分离出来，

附加多项式的 am与对应的Zernike多项式系数相关。

3. 4. 2 温和非球面
温和非球面 Qbfs的表达式由最佳拟合球面和表

征非球面与最佳拟合球面偏离的附加多项式组成

（最佳拟合球面为同时通过该非球面顶点和最大通

光口径边缘的球面），即 Qbfs非球面将其最佳拟合球

面作为基准的二次曲面。同样这里使用正交化的

Q型多项式Q bfs，m (r 2)作为附加多项式。

Qbfs非球面与最佳拟合球面如图 10所示，其中

Δzbfs为 Qbfs非球面与最佳拟合球面的偏离量。定义

Δzbfs = f (hbfs，max)，则 Qbfs非球面最佳拟合球面的曲

率 ρbfs为

ρbfs = 2f ( )hmax，bfs é
ë

ù
ûh2max，bfs + f ( )hmax，bfs
2

。（41）

Qbfs非球面与最佳拟合球面的偏离量 Δzbfs可以

写为

Δzbfs ( r )=
r 2 ( )1- r 2

1- ρ2bfsh2bfs
∑
m= 0

M

amQ bfs，m (r 2) 。（42）

对于Qbfs非球面，其表达式为

图 9 Qcon非球面附加多项式正交基底的曲线

Fig. 9 Curves of Qcon aspheric surface with additional
polynomial orthogonal basis
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设定 f (h con)与（32）式中表征基准二次曲面的分量的

差值为 g con (h con)，即

g con (h con)= f (h con)- ρ conh2con

1+ 1- ( )1+K con ρ2conh2con
。

（33）
那么，实际的曲面与模拟的差值的最小值为

E 2
con (a0，a1，⋅ ⋅ ⋅，aM) =

é

ë
ê

ù

û
úg con ( )rh con，max - r 4 ∑

m= 0

M

amQ con，m ( )r 2
2

。（34）

（34）式执行了最小二乘法。将 E 2
con的梯度设为

0，可得到最佳系数的表达式，即

∑
m= 0

M

G con，mn am= bm， （35）

式中：bm= g con ( )rh con，max r 4Q con，m ( )r 2 。Gram 矩阵

的元素可表示为

G con，mn= r 8Q con，m ( )r 2 Q con，n ( )r 2 =

∫0
1
Q con，m (x2)Q con，n ( )r 2 x4dx。 （36）

因此，如果选择 Jacobi多项式的特殊情况作为

基底，则Gram矩阵为对角矩阵，即

Q con，m (x) = P ( )0，4
con，m (2x- 1) ， （37）

式中：P ( )0，4
m 为系数为 0和 4的正交化的 Jacobi多项

式。Q con，m (r 2)是一组以 am 为系数的 m 阶正交化

Jacobi多项式，该系列多项式的前 6项可表示为

ì

í

î

ï

ï

ï

ï
ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï
ï
ïï
ï

Q con，0 ( )r 2 = 1
Q con，1 ( )r 2 =- ( )5- 6r 2

Q con，2 ( )r 2 = 15- 14r 2 ( )3- 2r 2

Q con，3 ( )r 2 =-{ }35- 12r 2 [ ]14- r 2 ( )21- 10r 2

Q con，4 ( )r 2 = 70- 3r 2{ }168- 5r 2 [ ]84- 11r 2 ( )8- 3r 2

Q con，5 ( )r 2 =-{ }126- r 2{ }1260- 11r 2{ }420- r 2 [ ]720- 13r 2 ( )45- 14r 2

。 （38）

Qcon非球面附加多项式的正交基底曲线如图 9
所示。从图 9可以看到，当 m取不同值时，不同的

Qcon非球面附加多项式的正交基底是在同一个最大

值的基础上按比例缩小的，因此可以更好地控制各

项的系数。

由（38）式与（28）式对比可知，Qcon非球面附加

多项式仅仅是修正后的 Zernike多项式，两者的关系

可表示为

r 4Q con，m (r 2) = V 4
con，2m (r 2)， （39）

am= C con，2m ρ con 。 （40）

由（39）式和（40）式可以看到，Qcon非球面附加多项

式是将Zernike多项式中的 u4从求和公式中分离出来，

附加多项式的 am与对应的Zernike多项式系数相关。

3. 4. 2 温和非球面
温和非球面 Qbfs的表达式由最佳拟合球面和表

征非球面与最佳拟合球面偏离的附加多项式组成

（最佳拟合球面为同时通过该非球面顶点和最大通

光口径边缘的球面），即 Qbfs非球面将其最佳拟合球

面作为基准的二次曲面。同样这里使用正交化的

Q型多项式Q bfs，m (r 2)作为附加多项式。

Qbfs非球面与最佳拟合球面如图 10所示，其中

Δzbfs为 Qbfs非球面与最佳拟合球面的偏离量。定义

Δzbfs = f (hbfs，max)，则 Qbfs非球面最佳拟合球面的曲

率 ρbfs为

ρbfs = 2f ( )hmax，bfs é
ë

ù
ûh2max，bfs + f ( )hmax，bfs
2

。（41）

Qbfs非球面与最佳拟合球面的偏离量 Δzbfs可以

写为

Δzbfs ( r )=
r 2 ( )1- r 2

1- ρ2bfsh2bfs
∑
m= 0

M

amQ bfs，m (r 2) 。（42）

对于Qbfs非球面，其表达式为

图 9 Qcon非球面附加多项式正交基底的曲线

Fig. 9 Curves of Qcon aspheric surface with additional
polynomial orthogonal basis
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zbfs ( )hbfs =
ρbfshbfs 2

1+ 1- ρ2bfsh2bfs
+ r 2 ( )1- r 2

1- ρ2bfsh2bfs

z∑
m= 0

M

amQ bfs，m ( )r 2 。 （43）

为了消除系数值对最佳拟合球面的影响，规定

Δzbfs 值在孔径的中心和边缘（即 r=0和 r=1）处为

0。通过将 Δzbfs乘以光轴与最佳拟合球面局部法线

之间的夹角余弦，可以将 Δzbfs转换为沿表面法线的

偏差，这个余弦因子恰好是出现在（42）式分母中的

平方根。偏离法线的斜率可以写为

km=
d
dr [ r

2 (1- r 2)Q bfs，m (r 2)]。 （44）

选择合适的Q bfs，m (r 2)令 km正交，表达式为

km ( )u kn ( )u = δmn。 （45）
依据（45）式将 Q bfs，0 (r 2)设为归一化的常数，每

个新的高阶多项式都正交于所有低阶多项式，并根

据等式对其进行归一化，因此 Q bfs，m (r 2)是一组以 am

为系数的 m阶正交化 Jacobi多项式，其前 6项可表

示为

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ï
ïï
ï
ï

Q bfs，0 ( )r 2 = 1
Q bfs，1 ( r 2 )=

1
19

( )13- 16r 2

Q bfs，2 ( r 2 )=
2
95 [ ]29- 4r 2 ( )25- 19r 2

Q bfs，3 ( r 2 )=
2
2545 { }207- 4r 2 [ ]315- r 2 ( )577- 320r 2

Q bfs，4 ( r 2 )=
1

3 131831 { }7737- 16r 2{ }4653- 2r 2 [ ]7381- 8r 2 ( )1168- 509r 2

Q bfs，5 ( r 2 )=
1

3 6632213 { }66657- 32r 2{ }28338- r 2{ }135325- 8r 2 [ ]35884- r 2 ( )34661- 12432r 2

。（46）

当 m= 0，1，2，⋅ ⋅ ⋅，5时，Qbfs非球面附加多项式

的正交基底曲线如图 11所示。

Q型非球面相比于偶次多项式非球面的优势：

一方面附加多项式采用了正交基底，附加多项式的

各项系数对非球面面型的贡献不会互相抵消，为此

提高了优化的效率；另一方面（42）式引入了余弦因

子 1 1- ρ2bfsh2bfs，其将 Qbfs非球面对最佳拟合球面

的 偏 离 从 沿 光 轴 方 向 转 换 为 沿 法 线 方 向［15］，且

Q bfs，m (u2)是正交的多项式基底，从而 Qbfs非球面沿

法线偏离的方均根斜率KRMS为

KRMS= { }1
hbfs，max

d
dr

é

ë
ê

ù

û
úr 2 ( )1-r 2 ∑

m=0

M

amQ bfs，m ( )r 2 =

1
h2bfs，max

∑
m= 0

M

a2m。 （47）

由（47）式可以得到，Qbfs非球面沿法线偏离的方

均根斜率与附加多项式的系数和成正比。对于可

直接测试的表面，KRMS值与非球面干涉测量的干涉

条纹密度成正比，且通常要求干涉条纹密度小于传

感器的奈奎斯特频率［15］。这有利于设计人员在优

化过程中通过控制系数和 Qbfs非球面的方均根斜率

图 10 Qbfs非球面与最佳拟合球面的示意图

Fig. 10 Schematic of Qbfs aspheric surface and
best-fitting sphere

图 11 Qbfs非球面附加多项式的正交基底曲线

Fig. 11 Orthogonal basis curves of Qbfs aspheric surface with
additional polynomial
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来提高 Qbfs非球面的加工和制造的良品率。当 m=
0，1，2，…，5时，Qbfs非球面附加多项式正交基底的

斜率函数曲线如图 12所示。

4 基于不同附加多项式的非球面的

对比

4. 1 非球面系数的相互转换

对比两种基于幂级数的偶次非球面表达式，由

（12）式与（14）式可得

B 2m= A 2m ρ1- 2m 。 （48）
对比基于 Zernike多项式的非球面表达式与基

于Q型多项式的Qcon非球面表达式，可得

am=
1
ρ
C 2m。 （49）

对比基于幂级数的偶次非球面表达式与基于

Zernike 多 项 式 的 非 球 面 表 达 式 ，并 结 合 r=
hZ ρZ hZ，max ρZ = hZ hZ，max，可得

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

A 4 =
1

ρZh4Z，max
( )C 4 - 5C 6 + 15C 8 - 35C 10 + 70C 12 - 126C 14

A 6 =
1

ρZh6Z，max
( )6C 6 - 42C 8 + 168C 10 - 504C 12 + 1260C 14

A 8 =
1

ρZh8Z，max
( )28C 8 - 252C 10 + 1260C 12 - 4620C 14

A 10 =
1

ρZh10Z，max
( )120C 10 - 1320C 12 + 7920C 14

A 12 =
1

ρZh12Z，max
( )495C 12 - 6435C 14

A 14 =
1

ρZh14Z，max
( )2002C 14

。 （50）

反之，可得

ì

í
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ï

ï

ï
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ï

ï

ï

ï
ïïï
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ïïï
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ï

C 4 = ρZ ( )A 4h4Z，max +
5
6 A 6h6Z，max +

5
7 A 8h8Z max +

5
8 A 10h10Z，max +

5
9 A 12h12Z，max +

1
2 A 14h14Z，max

C 6 = ρZ ( )1
6 A 6h6Z，max +

1
4 A 8h8Z，max +

7
24 A 10h10Z，max +

14
45 A 12h12Z，max +

7
22 A 14h14Z，max

C 8 = ρZ ( )1
28 A 8h8Z，max +

3
40 A 10h10Z，max +

6
55 A 12h12Z，max +

3
22 A 14h14Z，max

C 10 = ρZ ( )1
120 A 10h10Z，max +

1
45 A 12h12Z，max +

1
26 A 14h14Z，max

C 12 = ρZ ( )1
495 A 12h12Z，max +

1
154 A 14h14Z，max

C 14 = ρZ ( )1
2002 A 14h14Z，max

。 （51）

4. 2 非球面的表面斜率

对于第 3节所述的三类基于不同附加多项式的

非球面，表达式都是关于非球面上任意一点到光轴的

距离 h的函数，因此对将 z (h)对 h求一阶偏导数，即可

得到非球面表面随 h的变化率，即表面斜率［27］。三类

基于不同附加多项式的非球面的表达式都由基准二

次曲面与附加多项式两部分组成，因此主要对比了附

加多项式部分对 h的一阶偏导数，结果如图 13所示。

图 12 Qbfs非球面附加多项式正交基底的斜率函数曲线

Fig. 12 Slope function curves Qbfs aspheric surface with
additional polynomial orthogonal basis
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从图 13可以看到，基于偶次幂级数多项式的非

球面，当 h> 0时，其附加多项式部分即幂级数多项

式的各项系数呈单调递增，当 h< 0时呈单调递减，

最大值和最小值都趋于无穷，因此说明表面斜率受

h的影响较大；基于 Zernike多项式的非球面，由于

其附加多项式为正交的 Zernike多项式，附加多项式

部分的各项系数正负交替，即非球面局部表面变化

的方向可能不同，同时在一定程度上削弱了 h对表

面斜率的影响；同样地，基于 Q型多项式的 Qbfs非球

面与 Qcon非球面，其附加多项式都为正交多项式，所

以附加多项式部分的各项系数正负交替，其中 Qbfs

非球面的表面斜率受 h的影响最小。

4. 3 非球面在光学设计中的应用

以经典的库克三片式为初始结构，使用三种基

于不同附加多项式的非球面来优化三片式镜头，其

中各结构的第一片与第二片均为球面玻璃镜片，第

三片为非球面塑料镜片。为了体现不同非球面在

光学设计中的应用，实验使用控制变量法。各结构

的总长均为 12 mm，焦距均为 10 mm，视场角均为

40°。在优化过程中，第一片与第二片的球面玻璃镜

片的半径与厚度以及各镜片的间距均保持不变，只

改变第三片非球面塑料镜片的厚度以及非球面的

形式。使用的非球面分别为基于偶次幂级数多项

式的非球面、基于 Zernike多项式的非球面、基于

Q型多项式的 Qbfs非球面与 Qcon非球面，并且对于所

有非球面的附加多项式均只有第一阶系数到第四

阶系数为变量。优化得到的基于偶次幂级数多项

式的非球面与基于 Zernike多项式的非球面的镜头

结构与点列图如图 14所示。

从图 14（a）可以看到，当使用优化的基于偶次

幂级数多项式的非球面时，第三片塑料非球面镜

片边缘处的表面斜率变化较大，为此非球面面型

有不规则的变化，该变化可能会导致非球面的后

续加工与测量产生一定的误差；但基于幂级数多

项的偶次非球面的附加多项式不是正交的，所以

设计者无法通过直接改变非球面的系数来改善非

球面的面型，因此在设计过程中存在不便之处。

从图 14（c）可以看到，当使用优化的基于 Zernike
多项式的非球面时 ，由于附加多项式为正交的

Zernike多项式，第三片塑料非球面镜片边缘处的

表面斜率变化较小，非球面面型比较规则。对比

图 14（b）与图 14（d）的点列图可知，两种镜头结构

的像质差异较小。

图 15为基于Q型多项式的Qcon非球面的镜头结

构与点列图。从图 15（a）可以看到，第三片塑料非

球面镜片边缘处的非球面面型也有不规则的变化，

但基于 Q型多项式的 Qcon非球面的附加多项式为正

交多项式，且在光学设计软件 Code V中，可以通过

特殊约束 Qcon非球面的方均根下陷偏离来控制 Qcon

非球面与其基准二次曲面的偏离程度，从而改善非

图 13 不同附加多项式对 h的一阶偏导数曲线。（a）偶次幂级数多项式；（b）Zernike多项式；（c）Qcon多项式；（d）Qbfs多项式

Fig. 13 First-order partial derivative curves of different additional polynomial pairs with respect to h. (a) Even power series
polynomial; (b) Zernike polynomial; (c) Qcon polynomial; (d) Qbfs polynomial
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球面的面型。控制方均根下陷偏离后得到的镜头

结构与点列图如图 15（c）和图 15（d）所示。从图 15（c）
和图 15（d）可以看到，第三片塑料非球面镜片在镜

片边缘处的面型更加规则，更有利于非球面的后续

加工与测量。

图 16为基于Q型多项式的Qbfs非球面的镜头结

图 14 镜头结构图与点列图。（a）基于偶次幂级数多项式的非球面的镜头结构；（b）基于偶次幂级数多项式的非球面的点列图；

（c）基于 Zernike多项式的非球面的镜头结构；（d）基于 Zernike多项式的非球面的点列图

Fig. 14 Lens structure drawing and spot diagram. （a） Lens structure of aspheric surface based on even power series
polynomials；（b） spot diagram of aspheric surfaces based on even power series polynomials；（c） lens structure of
aspheric surface based on Zernike polynomials；（d）spot diagram of aspheric surface based on Zernike polynomials

图 15 基于Q型多项式的Qcon非球面的镜头结构与点列图。（a）初始镜头结构；（b）初始点列图；（c）控制方均根下陷偏离的

镜头结构；（d）控制方均根下陷偏离的点列图

Fig. 15 Lens structure and spot diagram of Qcon aspheric surface based on Q-type polynomials.（a）Initial lens structure；（b）initial
spot diagram；（c）lens structure to control deviation of RMS sag；（d）point diagram to control deviation of RMS sag
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构与点列图。从图 16（a）可以看到，优化过程中，

第三片塑料非球面镜片边缘处的非球面面型同样

可能出现不规则的变化。基于 Q型多项式的 Qbfs非

球面的附加多项式为正交多项式，且在光学设计软

件 Code V中，可以通过特殊约束 Qbfs非球面的方均

根斜率偏离，即（47）式中的 KRMS来控制其非球面与

基准二次曲面偏离的方均根斜率，从而改善非球面

的面型。控制非球面的方均根斜率偏离得到的镜

头 结构与点列图如图 16（c）和图 16（d）所示。从

图 16（c）和图 16（d）可以看到，控制非球面的方均根

斜率偏离在一定程度上改善了第三片塑料非球面

镜片在边缘处的非球面面型，同时保证其像质没有

明显下降。

图 17为第三片塑料非球面在不同多项式下

的面型。从图 17可以看到，基于 Q 型多项式的

非球面相比于其他非球面，在光学设计中能够更

方便地控制非球面的面型 ，因此具有一定的优

势。基于 Q 型多项式的非球面同样可以利用单

点金刚石超精密车床来加工，再结合 MATLAB
软 件 与 非 球 面 轮 廓 仪 对 加 工 好 的 非 球 面 进 行

测量［28］。

图 17 第三片塑料非球面面型对比。（a）基于偶次幂级数多

项式的非球面；（b）基于 Zernike多项式的非球面；

（c）基于 Q型多项式的 Qcon非球面；（d）控制方均根下

陷偏离的基于 Q型多项式的 Qcon非球面；（e）基于

Q型多项式的Qbfs非球面；（f）控制非球面方均根斜率

的基于Q型多项式的Qbfs非球面

Fig. 17 Third piece of plastic aspheric surface contrast.
（a） Aspheric surface based on even power series
polynomials；（b）aspheric surface based on Zernike
polynomials；（c）Qcon aspheric surface based on Q-

type polynomials；（d）Qcon aspheric surface based
on Q-type polynomial for controlling RMS sag
deviation；（e）Qbfs aspheric surface based on Q-type
polynomials；（f）Qbfs aspheric surface based on Q-

type polynomial to controlling RMS slope of
aspheric surface

图 16 基于Q型多项式的Qbfs非球面的镜头结构与点列图。（a）初始镜头结构；（b）初始点列图；（c）控制方均根斜率的镜头结构；

（d）控制方均根斜率的点列图

Fig. 16 Lens structure and spot diagram of Qbfs aspheric surface based on Q-type polynomials. （a） Initial lens structure；
（b） initial spot diagram；（c） lens structure to control deviation of RMS sag；（d）point diagram to control deviation of

RMS sag
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5 结 论

本文介绍旋转对称非球面的不同描述并对不

同旋转对称非球面进行对比及特点分析。旋转对

称非球面的标准表达式通常为基准二次曲面与附

加多项式的组合，本文主要介绍基于不同附加多项

式的非球面。一是基于偶次幂级数多项式的非球

面，其表达式简单，但在优化过程中附加多项式的

系数间会互相抵消，导致设计、制造及测量的效率

降低。若对表达式进行简单的改进，以非球面上任

意一点到光轴的垂直距离 h扩展的偶次幂级数多项

式转换成以孔径角 φ扩展的偶次幂级数多项式，由

于孔径角 φ所具有的不变性，附加多项式的系数不

会随焦距的改变而改变，所以非球面的表达式更稳

定。二是基于 Zernike多项式的非球面，使用正交化

的 Zernike多项式作为附加多项式，可以避免附加多

项式各项系数的符号正负交替和互相抵消，能够更

好地校正系统的像差。三是基于 Q型多项式的非

球面，其附加多项式同样为正交多项式。Qcon非球

面的附加多项式是对 Zernike多项式的简单改进，附

加多项式的系数与对应的 Zernike多项式系数相关。

Qbfs非球面引入将 Qbfs非球面对最佳拟合球面的偏

离从沿光轴方向转换为沿法线方向的余弦因子，因

此 Qbfs非球面沿法线偏离的方均根斜率与附加多项

式的系数和成正比。优化过程中，通过光学设计软

件 Code V中的特殊约束来控制 Qcon非球面的方均

根下陷偏离和 Qbfs非球面的方均根斜率，可以提高

光学设计的优化效率，同时提高 Q型非球面的加工

和制造的良品率。本文对以上三类基于不同附加

多项式的非球面系数进行相互转换，比较基于不同

附加多项式非球面表面的斜率及其在光学设计中

的应用。总之，在实际光学设计的优化过程中，可

以根据不同非球面的特性和实际的设计需求来选

择不同表达式的非球面并进行优化。
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