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任意步长两步相移法的鲁棒高精度相位解算方法
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摘要 两步相移法是均衡栅线投影技术的高速与高精度的重要方法。但是目前的求解算法的精度较低或算法复

杂度较高。提出一种基于变量分组优化的两步相移求解方法。该方法将原始迭代变量分组为线性组变量和非线

性组变量,针对确定的非线性组变量,通过最小二乘法获得线性组变量显式的最优解。通过对非线性组进行参数

优化,获得全局的最优解。利用数值模拟与实验对本文方法进行了验证。结果表明本文方法有效地降低了多元非

线性优化的相位值陷入局部最优的可能性,且降低了算法的复杂度。
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1 引  言

随着工业、医学等领域对于测量需求的不断增

长,光学测量由于其高精度、非接触等优点得到飞速

发展[1-4]。
 

其中栅线投影技术(FPP)具有测量精度

高、测量视场大、测量速度快等优点[1-2,5],在三维形

貌测量中得到了广泛的应用。
目前栅线投影中的相移解算方法主要包括傅

里叶方法[6-7]和相移方法[5,8]。其中相移方法通过

引入多张图像,简便地得到高精度的相位值。但

是传统的相移方法至少需要3幅相移角已知的相

移图像[8],为了强化其抗噪性,在实际测量中往往

选取至少4步相移。过多的相移步数将会占据较

大的时域空间,但理想的相移方法要求在单次测

量时域内物体的形貌保持不变,故对于高速运动

的物体,测量中会产生一定的相位求解误差[9]。
为了进行高速动态测量,采用步数较少的相移方

法是必要的,国内外学者对于两步相移法进行了

一定研究。Zhang等[10]提出了一种基于两张相移

图像和一张背景光图像的2+1相移算法;康新

等[11]提出了一种基于局部窗口信息来消去背景光

及折射项,并直接采用反正切函数进行相位求解

的方法;李宝顺等[12]提出了一种基于三角波两步

相移的方法;张晓璇等[13]提出了一种将傅里叶方

法与相移方法相结合的相位解算方法;Mao等[14]

提出了一种基于几何关系及迭代优化的相位解算

方法;Yang等[15]提出了一种利用图像梯度信息进

行变 量 消 除,从 而 使 得 相 位 可 解 的 方 法;Zhang
等[16]提出了一种基于希尔伯特变换的相位求解方

法;Flores等[17]提出了一种基于Lissajous椭圆拟

合的相位估计方法。
目前两步相移方法多以π[11-13]为相位角进行测

量,但由于数字光处理(DLP)投影技术可以灵活地

控制相移的步长,因此基于3π/2[14]、π/2[15]等不同

步长的相移方法被提出。本文提出了一种适用于任

意相移步长的相位求解方法[18-19]。通过优化参量的

分组减少非线性优化的参量个数,使得求解过程更加

稳定高效。相关模拟与实验证明了该方法的有效性。

2 基本理论

2.1 任意步长相移方法的优化目标正则化

对于任意步长的两步相移法,经过物体表面高

度调制的栅线分布为
 

In=1(x,y)=R(x,y){A(x,y)+
B(x,y)cos[2πfx+φ(x,y)]}

In=2(x,y)=R(x,y){A(x,y)+
B(x,y)cos[2πfx+φ(x,y)+ζ]}












, (1)

式中:In=1(x,y)、In=2(x,y)分别为第1、2张图

像的像素点的灰度值;n为相移步数;(x,y)为像

素坐标;φ(x,y)为相位值;B(x,y)为栅线幅度;

R(x,y)为物体表面的折射率;A(x,y)为投影仪

的基础光强与环境的背景光强之和;B
(x,y)

A(x,y)
为

栅线条纹的对比度;f为栅线的频率;ζ为相移的

步长。
首先借助传统方法的思想[12],对物体表面的反

射率项进行消除,即

In=1(x,y)
In=2(x,y)

=

1+
B(x,y)
A(x,y)

cos[2πfx+φ(x,y)]

1+
B(x,y)
A(x,y)

cos[2πfx+φ(x,y)+ζ]
。

 

(2)

  为了简化书写,省略坐标y 并且将对比度参数

标识为新的形式,即

In=1(x)
In=2(x)

=

1+BA(x)cos[2πfx+φ(x)]
1+BA(x)cos[2πfx+φ(x)+ζ]

,
 

(3)

式中:BA(x)为栅线对比度。
进一步引入两点假设,即当选取的图像窗口较

小时,假设:1)窗口内像素对应的相位值为线性分

布;2)窗口内像素对应的对比度为恒定值。
进一步省略x 坐标,此时方程组共有3个参

数:对比度、相位值、相位变化线性参数,满足

In=1(i)
In=2(i)

=
1+BA(i)cos[φn+iΔφ]
1+BA(i)cos[φn+ζ+iΔφ]

,
 

(4)

式中:Δφ为与栅线频率f 有关的线性变化参数,在
周期性的栅线分布中可以认为Δφ=2πf;φn 为窗

口中心点处的相位值;i为窗口内以窗口中心为原

点的相对坐标。
一 般 选 择 关 于 该 像 素 点 对 称 的 窗 口,故

i=-W,…,-1,0,1,…,W,W 为窗口半径。此时

由于有3个参数,则W 必须大于等于1才能进行求

解。换言之,至少需引入三个像素点才能实现相位

求解。此时相位求解可转化为非线性最小二乘

(LS)极值问题,即
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min
BA,φn,Δφ

 ∑
W

i=-W

{In=1(i)[1+BA(i)cos(φn+ζ+iΔφ)]-

In=2(i)1+BA(i)cos(φn+iΔφ)  }2。
 

(5)

  注意到这个最优化目标函数是含有多个位置参

量的形式,从数值角度来说其在优化过程中并不稳

定,具有较多的局部最优解,这进一步加大了陷入错

误相位解算值的可能性。故本文对上述目标函数进

行以下推导:

In=1(i)1+BAcos(φn+ζ+iΔφ)  -In=2(i)1+BAcos(φn+iΔφ)  =

In=1(i)1+BAcosφn+ζ2+iΔφ+
ζ
2  



 


 -In=2(i)1+BAcos(φn+ζ2+iΔφ-
ζ
2
)



 


 =

In=1(i)-In=2(i)  1+BAcosφn+ζ2+iΔφ  cosζ2  


 


 -

In=1(i)+In=2(i)  BAsinφn+ζ2+iΔφ  sinζ2  =
I- (i)cosζ2  BAcosφn+ζ2+iΔφ  -I+ (i)sinζ2  BAsinφn+ζ2+iΔφ  +I- (i)=

I- (i)- I- (i)cosζ2  


 


 2+I+ (i)sinζ2  


 

 2BAcosφn+iΔφ+ζ2-arctan

I- (i)cosζ2  
I+ (i)sinζ2  




































 =

I- (i)-I*(i)BAcosφn+iΔφ+φ*(i)  ,

 

(6)

其中

I- (i)=In=1(i)-In=2(i)

I+ (i)=In=1(i)+In=2(i)

I*(i)= I- (i)cosζ2  


 


 2+I+ (i)sinζ2  


 


 2

φ*(i)=ζ2-arctan
I- (i)cosζ2  
I+ (i)sinζ2  


































。
 

(7)

  由于ζ、In=1(i)与In=2(i)全部为已知量,故

I*(i)与φ*(i)也为已知量。综上所述,非线性最小

二乘的目标函数可以表示为

min
BA,φn,Δφ

∑
W

i= -W

{I- (i)-I*(i)BA

cosφn+iΔφ+φ*(i)  }2。
 

(8)

  这一形式比前文的目标函数更加简洁,更加有

利于优化过程的建立。

2.2 变量局部线性化

在相移法中,可以将非线性方程进行线性化,从

而利用线性的最小二乘法进行求解。注意到,(8)式

所示的目标函数与相移方法的目标函数的形式类

似,借鉴相移方法的思想,若给定Δφ的值,则有

I- (i)-I*(i)BAcosφn+iΔφ+φ*(i)  =
I- (i)-I*(i)BAcosiΔφ+φ*(i)  cos

 

φn+I*(i)BAsiniΔφ+φ*(i)  sin
 

φn=
I- (i)-I*(i)cosiΔφ+φ*(i)  Bc-I*(i)siniΔφ+φ*(i)  Bs,

(9)

式 中:Bc=BAcos
 

φn;Bs= -BAsin
 

φn。由 于

I*(i)BAsiniΔφ+φ*(i)  与I*(i)cos[iΔφ+φ*(i)]
均为已知量,则BA 与φn 这两个非线性参量被成功

地转化为线性的Bs 与Bc。那么对其的优化可以表

示为
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I*(i)BAsiniΔφ+φ*(-W)  I*(i)BAcosiΔφ+φ*(-W)  
I*(i)BAsiniΔφ+φ*(-W+1)  I*(i)BAcosiΔφ+φ*(-W+1)  

︙ ︙

I*(i)BAsiniΔφ+φ*(W-1)  I*(i)BAcosiΔφ+φ*(W+1)  
I*(i)BAsiniΔφ+φ*(W)  I*(i)BAcosiΔφ+φ*(W)  

























Bs
Bc





 




 =

I- (-W)

I- (-W+1)
︙

I- (W-1)

I- (W)
























。
 

(10)

  将(10)式中三个矩阵依次记作 N、x 与I,则
(10)式可以简写为

 

Nx=I。
 

(11)
 

  根据线性最小二乘理论,其最优解为

x=(NTN)-1NTI。
 

(12)

  最终该窗口中心点的相位值为

φn=arctan
-Bs
Bc  。  

(13)

2.3 参量分组优化

优化过程易陷入局部最优解的问题仍未解决。
上述分别对优化方程进行正则化并对部分参量进行

线性化。那么参与迭代的变量可以从3个简化为1
个,即只需要对 Δφ 进行迭代。对于每一个给定

Δφ,通过显式表达即可获得最优解,从而获得整个

最优化系统中当前值与目标值的误差。优化流程如

图1所示。

图1 变量分组优化基本流程

Fig 
 

1
 

Flow
 

chart
 

of
 

variable
 

grouping
 

optimization

  从局部最优分析可以看出,本文方法对于初值

的选取并不敏感,选择贪心类算法对频率f 进行非

线性优化。由于T=1/f,故直接对周期T 进行优

化即可,其中初始步长L 为1。按照贪心的原则,选
择两侧最小的值,若两侧值的误差均比原始值的误

差大,则步长缩减为原来的一半,即
 

{Tnew;Lnew}=

Told-Lold;
 

Lnew   Err(Told-Lold)<Err(Told+Lold)<Err(Told)

Told+Lold;
 

Lnew          
 

 
 

Err(Told+Lold)<Err(Told-Lold)<Err(Told)

Told;
 

Lold/2     
    

Err(Told)>Err(Told±Lold)







 ,

 

(14)

式中:Tnew 为更新后的周期值;Told 为当前周期值;

Lnew 为更新后的步长;Err(·)为当前优化误差。
初值的选取可以采用傅里叶方法、包络方法等一

系列算法,由于初值的不敏感性,本文对图像进行傅

里叶变换,选取其一阶主频对应的周期作为初始值。

3 模拟与实验

首先通过数值方法验证本文迭代方法不会陷入

过大的局部最优解。通过生成周期T=60的标准

正弦曲线,为其添加均值为0、标准差为1的正态分

布噪声。相移幅度过小时图像的差异性会被噪声所

掩盖,且在求解过程中会引入奇异性问题,故本文生

成了相移角度在 π/6,11π/6  区间的不同相移图

像。通过100次模拟求平均值,在不同相移步长下

代入周期值得到的相位平均绝对值误差(MAE)如
图2所示。可以明显看出,当代入周期值大幅度波

动时,其仅有T=60这个最优解,并没有其他额外

的局部最优解出现。由于优化函数为凸函数,这意

味着本文所提出的方法将不具有初值敏感性,对于

初值的选取将不再重要,所提方法可以通过已有方
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法得到一个大致的周期初值,甚至通过肉眼估计一

个初始值以实现稳定收敛。

图2 相位误差与代入周期值的关系图

Fig 
 

2
 

Phase
 

error
 

varying
 

with
 

used
 

period
 

下面模拟存在物体表面反射率差异、背景光差

异的真实测量环境。其中为了模拟反射率差异的随

机性,采用Lena测试图对其进行模拟。光圈和曝

光时间对于图像的增益也是线性的,这与折射率对

于图像灰度值的增益效果一致,故总可以假设折射

率的分布为[0,1]。注意此时的反射率是一种当然

反射率,由材料决定,但并不反映材料的真实反射

率。对于一般测量物体而言,加工精度或材料的不

均质性导致的反射率差异往往是较小的(往往不会

超过0.1),为了验证本文算法的强鲁棒性,将Lena
图的灰度映射至[0.8,1.0]。同时,为了刻画环境光

的影响,假设一个位于图像左下角处的点光源的光

强增益等价分布为[-0.1,0.1]。注意该分布只是

一种为了模拟光线分布差异性的等价形式,真实的

环境光必然是大于0的。其中物体的表面高度采用

二元高斯概率密度函数来计算。为了验证本文方法

对于噪声的敏感性,添加了均值为0、方差为2个灰

度等级的随机噪声。图像中每个像素点的相位可以

表示为

φ(x,y)=2πfpx+
z·d
L-z  ,  

(15)

式中:fp 为投影栅线的频率;z为被测物体表面的

高度;L 为投影仪光心至被测物体坐标系的距离;d
为投影仪光心至相机光心的距离。在本文中,取

fp=1/20,L=80,d=30。图3为两步相移法的模

拟结果。
下面以相移步长为3π/2为例验证本文所提出

的算法的有效性。对比仅考虑理想光源方法、局部

图3 两步相移法的模拟结果。(a)环境光强;(b)表面反

射率;(c)高度分布;(d)栅线图像

Fig 
 

3
 

Simulation
 

results
 

of
 

two-step
 

phase-shifting
 

method 
 

 a 
 

Environmental
 

light
 

intensity
 

distribution 
 

 b 
 

surface
 

reflectance 
 

 c 
 

height
 

distribution 
 

 d 
 

fringe
 

line
 

image

信息图解法、直接迭代优化方法[14]的求解结果,第

256行的求解误差如图4所示,其全图整体精度以

及求解时间等信息如表1所示。其中直接迭代优化

方法对初值具有敏感性,本文首先通过文献[12]的
方法获取初值,以降低其陷入过于偏激的局部最优

解的可能性、加快优化,其中优化过程采用 Matlab
优化工具箱。可以明显看出,本文算法的精度远高

于前两种方法,且略高于第三种算法,同时本文算法

的计算耗时远少于第三种方法。此外,若收敛相位

的绝对值相位误差大于1
 

rad,则认为算法在优化过

程中陷入了局部最优解(LOS)。如表1所示,本文

方法相比于其他方法可以有效避免此类现象的

出现。
表1 各相位求解算法的表现

Table
 

1
 

Performance
 

of
 

different
 

phase
 

solution
 

methods

Method
Phase

 

MAE
 

/rad
Consuming

 

time
Proportion

 

of
 

LOS
 

/%
 

(a) 0.059961 <10 —

(b)
 

0.038584 <10 —

(c) 0.027161 880.1024 4.7

(d) 0.022136 62.1980 0
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图4 不同相位求解方法的误差。(a)仅考虑理想光源的方法;
(b)图解法;(c)直接迭代优化法;(d)本文算法

Fig 
 

4
 

Error
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different
 

phase
 

solution
 

methods 

 a 
 

Method
 

only
 

considering
 

ideal
 

light
 

source 
 

 b 
 

graphical
 

method 
 

 c 
 

method
 

of
 

direct
 

iterative
 

optimization 
 

 d 
 

method
 

of
 

this
 

paper

  为了验证本文算法对任意步长相移在实际测量

中的有效性,采用步长为π/2,π,3π/2的相移方法

进行验证,分别对比文献[11]、文献[15]、文献[14]
中所提出的方法。选择人脸面具中的眼鼻区域作为

被测物体。本文采用12步相移,选取12幅图像中

的第1&7、1&4、1&10幅图像作为以上两步相移的

测量图像,从而通过计算获得相位值。同时利用完

整的12步相移法的测量结果作为每个像素点处的

精确值。各相位求解算法的计算结果如表2和图5
所示。可以明显看出,文献[11]的方法含数值求导

过程,其对于噪声是敏感的,噪声较大会导致严重的

误差。且文献[11]与文献[15]中的方法均需要较大

的局部窗口信息,物体高度变化较为明显时会降低

测量分辨率。文献[14]中的方法虽然精度有所提

升,但其时间复杂度极高,不利于求解。而本文方法

在任何相移步长下均可以在相对较低的时间复杂度

下进行高精度且鲁棒的相位求解。
表2 各相位求解算法的计算精度

Table
 

2 Calculation
 

accuracy
 

of
 

different
 

phase
 

solution
 

methods

Phase
step

Method
Phase

 

MAE
 

/rad
MAE

 

of
 

our
 

method
 

/rad

π/2
 

Method
 

in
 

Ref.
 

[15] 0.6306 0.0569

π
 

Method
 

in
 

Ref.
 

[11] 0.1369 0.0445

3π/2
 

Method
 

in
 

Ref.
 

[14] 0.0941 0.0554

图5 验证实验结果。(a)包裹相位的精确值分布;(b)相移步长为π/2时文献[15]中方法的求解值;(c)相移步长为π时文

献[11]中方法的求解值;(d)相移步长为3π/2时文献[14]中方法的求解值;(e)~(g)相移步长分别为π/2,π,3π/2时本

文方法的求解值;(h)图像第一行中相位精确值分布;(i)~(k)图像第一行相移步长分别为π/2,π,3π/2时的求解误差

Fig 
 

5
 

Results
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 a 
 

Accurate
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wrapping
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 b 
 

solution
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when
 

phase
 

shift
 

step
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π 2 
 

 c 
 

solution
 

value
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method
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Ref 
 

 11 
 

when
 

phase
 

shift
 

step
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π 
 

 d 
 

solution
 

value
 

of
 

method
 

in
 

Ref 
 

 14 
 

when
 

phase
 

shift
 

step
 

is
 

3π 2 
 

 e - g 
 

solution
 

values
 

of
 

proposed
 

method
 

when
 

phase
 

shift
 

steps
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π 2 π 
 

and
 

3π 2 
 

respectively 
 

 h 
 

distribution
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phase
 

precise
 

value
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first
 

row
 

of
 

image 
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errors
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of
 

image
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π 
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3π 2 
 

respectively
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4 结  论

提出了一种变量分组优化的两步相移相位求

解方法,并将待优化参量分组为线性组与非线性

组。当给定非线性值时,对于线性组的参量可以

直接通过最小二乘法的显式获得,即获得系统的

最小误差。故所提方法仅需要对非线性组的参量

进行迭代优化即可,这极大减少了参与迭代的参

数数量,从而提升了计算速度,且降低了迭代陷入

局部最优解的可能性。实验结果表明,所提方法

的精度高、计算速度快,进一步提升了两步相移法

的可应用性。
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