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石墨烯在有限元计算中的两种表示方法
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摘要 对比研究石墨烯薄层在等离激元纳米光波导有限元计算中的两种处理方法，即表面电流法和薄层法。基于

上述两种方法，分别研究石墨烯平面波导结构和曲面波导结构中基模的场分布以及基模在不同频率和几何等参数

作用下的等效模式系数。仿真结果表明，表面电流法与薄层法对上述问题均具有高度的适用性。特别的是，表面

电流法与理论计算结果的偏差非常小（小于 1%），而且该方法更节省计算资源。相关研究结果可用于简化石墨烯

层在有限元计算中的处理方式，并且可以提高计算效率。
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Abstract In this study，we consider two processing methods of graphene thin layers in plasmonic nano-optical
waveguides analyzed by the finite element calculation. More specifically，we employ surface current and thin layer
methods. We obtain the field distributions and effective mode indices of the fundamental modes in planar and curved
graphene waveguides for different frequencies and geometric parameters. The simulation results show that both
methods can efficiently tackle the problems in question. In particular，the difference between the surface current
methods and the theoretical calculation results is less than 1%，and this method saves computing resources. Our
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1 引 言

石墨烯是碳的同素异形体之一，是一种由碳原

子组成的二维材料［1］。石墨烯的能带结构呈线性，

且价带与导带相交于狄拉克点，具有不寻常的电子

特性，表现为狄拉克费米子［2］，这对磁场中产生朗道

能级的能谱有很大影响［3］，而且研究人员在零能级

下观察到了霍尔电导［4-5］。在可见光波段，单层石墨

烯的吸收率约为 2. 3%，吸收率可通过电流选通改

变费米能级或增加层数来调节［6-7］，这种特性被广泛

应用于太阳能电池透明电极的设计［8-9］。石墨烯具

有优异的光电特性，这使其在电子和光学器件领域

具有良好的应用价值［10-11］。近年来，随着表面等离

激元（SPs）［12］研究的不断发展，研究人员发现石墨

烯在红外波段可以激发表面等离激元［13-14］。相比于

金属 SPs，石墨烯表面等离激元（GSPs）具有极强的

光场约束特性且光学性能具有可调控性，因此石墨

烯 可 作 为 一 种 在 红 外 波 段 激 发 SPs 的 替 代 材

料［14-16］。基于上述特性，许多高性能的石墨烯光器

件被提出和研究出来，如波导［17-31］、调制器［32-33］、光电

探测器［34］、开关［35-36］、偏振器［37-38］和耦合器［39-40］等。

考虑到石墨烯光器件的实验难度以及对设备的要

求较高，目前大部分石墨烯光器件均采用数值计算

和理论分析法进行分析。

数值计算法作为一种理论研究的重要方法，被

广泛运用到各领域的理论验证和模拟计算中，不仅

可以提高理论研究的效率，而且还能使理论研究结

果更直观。在石墨烯等离激元结构的有限元计算

中，对石墨烯层的处理方法主要有薄层法［17-26］和表

面电流法［27-31］两种。薄层法考虑了石墨烯层的厚度

（0. 5 nm或 1. 0 nm），故需要计算石墨烯的等效介电

常数，且建模过程中需要对石墨烯薄层进行网格划

分。表面电流法忽略了石墨烯层的厚度（即 0 nm），

建模过程中将石墨烯层定义为介质材料表面电流

（J=σgE，其中 J为表面电流，E为电场矢量，σg为石

墨烯表面的电导率）［30］，故不需要对石墨烯层进行

网格划分。

基于上述两种石墨烯层的处理方法，本文对平

面和曲面石墨烯介质波导结构中的基模场分布和

等效模式系数进行对比研究。研究结果表明，表面

电流法更适合在有限元计算中表征石墨烯层；在薄

层 法 中 ，当 厚 度 趋 近 于 单 层 石 墨 烯 的 厚 度

（0. 33 nm）时，其结果与表面电流法所得结果的偏

差更小。相关研究结果可用于指导石墨烯等离激

元结构的有限元计算。

2 理论模型

图 1（a）为平面石墨烯层-砷化镓（GaAs）介质结

构。计算过程中，衬底宽度W为无穷大（左右两端

采用周期性边界条件进行处理），衬底厚度 H=
λ/10，其中 λ为入射光的波长，介电常数 ε1=12. 25。
图 1（a）左侧模型中石墨烯层用厚度 h=0. 5 nm的薄

层来表示 ，石墨烯的等效介电常数可由 εg=1+
iσg/（ε0ωh）计算得到［14］，其中 ε0为真空中的介电常

数，ω为入射光的角频率。图 1（a）右侧模型中使用

介质表面电流（J=σgE）来表示石墨烯层，不考虑石

墨烯的厚度。

为了客观对比两种石墨烯层处理方式的差异，

建 立 的 曲 面 石 墨 烯 介 质 结 构 如 图 1（b）所 示 。

图 1（b）左侧模型中石墨烯为薄层结构，由于 h值远

小于纳米线的半径 R（介电常数 ε2=3），为了确保对

薄层进行网格划分，令 h=1 nm。图 1（b）右侧模型

中石墨烯层用纳米线表面电流来表示。

在红外波段，σg包括带内的电子-声子散射跃迁

（σintra）和带间的电子跃迁（σinter）两部分。石墨烯的动

态光学响应可以由库伯公式推导出来，即 σg=σintra+
σinter［28，41］。选取电子弛豫时间 τ=0. 5 ps，温度 T=
300 K，石墨烯化学势 μc进行实验。

图 1 两种石墨烯波导结构的 xoy截面示意图。（a）平面石墨

烯介质结构；（b）曲面石墨烯介质结构

Fig. 1 xoy cross-sections of two kinds of graphene
waveguides.（a）Planar graphene dielectric structure；

（b）curved graphene dielectric structure
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为了对比研究波导的性能，假设石墨烯等离激

元的基模沿 z轴方向传播，时间因子为 exp（−iωt），

电场按照 exp（iβz−iωt）来变化，其中 β为传播常数，

β=2πneff/λ0，λ0为真空中的波长，neff为基模的复等效

模式系数。等离激元模式的横向模场（电场 E和磁

场H）满足二维波动方程［42］，表达式为

[∇2
t +( n2 - n2eff ) ( 2π/λ0 )2]M (x，y) = 0， （1）

式中：n为材料的折射率；∇t 为横向拉普拉斯算子；

M（x，y）为横向模场。neff是由有限元方法（FEM）计

算出来的，其实部 Re（neff）与色散有关，虚部 Im（neff）
与损耗有关。后续，简要对比两种方法所得的基模

场分布，并分别以频率、化学势和纳米线半径等为

变量，用来计算两种石墨烯处理方式下所得的等效

模式系数 neff，并对 neff的实部和虚部进行对比以讨论

相对偏差。

3 分析与讨论

3. 1 平面石墨烯介质结构

当 频 率 f0=30 THz 和 石 墨 烯 的 化 学 势 μc=
0. 6 eV时，平面石墨烯介质结构中的基模场分布如

图 2所示，其中method A和method B分别表示表面

电流法和薄层法。从图 2（a）和图 2（b）可以看到，两

个方法的场分布差异极小。从图 2（c）可以看到，两

种石墨烯处理方法得到的基模场分布曲线仅在石

墨烯的薄层处有微小差别，远离石墨烯介质分界面

的场分布完全重叠。

当 μc=0. 6 eV时，平面石墨烯介质结构中的基

模等效模式系数与 f0的关系如图 3所示。对于石墨

烯-介质分界面的表面等离激元基模，其理论等效模

式系数可由 n eff = ε0 (1+ ε1) ic/σg 来计算［43］，其中 c

为光速。从图 3（a）可以看到，当 f0值从 10 THz增大

到 30 THz时，三种方法所得结果符合的非常好，三

条曲线几乎重合；当 f0值继续增大到 50 THz时，薄

层法与其他两种方法所得结果的偏差逐渐增大；

method A曲线比method B曲线更接近理论值，可以

看到 method A与理论值高度重叠。 Im（neff）与 f0的
关系如图 3（b）所示。从图 3（b）可以看到，当 f0值从

10 THz增大到 50 THz时，损耗逐渐增大，method A
所得的结果与理论值的重合度很高，但method B所

得的结果与另外两种方法存在一定偏差；随着 f0值
的增大，Im（neff）值逐渐增大，原因在于在较高的频

率下，σg中电子带间跃迁的贡献较大［44］，所以频率增

大，模式传输损耗增加。

为了更直观地对比三种方法所得的结果，分别

研究method A与理论计算和method A与method B
所得等效模式系数之间的相对偏差。method A与

理论计算所得 neff的实部和虚部的相对偏差定义为

ΔRe，AC =
|| Re ( )nAeff - nCeff

|| Re ( )nAeff
× 100%， （2）

Δ Im，AC =
|| Im ( )nAeff - nCeff

|| Im ( )nAeff
× 100%， （3）

式中：ΔRe，AC为实部偏差率；Δ Im，AC为虚部偏差率；nAeff
为石墨烯层用表面电流表示所得的结果；nCeff为理论

计算值。method A与method B所得 neff的实部和虚

部的相对偏差定义为

ΔRe，AB =
|| Re ( )nAeff - nBeff

|| Re ( )nAeff
× 100%， （4）

图 2 平面石墨烯介质结构中的基模场分布示意图。（a）表面电流法的场分布；（b）薄层法的场分布；（c）一维场分布曲线

Fig. 2 Distribution of fundamental mode field in planar graphene dielectric structure.（a）Field distribution of surface current
method；（b）field distribution of thin-layer method；（c）one-dimensional field distribution curves
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Δ Im，AB =
|| Im ( )nAeff - nBeff

|| Im ( )nAeff
× 100%， （5）

式中：ΔRe，AB为实部偏差率；Δ Im，AB为虚部偏差率；nBeff
为石墨烯层用薄层处理所得的结果。

从图 3（c）可以看到，method A的等效模式系数

与理论计算的相对偏差（ΔRe，AC和 Δ Im，AC）均随着频率

的增大而减小，且在所研究的频率范围内均小于

0. 6%，说明表面电流法表征石墨烯层非常有效。

进一步，研究 method A与 method B所得等效模式

系数之间的相对偏差（ΔRe，AB和 Δ Im，AB），二者均随着

频率的增大而逐渐增大，且在所研究的频率范围

内，ΔRe，AB<1%，Δ Im，AB<2%，由此可见石墨烯薄层

处理法所得的等效模式系数与理论值的偏差比表

面电流法更大。需要注意的是，考虑到method A的

所 得 结 果 比 method B 更 接 近 理 论 值 ，故 忽 略

method B的所得结果与理论值之间的对比。

当 f0=30 THz时，平面石墨烯介质结构中的基

模等效模式系数与 μc的关系如图 4所示。近期研究

结 果 表 明 ，石 墨 烯 中 的 载 流 子 浓 度 可 高 达

1014 cm−2［45］，相应的化学势约为 1. 17 eV，因此 μc的

取值范围为 0. 4~1. 2 eV。从图 4（a）可以看到，当

μc值从 0. 4 eV增大至 1. 2 eV时，Re（neff）值迅速减

小，三条曲线几乎重合，从插图可以看到，method A
的所得结果比 method B更接近理论值。从图 4（b）
可 以 看 到 ，当 μc 值 从 0. 4 eV 增 大 至 1. 2 eV 时 ，

Im（neff）值迅速减小，三条曲线的重合度非常高，同

样 method A的所得结果比 method B更接近理论

值；随着 μc值的增加，Im（neff）值迅速减小，原因在于

化学势的增大会减少 σg的带间贡献［13，44］，所以 μc值

增大，模式传输损耗减少。图 4（c）为 method A与

理论计算和 method A与 method B所得等效模式系

数之间的相对偏差。从图 4（c）可以看到，ΔRe，AC 与

图 4 平面石墨烯介质结构在不同 μc值下的性能曲线。（a）实部；（b）虚部；（c）相对偏差

Fig. 4 Performance curves of planar graphene dielectric structures under different μc values.（a）Real part；（b）imaginary part；
（c）relative deviation

图 3 平面石墨烯介质结构在不同 f0值下的性能曲线。（a）实部；（b）虚部；（c）相对偏差

Fig. 3 Performance curves of planar graphene dielectric structures under different f0 values.（a）Real part；（b）imaginary part；
（c）relative deviation
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Δ Im，AC 值均随着 μc值的增大而增大，但最大偏差率

均小于 0. 4%，ΔRe，AB 和 Δ Im，AB 值均随着 μc值的增大

而减小，最大偏差率分别小于 0. 4%和 0. 9%；两种

石墨烯层处理方法所计算的结果偏差极小，均小于

0. 9%，但 method A的所得结果更接近理论值（如

图 4（a）和图 4（b）插图所示）。综上可知，在平面石

墨烯 -GaAs介质结构中，采用表面电流法表征石墨

烯层更有效。

3. 2 曲面石墨烯介质结构

为了进一步对比两种石墨烯层处理方法的差

异，对曲面石墨烯介质波导进行研究，当 f0=30 THz
和 μc=0. 5 eV时，曲面石墨烯介质结构中的基模场

分布如图 5所示。从图 5（a）和 5图（b）可以看到，两

种方法的场分布差异很小。从图 5（c）可以看到，两

种石墨烯处理方法下的基模场分布仅在石墨烯薄

层处有微小差别。

当 μc=0. 5 eV和 R=100 nm时，表面电流法和

薄层法所得的基模等效模式系数与 f0的关系如图 6
所示。从图 6（a）可以看到，当 f0值从 10 THz增大到

50 THz时，Re（neff）值增大；在低频部分，method A
的曲线与 method B基本重合，但是当 f0>35 THz

时，二者偏差逐渐增大。从图 6（b）可以看到，当 f0值

从 10 THz增大到 50 THz时，两种方法所得 neff的虚

部变化趋势与实部相似。从图 6（c）可以看到，neff的

实部（虚部）相对偏差率 ΔRe，AB（Δ Im，AB）均随着 f0值的

增大而增大，最大偏差小于 1. 5%（3. 0%）。

当 f0=40 THz和 μc=0. 5 eV时，两种方法所得

的 neff与 R的关系如图 7所示。从图 7（a）可以看到，

当 R值从 100 nm增大到 200 nm时，Re（neff）值逐渐

增大，method A曲线的变化趋势与 method B类似，

图 5 曲面石墨烯介质结构中的基模场分布示意图。（a）表面电流法的场分布；（b）薄层法的场分布；（c）一维场分布曲线

Fig. 5 Distribution of fundamental mode fields in curved graphene dielectric structure.（a）Field distribution of surface current
method；（b）field distribution of thin-layer method；（c）one-dimensional field distribution curves

图 6 曲面石墨烯介质结构不同 f0值下的性能曲线。（a）实部；（b）虚部；（c）相对偏差

Fig. 6 Performance curves of curved graphene dielectric structures under different f0 values.（a）Real part；（b）imaginary part；
（c）relative deviation
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但存在一定偏差。从图 7（b）可以看到，当 R值从

100 nm 增 大 到 200 nm 时 ，Im（neff）值 缓 慢 减 小 ，

method A 与 method B 同 样 存 在 一 定 偏 差 。 从

图 7（c）可以看到，尽管两种方法所得的 neff存在一定

偏差，但是偏差很小，ΔRe，AB值和 Δ Im，AB值几乎不随 R
变化，值分别小于 1%和 2%。

当 f0=40 THz和 R=100 nm时，两种不同方法

所得的等效模式系数及相对偏差与 μc的关系，如

图 8所示。从图 8（a）和图 8（b）可以看到，当 μc值从

0. 5 eV增大到 1. 2 eV时，Re（neff）值和 Im（neff）值迅

速减小，method A的曲线与 method B几乎重合。

图 8（c）为两种方法所得 neff的相对偏差。从图 8（c）可

以看到，neff实部（虚部）的相对偏差率 ΔRe，AB（Δ Im，AB）均

随着μc值的增大而减小，最大偏差小于1. 0%（1. 8%）。

3. 3 讨 论

在平面石墨烯介质结构中，给出了基模等效模

式系数的理论值，并与method A的所得结果进行比

较，结果如图 3（c）和图 4（c）所示。其中method A与

理论计算所得的等效模式系数相对偏差随着频率

的增大而减小，且在所研究频率的范围内均小于

0. 6%；method A与理论计算所得的等效模式系数

相对偏差随着 μc值的增大而增大，但在所研究化学

势的范围内均小于 0. 4%，这说明表面电流法在石

墨烯等离激元的有限元计算中具有非常高的计算

精度。从一定程度上来讲，表面电流法所得的结果

可认为等价于理论计算值，因此在曲面石墨烯介质

结构中忽略 method A的所得结果与理论计算结果

的对比。圆柱形石墨烯包裹介质纳米线的基模 neff
可参见文献［17］。

另外，在曲面石墨烯介质波导中，石墨烯薄层

的厚度 h=1 nm。需要说明的是，当 h≪R时，石墨

烯薄层的网格划分将会出现问题。这是因为圆形

结构由正多边形逼近所得，当 h≪R时，介质纳米线

的边缘将与正多边形有多个交点，此时石墨烯薄层

图 7 曲面石墨烯介质结构在不同 R值下的性能曲线。（a）实部；（b）虚部；（c）相对偏差

Fig. 7 Performance curves of curved graphene dielectric structures at different R values.（a）Real part；（b） imaginary part；
（c）relative deviation

图 8 曲面石墨烯介质结构在不同 μc值下的性能曲线。（a）实部；（b）虚部；（c）相对偏差

Fig. 8 Performance curves of curved graphene dielectric structures at different μc values. （a）Real part；（b） imaginary part；
（c）relative deviation
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的厚度将不再均匀。曲面石墨烯介质波导中基模

neff 的 相 对 偏 差［图 6（c）］比 平 面 石 墨 烯 结 构

［图 3（c）］大，这是由于石墨烯薄层的厚度 h=1 nm。

当减小石墨烯薄层的厚度时，二者相对偏差将减

小。当 h=0. 5 nm和 f0=10~50 THz时，两种石墨

烯处理方法所得 neff的实部和虚部的相对偏差分别

为 0. 8%和 1. 5%。

最后，在有限元计算中，表面电流法和薄层处

理法表征石墨烯层均具有良好的准确性，但也存在

一些不足：1）尽管表面电流法无需对石墨烯层进行

网格划分，节省计算资源，但无法体现出石墨烯的

层数，当计算多层石墨烯等离激元结构时，只能采

用薄层法对其进行处理；2）薄层法需要对几何尺寸

进行网格划分，特别是对于大尺寸的器件，网格数

量较多，而且耗费计算资源。此外，对于曲面石墨

烯结构，当石墨烯层的厚度 h远小于几何尺寸时，网

格划分将会出现问题。

4 结 论

采用两种石墨烯层处理方法对平面和曲面石

墨烯等离激元波导的基模场分布，以及等效模式系

数进行对比研究。研究结果表明，两种方法在有限

元计算中均具有非常高的准确性。特别是对于平

面石墨烯结构，表面电流法与理论计算所得的等效

模式系数偏差小于 0. 6%，而表面电流法无需对石

墨烯薄层进行网格划分，从而降低求解自由度和节

省计算资源。此外，当采用多层石墨烯时，只能采

用薄层法对其进行处理。相关研究结果可用于石

墨烯等离激元器件的理论设计，并优化计算过程和

提高计算效率。
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