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宽带强局域拓扑边界态的优化设计
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摘要 为了解决产生光量子霍尔效应的模型存在的边界态局域较弱和带宽较窄问题，构建了三角复式晶格光子晶

体，并利用简约布里渊区中心点的能带简并得到奇宇称的 p轨道和偶宇称的 d轨道。首先，通过晶胞缩放反转两个

轨道的位置，使拓扑相位发生变化。然后，分析了影响拓扑平庸结构带隙和非平庸结构带隙的主要因素。最后，对

两种结构的介质柱半径和缩放距离进行了优化计算，找到实现两种结构最大公共带隙的最优参数，可实现的最大

相对带宽为 24. 59%。在最优结构参数的基础上构建边界结构并计算出边界态色散曲线，结果表明，该边界态在有

效带宽为 0. 0435时具有较强的自旋方向锁定和边界电磁场局域效应。

关键词 集成光学；光子晶体；轨道反转；拓扑相变；结构优化

中图分类号 TN256 文献标志码 A doi：10. 3788/LOP202158. 0713001

Optimal Design of Topological Boundary States with Large Bandwidth and

Intense Localization

Fan Erpan1, Fang Yuntuan1,2 *

1School of Computer Science and Telecommunication Engineering, Jiangsu University,

Zhenjiang, Jiangsu 212013, China;
2Key Laboratory of Intelligent Computing & Signal Processing, Ministry of Education,

Anhui University, Hefei, Anhui 230039, China

Abstract To solve the problem of weak local boundary states and narrow bandwidth in the model that produces the
photon quantum Hall effect，in this paper，a triangular compound lattice photonic crystal is constructed，and the
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1 引 言

基于量子霍尔效应（QHE）的研究是当代凝聚

态物理的重要发现，它开启了拓扑绝缘体研究的

新篇章［1-3］。QHE最重要的特征是在拓扑相系统

不同的分界面上，存在受拓扑保护且对缺陷和干

扰免疫的单向传输量子态，有望解决芯片中电子

散射造成的热损耗难题，具有重要的理论意义和

应用价值，但实现 QHE 需要强磁场和极低的温

度。由于光子体系和电子体系在理论上有着密不

可分的类比关系，因此人们把目光转向光学系统。

与电子结构相比，光子晶体在结构设计、能带调控

等方面具有更高的自由度，近年来，拓扑光子学的

研究也得到了迅猛发展［4-8］。其中，对于磁光光子

晶体单向边界态的研究，需要外加磁场打破时间

反转对称（TRS），给光子集成带来困难，且实际中

的旋磁介质在高频段损耗大，只能工作在微波波

段。因此，人们在量子自旋霍尔效应（QSHE）的基

础上，开展了光子 QSHE的研究，获得了受 TRS保

护的螺旋边界态［9-14］。实现光子 QSHE不需要外

加磁场，实际应用价值更高，其关键是构造赝自旋

态。众所周知，自旋为 1/2的电子系统中天然存在

受 TRS保护的 Kramers简并。Kramers简并由自

旋向上态和自旋向下态组成，是实现螺旋边界态

的关键。光作为玻色系统，其时间反演对称性与

作为费米子的电子不同，无法直接构造 Kramers简
并。因此，人们通过构造各种光学赝自旋态类比

电子的自旋对。Wu等［14］通过复式六方晶格中的

C6对称性在各向同性介质材料中构造出光量子自

旋霍尔态，其赝时间反演对称性来自晶格的对称

性。该方案利用能带的折叠性将处于布里渊区顶

点的 Dirac简并折叠至布里渊区中心 Γ点，形成双

重 Dirac点。通过拉伸和压缩晶胞实现了 p轨道和

d轨道的能带反转，在简并破缺后的体能隙中，观

测赝自旋的鲁棒自旋边界态。该方案利用纯介质

光子晶体构造光拓扑绝缘体，不需要特别的材料

设计和外加磁场，这种独特的优势引发了后期研

究的热潮［15-19］。但这些研究中的模型都离不开两

个基本要素：1）能带具有 2个双重简并点，分别产

生赝自旋的 p轨道和 d轨道；2）要通过晶胞的缩放

实现 p轨道和 d轨道的反转。

晶胞的形变限制在晶格原胞的范围内，导致反

转前后公共带隙宽度有限，产生的拓扑边界态局域

效应也不强。边界态的局域效应和带宽是边界态

传输信号的重要因素，这两者都取决于产生拓扑边

界态的带隙宽度，拓扑边界态的带隙宽度又依赖于

反转前后的公共带隙和边界结构。因此，如何通过

优化结构寻找能产生较大拓扑边界态的带隙宽度

具有重要意义，但目前研究的模型在边界态的局域

效应和带宽方面都不太理想。本文针对以晶胞缩

放构建的拓扑光子边界态模型，基于决定公共带隙

的关键因素以及控制变量法，提供了一种高效的优

化设计思路，为拓扑光子边界态的优化设计提供一

个新思路。

2 光子晶体初始结构和轨道反转

根据光子 QSHE的设计要素，要产生赝自旋的

p轨道和 d轨道，需要能带的二重简并。实验设计的

三角复式晶格如图 1（a）所示，属于 C6对称点群的晶

格有两个二维不可约表示 E1和 E2，分别对应能带的

二重简并点。将正六边形作为晶格原胞，围绕原胞

中心放置六个介质柱，介质柱与原胞中心的距离为

D。介质柱中心位于边长为D的正六边形的六个顶

点上，背景为空气，介质柱半径为 r。a1和 a2为晶格

图 1 晶格的结构。（a）三角复式晶格；（b）晶格第一布里渊区和三个高对称点

Fig. 1 Structure of the lattice. (a) Triangular compound lattice; (b) first Brillouin zone of the lattice and three high symmetry points
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基矢量，a1 = a/2i+ a 3 /2j（i和 j分别为 x和 y方

向的单位矢量），a2 = ai，a为晶格常数，介质柱的介

电常数 ε r=12，磁导率 μ r=1。图 1（b）为计算能带的

布里渊区简化模型，Γ、M和 K为布里渊区的三个高

对称点。

用基于有限元方法的软件 Comsol计算结构能

带（本征频率随布洛赫波矢的变化），从而得到光子

晶体的能带结构。将D和 r作为需要优化的变量，D
的变化会引起晶格单胞的缩放。图 1中介质柱六边

形与原胞六边形的方位角为 30°，这种情况下能带反

转能产生较大的公共带隙。以图 1中的方位作为基

础，首先在初始结构（r=0. 06a和D=0. 12a）晶格上

用 Comsol软件计算能带。考虑 E极化电磁波（电场

分量 Ez，磁场分量 Hx和 Hy）且扫描方向为 M-Γ-K
时，计算的本征频率如图 2（a）所示，其中，2πc/a为
归一化的单位，ω为本征频率，c为光子在真空中的

传播速度，数字为能带序号。可以发现，在 Γ点出现

2个能带简并点，可用 2个简并点的 Ez模场特征分

别作为量子力学电子波函数的 p轨道和 d轨道［19］。

正三角晶格具有 C6对称性，在 Γ点的本征态有２个

二维不可约表示 E1和 E2。不可约表示 E1对应二重

简并的偶极子态，如图２（a）中 2个 p轨道 px和 py具
有奇宇称；不可约表示 E2对应二重简并的四极子

态，如图２（a）中 2个 d轨道 dx2 - y2 和 d2xy具有偶宇称。

其中，d轨道的频率大于 p轨道，对应的带隙是拓扑

平庸的带隙。在初始结构的基础上，将 D变化到

0. 44a，得到的能带如图 2（b）所示，可以发现，在 Γ
点也出现了 2个能带简并点。根据简并点的 Ez模场

特征，在 Γ点的本征态同样有２个二维不可约表示

E1和 E2。与图 2（a）不同的是，不可约表示 E1对应二

重简并的四极子态，如图２（b）中 2个 d轨道 dx2 - y2和

d2xy具有偶宇称；不可约表示 E2对应二重简并的偶

极子态，如图２（b）中 2个 p轨道 px和 py具有奇宇称。

在图 2（b）中，d轨道的频率小于 p轨道，相比图 2
（a），能带轨道被反转，对应的带隙是拓扑非平庸的，

即轨道反转意味着拓扑相变。

实现光子 QHE的边界态，不仅需要使轨道反

转，还需要拓扑非平庸结构和拓扑平庸结构在两轨

道之间存在公共带隙。图 2（a）中两轨道之间的带

隙很小，图２（b）中两轨道之间的带隙虽然较大，

但与图 2（a）中的带隙没有交叠，无法形成边界

模式。

3 模型参数优化

3. 1 缩放距离D对模型的影响

要获得较大的拓扑边界态带宽和强局域效

应，最重要的是获得较大的拓扑非平庸结构和拓

扑平庸结构之间的公共带隙，因此需对结构参数

中的缩放距离 D、介质柱半径 r进行优化，优化前

的关键是确定公共带隙的算法。能带反转会导致

结构拓扑相发生变换，而影响能带反转的关键变

量是缩放距离 D，因此，需要分析 D在最大范围内

的变化对带隙的影响。Γ点是确定带隙大小的关

键，原因是该点决定了轨道的位置。当介质柱半

径 r=0. 06a时，计算得到 Γ点第 2、3、4、5、6能级频

率随 D的变化情况如图 3（a）所示，其中，Γ的下标

表示能带序号。可以发现，图 3（a）明显分为四个

区域，在区域 I，能级 3和能级 4构成 p轨道，能级 5
和能级 6构成 d轨道；在区域 II，能级 2和能级 3构
成 p轨道，能级 5和能级 6构成 d轨道，能级 4夹在

p轨道和 d轨道中间；在区域 III，能级 2和能级 3构
成 p轨道，能级 4和能级 5构成 d轨道。区域 II和
区域 III的分界面在 D=0. 21a处；在区域 III和区

域 IV的分界面即 D=0. 33a处，p轨道和 d轨道相

图 2 初始结构的能带和轨道。（a）r=0.06a、D=0.12a；（b）r = 0.06a、D = 0.44a
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交，形成双重简并点；在区域 IV中，能级 4和能级 5
构成 p轨道，能级 2和能级 3构成 d轨道，与区域 III
相比，发生了能带反转。区域 III为拓扑平庸态（反

转前区域），区域 IV 为拓扑非平庸态（反转后区

域），这表明反转前后区域的序号并不是绝对固定

的。改变 r的取值观察 Γ点带隙的变化情况，结果

如图 3（b）所示。可以发现，当 r=0. 057a时，p轨道

和 d轨道恰好延伸到区域 IV的右边界。如图 3（c）
所示，当 r=0. 02a时，在区域 III，能级 2和能级 3构
成 p轨道，能级 4和能级 5构成 d轨道；在区域 IV，

仍然发生轨道反转，但在靠近右边界处，能级 4和
能级 5不再简并，p轨道消失。优化的前提是必须

保证相邻区域有完全反转的 p轨道和 d轨道，且均

由能级 2、能级 3和能级 4、能级 5简并构成，因此无

论是平庸态结构还是非平庸态结构，r的最小值为

0. 057a。从图 3还可以发现，随着 r的减小，反转前

区域左边界右移，这也是优化计算中必须考虑的

因素。

3. 2 拓扑平庸态和非平庸态结构公共带隙的确定

单个结构的带隙位置在带隙下带最高点频率

和上带最低点频率之间，一般情况下，只需用简约

布里渊区三个高对称点 K、Γ、M的本征频率计算带

隙的范围和宽度。首先，根据这三个点分别确定平

庸态结构和非平庸态结构的最大带隙范围，再求出

其交集，即公共带隙。由图 3可知，需要在满足轨道

反转条件下计算两种结构的带隙随参数 D和 r的变

化情况。优化过程中，平庸态结构介质柱半径 r1和

非平庸态结构介质柱半径 r2是独立变化的，最小值

均为 0. 057a。对于平庸态结构，D的取值应尽量靠

近反转前区域的左侧，以取得最大的带隙。由于反

转前区域左侧的位置随 r1的减小而右移，对 r1进行

优化时必须固定 D。当 r1=0. 057a，反转前区域左

侧D=0. 21a时，可以保证 r1增大时反转前区域轨道

性质不变。当 D=0. 21a时，r1的最大值为 D/2=
0. 105a。对于非平庸态结构，对 r2进行优化时保持

D=0. 5a－r，以保证取值在反转后区域的最右边

界。原因是 r2=a/6时，介质柱圆周已经和原胞相

切，自身圆周也恰好相切，无法进行缩放，因此 r2的

最大值需略小于 a/6，实验中取 0. 16a。
在符合轨道反转的条件下，带隙范围只取决于

第 3个和第 4个能级，因此给出了平庸态结构和非

平庸态结构三个点的第 3个和第 4个能级频率随 r

的变化曲线，结果如图 4（a）和图 4（b）所示，其中，

下标数字为能级序号。可以发现，对每个 r，三个

图 3 能带频率在不同 r时随缩放距离D的变化曲线。（a）r = 0.06a；（b）r = 0.057a；（c）r = 0.02a
Fig. 3 Change curves of the energy band frequency with zooming distance D at different r. (a) r= 0.06a; (b) r= 0.057a; (c) r= 0.02a

图 4 三个高对称点第 3和第 4个能级频率随介质柱半径的变化曲线。（a）平庸态；（b）非平庸态

Fig. 4 Curves of the frequency of the 3rd and 4th energy levels of the three high symmetry points with the dielectric cylinder
radius. (a) Trivial state; (b) non-trivial state
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点分别对应的两个能级区域的交集才是完全带

隙，即图中的灰色阴影区域。对于两种结构，完

全带隙均在M（4）点和 Γ（3）点之间，由于两种结构的

半径是独立变化的，两个不同 r对应的四个点频

率为 Γ 1( 3 )、Γ 2( 3 )、M1（4）、M2（4）（下标 1和 2为半径的序

号，下标 3和 4为能级的序号）。每次计算时取两种

结构 M（4）的最小值，Γ ( 3 ) 的最大值，最小值减去最

大值即为公共带隙，当差为负数时，表明不存在公

共带隙。

3. 3 公共带隙的参数优化结果

根据上述优化算法基于 Comsol软件计算出拓

扑平庸态结构和拓扑非平庸态结构公共带隙宽度

随两种结构介质柱半径的变化情况，结果如图 5所
示。这是一个二维曲面，Δω为带隙宽度。从图 5
中可以找出四组半径 r1、r2的值，均对应相同的最大

公共带隙宽度 0. 1405，但每组半径对应的相对公

共带隙宽度（带隙宽度除以带隙中点频率）是不一

样的。将每组半径对应的相对公共带隙宽度列于

表 1，可以发现，其值远大于同类型晶胞缩放产生

的结果。

4 基于优化参数的边界态和传输仿真

当 r1=0. 082a，r2=0. 072a，平庸态和非平庸态

对应的 D分别为 0. 21a和 0. 428a时，平庸态和非平

庸态的能带结构如图 6所示，其中灰色阴影为公共

带隙，宽度为 0. 1405。
公共带隙只是产生边界态的必要条件，能否激

发边界态及边界态的特性与超胞边界的构型有关。

为了激发边界态，在两种结构的界面处截去晶格单

胞的一部分介质柱，直接连接两种晶格，构建的超

胞能带结构如图 7（a）所示，其中，k为沿超胞界面方

向的波数，实细线为体带，粗实线和粗虚线为边界

态。可以发现，两条边界态曲线之间存在带隙，且

整个带隙没有关闭。原因是边界构型打破了晶格

C6群的对称性，边界态受 TRS保护的特性受到微

扰。为了观察边界态的特性，在边界态色散曲线上

选取 A、B、C、D四个点，绘制出超胞边界处的模场

（Ez），并在每个模场下给出对应点边界处的能流密

度矢量分布，结果如图 7（b）所示。可以看出，点 A
和点 B的模场虽然相同，但边界处能流的流涡旋方

向相反，对应方向相反的两个赝自旋态。点 C和点

D的情况与点A和点 B类似。

上述拓扑边界态的性质可通过 Comsol软件电

磁波频域模拟验证，根据超胞构建的边界结构模型

如图 8所示，上半部分是拓扑非平庸结构，下半部分

图 5 公共带隙宽度随两种结构半径的变化情况

Fig. 5 Width of the common band gap versus the radiuses of
two structures

图 6 优化结构参数后的能带。（a）平庸态；（b）非平庸态

Fig. 6 Energy band after optimized structure parameters. (a) Trivial state; (b) non-trivial state

表 1 优化后两种结构半径对应的相对带隙宽度

Table 1 Relative band gap width corresponding to the
optimized radius of the two structures unit：%

r2/a

0. 0800
0. 0810
0. 0820
0. 0829

r1/a
0. 069
23. 05
24. 57
24. 57
24. 59

0. 070
22. 42
23. 18
24. 75
24. 68

0. 071
21. 78
24. 03
23. 31
24. 06

0. 072
21. 23
21. 97
22. 76
23. 48
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是拓扑平庸结构，四周为散射边界条件，沿边界方向

为 x轴，与边界垂直的方向为 y轴。在边界中间设置

赝自旋源（五角星，箭头为自旋方向），坐标为（6a，
5. 5a），频率为 0. 581，位于图 7（a）CD所在的能级曲

线上，记录电场 Ez的幅度分布。在图 8（a）中，源自旋

顺时针方向，电磁波被锁定向右传输；在图 8（b）中，源

自旋逆时针方向，电磁波被锁定向左传输。x方向的

场图可表示自旋方向锁定的单向传输，y方向的场图

可表示边界态的局域效应。二维场图左上角为局部

边界态的能流矢量分布，可以发现明显的涡旋性质。

图 7 优化后的边界态。（a）超胞能带图；（b）边界态模式点A、B、C和D模场和边界处的能流密度矢量

Fig. 7 Boundary state after optimization. (a) Supercell energy band diagram; (b) mode field at points A, B, C, and D in the
boundary state mode and energy flux density vector at the boundary

图 8 自旋锁定边界态的传输。（a）自旋顺时针；（b）自旋逆时针

Fig. 8 Transmission of the spin-locked boundary states.（a）Clockwise spin;（b）anticlockwise spin
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由于边界态受 TRS保护的条件受到边界构型的微

扰，边界态色散曲线不是所有的点都具有自旋锁定的

单向传输。经过检测，在图 7（a）中，边界态AB线上

只 有 在 0. 6306~0. 6331，0. 643~0. 6505，0. 6579~

0. 6639频率范围内具有明显的自旋单向锁定，在CD
线上自旋单向锁定的频率范围为 0. 5627~0. 5904，如
图中阴影部分。原因是边界的构型破坏了C6点群的

对称性，边界态色散曲线没有完全关闭带隙，光子

QSHE的总有效带宽达到 0. 0435。表 2和表 3为不

同参考文献中拓扑边界态有效带宽和局域效果（近似

值）的对比，其中边界态局域效果是用边界上光场最

高值一半对应的场分布宽度近似表示。可以看出，优

化后拓扑边界态的有效带宽增大，边界态场局域宽度

变小。

为了观察边界态的鲁棒特性，设置弯曲的“7”
字型边界构型，源条件与图 8相同，传输结果如图 9
所示。可以看出，无论是正向还是逆向传输，电磁

波都能顺利绕过拐角，几乎没有损耗地传输过去。

图 9（a）中的插图为拐角处的能流矢量分布，可以

明显发现该边界态具有很好的局域性和抗干扰

特性。

5 结 论

提出了一种优化三角复式晶格结构参数的方

法，可获得较大的拓扑平庸结构和非平庸结构的公

共带隙，并在此基础上构建自旋锁定方向的边界

态。由于带宽和边界态的局域程度是拓扑光子边

界态性能的 2个关键指标，该结构参数优化方法能

增强拓扑边界态的局域效应，在一定程度上增加边

界态的带宽，为光学拓扑结构的设计提供参考。
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