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基于局部最小的彩虹信号反演算法

李灿，吕绮梦，吴迎春，吴学成*，高翔，岑可法
浙江大学热能工程研究所能源清洁利用国家重点实验室，浙江 杭州 310027

摘要 针对标准/全场彩虹信号的反演处理，提出一种基于局部最小的通用性反演算法。该算法基于带修正系数

的复角动量理论建立了带不等式约束的非线性最优化目标函数，并采用序列二次规划法对最优化目标函数进行迭

代求解。反演前针对标准/全场彩虹信号进行不同的预处理，如去除高频结构、预估反演参数范围等。基于

Lorentz-Mie理论对不同折射率和粒径分布（对数正态分布和正态分布）的液滴彩虹信号进行数值模拟，并对有/无
粒径的预设分布进行反演，验证了该算法的有效性。结果表明：标准彩虹折射率反演最大绝对误差小于 3×10-4，
最大粒径相对误差为 1. 3%；各种工况下，全场彩虹反演折射率误差均小于 1×10-4，平均粒径相对误差小于

1. 67%。最后对该算法进行了标准和全场彩虹实验数据的验证。
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Inversion Algorithm of Rainbow Signal Based on Local Minimum
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Abstract For a parametric inversion of standard or global rainbow signals，this study proposes a local minima-
based general inversion algorithm，establishes a nonlinear optimized objective function with inequality constraints
based on the complex angular momentum theory theory with correction coefficients and iteratively solves the function
using sequential quadratic programming. Before the inversion， a different signal preprocessing， including the
removal of the high-frequency structure and the inversion parameter range estimation，was performed for the
standard and global rainbow signal. The rainbow signals of the droplets with different refractive indices and droplet
size distributions（logarithmic and normal distributions） were numerically simulated based on the Lorenz-Mie
theory. The proposed inversions with or without the size distribution were performed to verify the algorithm's
effectiveness. The results show that the maximum absolute error of the refractive index of the standard rainbow
signal inversion is less than 3×10−4，and the maximum relative error of the droplet size is 1. 3%. Under various
conditions，the error of the refractive index of the global rainbow signal inversion is less than 1×10−4，and the
relative error of the mean droplet size is less than 1. 67%. Finally，the algorithm was verified via the experimental
standard and global rainbow data.
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1 引 言

多相流中离散相的参数测量对多相流系统传热

传质的定量研究十分关键。准确地测量流场中雾化

液滴的多种关键参数如液滴温度、粒径、组分浓度、

蒸发速率和速度等，有助于研究能源、环境和化工等

领域中如燃料雾化蒸发燃烧、污染物吸收脱除和喷

雾干燥等的复杂过程，对提高燃烧效率、减少污染物

排放和加强优化控制具有重要的指导作用。

雾化液滴测量技术主要分为传统方法和先进

光学方法两种。传统方法可以在一定程度上获得

液滴的参数信息，但会造成原流场畸变，已不再满

足日趋严格的测量需求。目前针对液滴参数测量

的主流光学测量技术包括激光相位多普勒技术

（PDA）和激光诱导荧光技术（LIF）。PDA可以测

量液滴的粒径和速度，但是其仅限于单点测量且对

非球形液滴测量的误差较大。LIF可以测量液滴的

温度和组分，但需要添加荧光物质且标定工作量

大。作为一种先进光学测量方法，彩虹折射技术最

早在 1991年由 Roth等［1］提出，通过记录和分析彩虹

角附近的弹性散射光，能够同时测量液滴的物理和

热化学参数，例如液滴粒径、折射率及梯度［2-4］、温度

（或浓度）、非球形度，以及纳米级液滴粒径变化和

蒸发速率［5-8］。由于系统结构简单，不受非球形液滴

影响且能实现一维测量［9-10］，该技术备受关注且极具

应用潜力［11］。

从提取到的测量信号获得待测的参数信息称

为信号的反演过程，该过程的优劣将直接影响测量

结果的好坏。其中反演算法是信号反演的核心，该

部分将系统性地决定提取参数的固有误差。因此

在实际应用中，信号反演算法对于参数的精确测量

具有重要意义。针对彩虹信号反演算法，国内外学

者展开了研究。针对标准彩虹信号，宋飞虎等［12］提

出了基于 Debye级数理论的液柱参数彩虹反演算

法，因Debye级数理论需对无限项求和，且即使在数

值计算中，要想得到良好的近似，级数的保留项数

须与粒子的尺寸参数同量级，故该算法对大颗粒的

运算处理非常耗时。针对全场彩虹信号，van Beeck
等［13］提出一些基于 Airy理论特征点（如波峰、波谷

和拐点等）的反演算法，但这些算法因需要预先假

设折射率值而精度不高。同样针对全场彩虹，本课

题组吴迎春等［14］提出一种无须预设粒径分布函数

的全场彩虹反演算法，该算法基于整段信号的非负

最小二乘法拟合求解粒径分布。结合经验公式预

估参数初始值，宋飞虎等［15］提出一种基于最小二乘

法及寻优过程的全场彩虹反演算法，该寻优过程是

基于主峰的峰值角度和峰宽偏差进行的。综上所

述，目前还没有关于通用性反演算法的研究。

本文拟提出一种基于局部最小的通用性反演

算法，目标是对标准/全场彩虹信号的处理均适用。

该算法基于带修正系数的复角动量（CAM）理论建

立目标函数，反演前对信号进行预处理，并结合序

列二次规划法进行迭代寻优，反演后通过数值模拟

和实验，验证了该算法的有效性。

2 彩虹折射技术测量原理

具有不同入射角的单色光入射到液滴表面后，

在液滴内进行一系列反射和折射，随后以不同角度

散射出来。在后散射区内特定角度（一阶几何彩虹

角 θrg，后称几何彩虹角）处，光的聚集和干涉会导致

散射光信号明显增强，增强后的信号被称为一阶彩

虹信号（本文称为彩虹信号）。Lorentz-Mie理论可

以精确地描述均匀球形液滴的彩虹信号。在几何

彩虹角附近，在液滴内表面经过一次内反射的折射

光（p=2）和直接外部反射光（p=0）相比其他散射

阶光线要强得多，它们构成了主要的彩虹信号，如

图 1（a）所示。p=2阶散射光的自干涉会产生一个

Airy彩虹，它由一系列强度递减的波峰组成，如图 1（b）

所示。当入射角 θ i等于 arc sin éë ( )4- n2 3ùû时，几

何彩虹角对应笛卡儿光线经历一次内反射偏转的

最小角度表示为

θ rg = 2arc cos
é

ë
êê
1
n2 ( 4- n2

3 )
3 2ù

û
úú ， （1）

其中 n是液滴相对于环境的相对折射率，环境一般

为空气，因此通常直接称为折射率。折射率是物质

对应某种波长光所反映出的物理光学性质，本文中

所涉及到的光波长均默认为 532 nm。

高频纹波结构（称为Ripple结构），源自于 p=2阶
散射光和 p=0阶散射光的干涉。与 Airy彩虹相

比，Ripple结构具有更高的频率和更低的强度，若

p=2阶散射光和 p=0阶散射光相干叠加，可形成典

型的单液滴标准彩虹信号，如图 1（b）所示。由（1）式

可知：彩虹信号的几何彩虹角位置仅与液滴折射

率相关，并对折射率高度敏感；而彩虹信号形状

（即角频率）与粒径有关，粒径越大，彩虹信号角度
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分布越宽，即角频率越低。这两个特性是彩虹折

射技术能够测量液滴折射率和粒径的基本原理。

图 1（b）中 的 彩 虹 信 号 可 由 Debye 级 数 理 论 和

Lorentz-Mie理论进行计算，两者均由 Philip Laven
编写的MiePlot程序［16］完成。

3 算法介绍

3. 1 CAM理论

Lorenz-Mie理论和 Debye级数理论均由麦克斯

韦方程组推导而来，可以用于计算均匀球形液滴被

平面波散射的精确解。但它们的计算时间随着液

滴尺寸参数的增加而急剧增加，并且可能会带来严

重的计算负担，常常令人望而却步，尤其是对于需

要大量迭代的反演问题而言。因此，它们在反演算

法中的应用受限。

1969年，Nussenzveig［17-18］提出了 CAM 理论 。

该理论在 Debye级数理论的基础上，引入各种近似

解析解来代替无限级数，用简化的积分形式来表示

各级Debye级数，大大简化了求解过程，从而显著减

少了计算量。

由于篇幅原因，本研究仅对 CAM理论中的二

阶散射信号（p=2）进行简单介绍。由图 1可知，同

一个散射角的 p=2散射光线可对应 0、1或者 2个撞

击参数（ρ=sin θi）的入射光线。根据同一散射角下

对应 ρ的个数，Nussenzvieg将 p=2散射阶信号的散

射角区域精细地划分为“区域 0 ray”、“区域 0→
2rays”、“区域 2 rays”、“区域 2→1 ray”及“区域 1
ray”，并分别引入公式，如图 2所示，图中中间横线

表示几何彩虹角附近的撞击参数，各个方框表示由

Nussenzveig划分出的不同散射角区域。本研究将

几何彩虹角附近“区域 0→2 rays”的出散射光的复

振幅描述为

f rainbow (α，θ s) = D
2 ⋅

16exp ( )-iπ/4
27 3 ( π

sin θ s )
1
2

c (6sα)
1
6 exp[6icα+ isαε+ iAαε2 + O ( αε3 ) ]×

{[ ]1+ O ( )ε + O ( )α-1 ⋅A i{ }- c ( )2α
2
3 ε

( )3s
1
3

[ ]1+ Bε+ O ( )ε2 -

}iC

( )2α
1
3

é
ë
ê

ù
û
ú1+ O ( )ε 12 + O ( )α-1 ⋅A 'i{ }- c ( )2α

2
3 ε

( )3s
1
3

[ ]1+ Bε+ O ( )ε2 ， （2）

式中：α=πD/λ为无量纲尺寸参数，D为液滴粒径，λ

为入射光的波长；θs为散射角；i为虚部单位；A i和 A 'i
分别为 Airy函数及其导数，ε为散射角 θs与几何彩

虹角 θrg的差值；参数A、B、C都是仅依赖于 n的中间

系数，公式参见文献［19］；O（·）为无穷小渐近。

Saengkaew等［19］发现，在几何彩虹角附近，CAM

图 1 液滴被平面波照射时，几何彩虹角附近二阶折射光 p=2 和表面反射光 p=0 的光学路径以及其彩虹信号。（a）光学路径；

（b）典型的单液滴标准彩虹信号

Fig. 1 Optical paths of second-order refracted light p=2 and direct reflected light p=0 around geometrical rainbow angle when a
droplet is illuminated by plane wave and their rainbow signals. (a) Optical paths; (b) typical standard rainbow signal of single droplet
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理论和 Debye级数理论预测的一阶散射信号（p=2）
强度分布在散射角各位置处吻合得很好，但在强度

大小上还存在一些差异，特别是远离几何彩虹角区

域。基于此，他们基于 Debye级数理论，对 CAM理

论中“区域 0→2 rays”根据（2）式进行强度修正，获得

按粒径范围分段的强度修正系数线性回归公式。

带修正系数的 CAM理论［（2）式］能够用于液

滴彩虹角附近一阶光散射强度分布的精确计算，同

时又具有较快的运算速度且计算速度不受尺寸的

影响，可用于单液滴或液滴群光散射信号的快速计

算分析。因此该理论适用于彩虹折射测量中的快

速精准反演，这为彩虹折射测量技术的实际应用提

供了理论基础。

3. 2 目标函数的建立

当平面单色光照射多分散液滴群时，液滴群中

的每个液滴在几何彩虹角附近的散射光强分布为

I（D，θ，n），液滴群的粒径概率分布为 N（D）。假设

液滴均为球形且忽略液滴间的多次散射和干涉，液

滴群彩虹的总光强角度分布可表示为

I ( θ )= ∫
Dmin

Dmax

I ( D，θ，n )N ( D ) dD， （3）

式中 Dmax和 Dmin分别为液滴粒径的上限和下限。对

液滴群粒径分布的反演在数学上可归结为对第一

类 Fredholm积分方程的求解，在经过离散化和归一

化处理后，可得

I=

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú
ú

ú
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I ( )θ2
⋮
I ( )θj

=
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⋅
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N ( )D 1

N ( )D 2

⋮
N ( )Di

= A ⋅N ， （4）

式中：A为光强矩阵，A中的元素 I（Di，θj，n）表示粒

径为 Di的液滴在散射角度 θj处的散射光强，由光散

射理论如上述的 CAM理论计算可得；I为待求的彩

虹信号；N（Di）表示粒径为 Di的液滴数量的概率，N

表示由元素N（Di）组成的矩阵。全场彩虹信号是多

个单液滴产生的标准彩虹信号叠加的结果。若去

除液滴群具有粒径分布这一条件时，液滴群即为单

液滴或单分散液滴流。这意味着标准彩虹反演是

全场彩虹反演的一个特例。当其用于处理标准彩

虹信号时，因仅需求得折射率 n和单一粒径 D，而并

不需要求解粒径分布N（D），该公式可简化为

I=

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú
ú

ú
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ú

ú

I ( )D，θ1，n

I ( )D，θ2，n

⋮
I ( )D，θj，n

⋅N = A ⋅N， （5）

此时 N不再是粒径分布而是标量系数。作为第一

类 Fredholm积分方程的离散结果，光强矩阵或矢量

A的条件数较大，整个方程组的数量远大于未知数

的数量，是个超定方程组，直接求解方程组一般是

无解的。若通过牛顿迭代法、高斯消去法等数值方

法求解，即使 CAM理论计算的 I（Di，θj，n）误差较

小，方程组求解的误差也会很大。

由于超定方程组存在唯一的最小二乘解，基于

此，吴迎春等［14-15］多采用非负最小二乘法对方程组

进行计算。建立二范数 ||A·N-I||2为目标函数，结合

折射率和粒径的边界条件，以目标函数的最小值为

优化目标，表达式为

min
n，N ( D )

 A⋅N-I
2
，s.t.n∈ [nmin，nmax ]，D∈ [Dmin，Dmax ]。

（6）
3. 3 迭代方法-序列二次规划法

由（6）式可知，本反演求解本质上是一个带不

等式约束的非线性最优化问题。本研究采用序列

二次规划方法（SQP）［20-21］来进行迭代优化计算，它

的基本思路是将复杂的约束非线性最优化问题转

图 2 二阶折射光 p=2的 5个散射角区域划分

Fig. 2 Division of 5 scattering angle regions for second-order
refracted light p=2
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换成较为简单的序列二次规划（QP）子问题求解。

该方法是求解约束非线性最优化问题的最有效方

法之一，具有全局收敛性、局部超线性收敛性和效

率高等优点。带不等式约束的非线性优化问题可

以描述为

min f (x)，s.t.hi (x) ≥ 0，x ∈ R n，i= 1，2，⋯，m，（7）
其中 x为待求变量参数向量，f（x）为非线性目标函

数，hi（x）为不等式约束函数，m为不等式约束的数

量。构造的拉格朗日函数，表达式为

L (x，λ) = f (x)- ∑
i= 1

m

λi hi (x)， （8）

其中 λi为拉格朗日乘子，描述了目标函数相对于约

束条件的变化。根据（8）式进行二次近似，从而将

非线性最优化问题转换成更容易求解的二次规划

子问题，以反复迭代的二次规划解来逼近原问题的

解。其中构造拉格朗日函数是为了将约束条件消

除，使二次规划子问题转化成无约束问题。

为了得到下一个迭代点 xk+1，在 SQP方法中，在

xk处对拉格朗日函数 L（x，λ）进行泰勒级数展开并

取二次近似，同时对约束条件进行一次近似，得二

次规划子问题，表达式为

min 12 d
TH kd+∇f (x k) Td，

s.t.∇hi (x k)
T
d+ hi (x k) ≥ 0，i= 1，2，⋯，m，（9）

式中：d= x- x k，代表变量参数向量的搜索方向；

∇ 为 梯 度 运 算 符 ；H k 为（8）式 中 拉 格 朗 日 函 数

Hessian矩阵（二阶导数矩阵）的正定拟牛顿法近似。

此问题是原约束最优化问题的近似子问题，其最优

解不一定是原问题的最优解，但可以作为原问题解

的搜索方向。

每次迭代过程中，（9）式中的二次规划问题利

用二次算法求解，可以获得当前的搜索方向 d。标

量步长参数 αk则可通过求解一维约束线性搜索原

问题中目标函数最小值来获得，从而得到原问题的

一个可行解 xk+1，表达式为

x k+ 1 = x k+ αkd。 （10）
上述得以实施的关键在于如何计算拉格朗日

函数的 Hessian矩阵的正定拟牛顿近似值。在每一

次迭代的过程中，本研究采用 BFGS方法［22］来计算。

在原问题转换成近似的二次规划问题之后，迭

代计算步骤如下：

1）在当前迭代点 xk上更新计算拉格朗日函数

的Hessian矩阵的正定拟牛顿近似值Hk；

2）二次近似构造和求解当前的二次规划子问

题，子问题最优解可作为下一次迭代的搜索方向 d；

3）在该方向上对原问题进行一维约束线性搜

索，确定步长 αk，得到下一个迭代点 xk+1，并判断是

否满足收敛精度；

4）满足收敛则结束迭代，输出迭代点 xk+1为非

线性最优化原问题的最优解；如果没有收敛，则重

复上述步骤，直到达到其他迭代终止条件。迭代初

始的Hk是任意给的，一般设置为单位矩阵。

3. 4 信号预处理

在基本了解彩虹反演算法中的目标函数和迭

代方法之后，还需要对彩虹信号进行预处理。针对

标准彩虹信号和全场彩虹信号的预处理方式不同，

可根据彩虹信号是否有 Ripple结构来加以区分。

3. 4. 1 理论基础

针对标准彩虹信号，若不去除 Ripple结构而直

接反演的话，优化过程中的目标函数会存在非常多

的局部最小值，这是由许多细小的高频条纹所致。

去除标准彩虹的 Ripple结构，可以通过求局部最小

来解决，这种处理方式具有速度快的优点。

对图 3（a）中待处理的标准彩虹信号进行快速

傅里叶变换（FFT）处理后，得到如图 3（b）所示的频

谱图，在该频谱图中，可以得到两个重要的频率点

Fcut和 Fripple。Fcut对应频谱图中第一个振幅强度最小

值位置，为低通滤波的截止频率，其物理意义是小于

该频率值的频谱信号对应 p=2阶散射信号自相干

形成的 Airy彩虹。因此如果将大于该频率值的频

谱信号过滤掉，对剩下的频率信号进行快速傅里叶

逆变换（IFFT）处理可以得到分离的Airy彩虹信号。

图 3（a）对比了由Debye级数理论精确计算的Airy彩
虹和由标准彩虹低通滤波后的 Airy彩虹信号。除

了在小于几何彩虹角区域存在一些细小的强度差

异，两者之间在各散射角度位置的强度吻合非常好。

这表明：通过对液滴标准彩虹信号低通滤波获得的

Airy信号，其精度足以用于后续液滴参数的反演计

算。当然，这种方法不利于小液滴（粒径<20 μm）
标准彩虹信号的处理，这是因为此时的 Airy信号与

高频信号非常接近，难以通过低通滤波来分离。

预设折射率和粒径反演范围。在实施反演计算

之前，还需要从已记录的彩虹信号中确定预设的 4个
参数：粒径范围［Dmin，Dmax］和折射率范围［nmin，nmax］。

若预设的参数范围过小，反演计算会因为缺失一部

分信息而导致反演结果完全出错；若预设的参数范

围过大，反演计算会因无效计算量增加而更耗时。
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因此，对折射率和粒径反演范围的精确预估是一个

重要步骤。

3. 4. 2 标准彩虹

标准彩虹信号，经低通滤波后可以获得光滑的

Airy彩虹，记 Airy彩虹主峰左侧最大强度位置乘以

0. 42后对应位置处的散射角为 θrg，est。根据文献［23］，

可知 θrg，est在几何光学彩虹角附近，根据（1）式可以

计算得到预估的折射率 nest。一般来说，设置较宽的

折射率范围，上下限分别设为 nmin=nest－0. 005，nmax=
nest+0. 005。

图 3（b）中 Fripple为 Fcut频率后频谱图中的第一个

振幅强度最大值位置，其物理意义为该频率附近信

号为 p=2和 p=0阶散射信号干涉形成的 Ripple结
构。在几何彩虹角 θrg附近，基于几何光学推导的

Ripple角频率表达式为

F ripple = ( n2 + 23n2
4- n2

3 ) Dλ × π
180° =

c (n) D
λ
× π
180°， （11）

式中 c（1. 33）=0. 6125，c（1. 34）=0. 6040，即折射率

n从 1. 33改变到 1. 34，该系数仅变化 1. 4%左右。

（11）式表明Ripple结构的角频率与液滴粒径成正比，

因此该方法可以用于计算粒径D。同时也应看到，该

公式中含有液滴折射率 n这一未知量，所幸的是该公

式对折射率 n并不敏感。假设折射率 n=1. 335，波长

λ=0. 532 μm时，Fripple=1. 995×10−2D μm−1/（°），据

此可预估液滴粒径。根据图 3（b）中给出的实际频

率 Fripple=2. 090（°）−1，可得其预估液滴粒径应为

104. 7 μm，与真实值 100 μm非常接近，这说明该方

法可以很好地用于粒径反演范围的预设。基于经

验，标准彩虹信号的粒径反演上下限分别设为Dmin=
max（Dest−25，0）和Dmax=Dest+25。
3. 4. 3 全场彩虹

全场彩虹信号，由于不同粒径液滴标准彩虹信

号的叠加，Ripple结构自然消除，因此，无法采取上

述方法进行反演参数范围的预估。而通过提取全

场彩虹信号的特征点进行分析，根据经验公式可以

得到折射率和平均粒径的预估值。

van Beeck等［13］的研究采用彩虹主峰的左右拐

点作为特征点。根据 Airy理论估算的粒径 Dest和几

何彩虹角 θrg，est，可得

D est = 531.6λ ( )θ inf 2 - θ inf 1
− 1.5

， （12）

θ rg，est = θ inf1 - 13.91(λ D est) 2 3， （13）

式中：θinf1为彩虹主峰左拐点位置；θinf2为右拐点位

置。该公式能有效避免液滴群多分散程度较大时

Airy彩虹第二个峰消除。

（1）式代入（13）式中，可以计算得到预估的折

射率 nest，其折射率设置范围同标准彩虹信号；而全

场彩虹的粒径反演范围通常更大 ，分别设置为

Dmin=max（Dest－60 μm，0）和Dmax=Dest+60 μm。

由于其简单性和快速性，Airy理论特征点经验

法已成为其他全场彩虹反演算法选取初始值的优

选。上述预估的粒径 Dest和折射率 nest，同时也被设

置为反演计算中参数的初始值。

图 3 理论模拟液滴参数为 n=1.33，D=100 μm时的彩虹信号及标准彩虹信号频谱图。（a）标准彩虹信号、Airy彩虹信号（p=2）
以及标准彩虹低通滤波后的Airy彩虹信号；（b）图 3（a）中标准彩虹信号经 FFT处理后的频谱

Fig. 3 Rainbow signals and FFT spectrum of the standard rainbow simulated for a droplet with n=1.33 and D=100 μm.
(a) Signals of standard rainbow, Airy rainbow (p=2) and low-pass filtered Airy rainbow; (b) spectrum of the standard

rainbow in Fig. 3(a) after FFT processing
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3. 5 反演算法流程

彩虹信号反演流程如图 4所示。首先读入经过

预处理的彩虹信号并按最大值归一化，然后选择反

演段，反演段中需至少包含一个完整的主峰。将上

述预估的折射率和粒径，设置为输入初始值。根据

初始值，通过待修正系数的 CAM理论计算光强矩

阵，并通过非负最小二乘法求解计算当前目标函数

值。判断目标函数值是否小于阈值 1：如果是，则输

出结果；如果否，则根据迭代方法搜索确定下一个

迭代点。同时判断与上一个迭代点的改变量是否

小于阈值 2：如果是，同样停止迭代输出结果；如果

否，则重复上述计算。

本文算法的求解过程中，迭代是否结束的判断

准则，依赖于目标函数值的阈值 Δ和待求变量参数

的变化阈值 ε。由前面 3. 3节中的内容可知，目标函

数值在迭代过程中必定是递减的。目标函数值的

阈值设置为 Δ=10−6，此项足以保证反演拟合的精

度。待求变量参数的变化阈值设置为 ε=2×10−4，
这是因为彩虹折射技术测量折射率的精度就是 2×
10−4，而粒径的测量精度要小于该阈值 ε。设置阈值

的目的是在保证测量精度的基础上，避免无效的迭

代优化计算。

4 数值数据验证

针对上述几种常见的反演需求，对算法进行数

值模拟验证。基于 Lorentz-Mie理论，模拟计算具有

不同折射率、粒径大小或粒径分布的液滴的标准彩

虹信号和全场彩虹信号。值得注意的是，具有粒径

分布的液滴群的全场彩虹信号是由粒径具有函数

分布的许多单液滴标准彩虹信号数值叠加而成，并

不涉及液滴散射信号之间的干涉。输入这些模拟

的已知彩虹信号，利用上述的反演算法进行反演计

算，输出反演值，并与真实值进行比分析。反演彩

虹信号时，光强可由 p=2阶散射信号强度［（2）式中

复振幅的平方］计算。

4. 1 标准彩虹信号的反演

图 5为不同折射率（n=1. 33，1. 34，1. 35，1. 36）
和粒径（D=30~150 μm）液滴的标准彩虹信号反演

结果及误差分析图，其中粒径相邻间隔为 10 μm，折

射率和粒径的选取范围包含常见液体和实际雾化

液滴的折射率和粒径选取范围，更加贴合实际应

用。从图 5（a）中可以看出：整体上，反演折射率低

于真实值；折射率的最大绝对误差小于 3×10−4；且
大部分情况下折射率绝对误差小于 2×10−4；在粒径

大于 80 μm之后，绝对误差随着粒径增大而逐步减

小。该折射率误差对应常见液体燃料（如无水乙

醇、正庚烷和正癸烷等）的温度变化值，约±0. 5 K，

这表明该算法反演折射率的精度足够高。图 5（b）
给出了反演粒径的绝对误差和相对误差。整体上，

反演粒径小于真实值；粒径的绝对误差随粒径增大

而增大，但最大误差不超过 2 μm；同时粒径反演误

差受折射率的影响明显，折射率越大，误差越小。

而更受关注的粒径相对误差同样随着粒径增大而

增大，直到粒径达到 80 μm时相对误差才能稳定下

来，最大误差约为 1. 3%。同时，反演单个标准彩虹

信号平均仅耗时 0. 4 s，与文献［12］中的基于 Debye
理论的反演算法相比，本文反演算法的速度更快，

精度也略高些。上述结果表明，对于标准彩虹的参

数反演计算，该算法具有不错的精度和速度，具有

极大的应用潜力。

4. 2 全场彩虹信号的反演

对于全场彩虹的参数反演计算，求解方法分为

有分布预设和无分布预设。有分布预设需要先假

定液滴群的粒径分布符合特定函数，通过求解分布

图 4 彩虹信号反演流程图

Fig. 4 Inversion flowchart of rainbow signal
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函数中的未知数来得到液滴群参数。该过程将粒

径分布求解问题转化为对分布函数中参数的确定，

由于其待解的未知数个数较少，计算量相对较小，

应用便捷。但该方法适用范围较小，仅当假定的液

滴粒径分布函数与实际分布情况一致或近似时，才

能获得较高精度。对于某些场合，如喷雾雾化环节

具有较大不稳定性，且液滴群受环境压力振荡等因

素扰动时，液滴群粒径分布函数的推导变得较为困

难。因而，有分布预设在应用上存在限制。无分布

预设是基于概率的一种随机优化方法，与有分布预

设相比，无须预设粒径的分布规律，能够适应各种

粒径分布，应用范围更广。但同时由于需要求解非

常多的参数，计算量大。本节中，我们对常见的液

滴粒径分布（正态分布和对数正态分布）进行数值

验证。

4. 2. 1 有分布预设

图 6为不同粒径分布参数液滴群的全场彩虹

信号有分布预设的反演结果。算法反演结果为折

射率、粒径平均值以及分布标准差。图中所有工

况（下同）下设置的真实折射率均为 1. 3520，而反

演 获 得 的 折 射 率 也 都 是 1. 3520，误 差 小 于 1×
10−4，具有非常高的精度。图 6（a）中粒径分布符

合正态分布，平均粒径 μ分别为 30~150 μm，间隔

为 10 μm，标准差 σ分别为 2，5，10 μm。可以看到，

反演的平均粒径与理论值吻合得非常好，最大相

对误差约为 1. 5%。反演的分布标准差误差随着

粒径增大而减小：对于标准差 σ为 2 μm时，反演误

差相对误差从 10% 降到 6. 5%；对于标准差 σ为

5 μm时，相对误差由 11. 8%降到 7. 3%；对于标准

差 σ为 10 μm时，相对误差由 14. 4%降到 7. 8%。

图 5 不同折射率（n=1.33，1.34，1.35，1.36）和粒径（D=30~150 μm）液滴的标准彩虹信号反演结果及误差分析。（a）折射率的

绝对误差；（b）粒径的绝对和相对误差

Fig. 5 Inversion results and error analysis of standard rainbow signals of droplets with different refractive indices (n=1.33, 1.34,
1.35 and 1.36) and droplet sizes (D=30‒150 μm). (a) Absolute error of refractive index; (b) absolute and relative error of

droplet size

图 6 不同粒径分布液滴群的全场彩虹信号有分布预设反演结果。（a）正态分布；（b）对数正态分布

Fig. 6 Distribution preset inversion results of global rainbow signals of dispersed droplets with different size distributions.
(a) Normal distribution; (b) log-normal distribution
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图 6（b）中粒径分布符合对数正态分布，反演的平

均粒径和标准差的最大相对误差分别为 0. 4%和

1. 0%，该误差相当小，故可以忽略。此外，反演单

个有分布预设的全场彩虹信号平均耗时 7. 3 s，其
耗时是标准彩虹信号反演耗时的 18倍。该部分结

果表明，该算法对于有分布预设液滴群的全场彩

虹信号反演计算具有不错的表现，特别是对数正

态分布。实际雾化场中，液滴粒径普遍符合对数

正态分布。

4. 2. 2 无分布预设

图 7为不同对数正态分布参数液滴群的全场彩

虹信号非分布预设反演结果。值得注意的是，图 7
的粒径分布是单峰分布，本研究将这几个反演结果

合在同一张图中。这 8个反演工况的分布参数分别

为（μ=60/80/100/120 μm，σ=0. 1 μm）、（μ=40/
60/80/100 μm，σ=0. 2 μm）。上述这些工况的折射

率 反 演 结 果 均 为 1. 3520，与 真 实 值 完 全 一 致 。

图 7（a）中标准差 σ=0. 1 μm下，非分布预设反演的

平均粒径∑
m= 1

i

N ( )Dm ⋅Dm ∑
m= 1

i

N ( )Dm 分别为 60. 2，

80. 2，100. 3，120. 4 μm，与理论值非常接近，最大相

对误差为 0. 33%。图 7（b）中标准差 σ=0. 2 μm下，

反演的平均粒径分别为 40. 6，61. 0，80. 5，101. 3 μm，

最大相对误差为 1. 67%。图中，同样给出了理论的

对数正态分布（用曲线表示），可以看出非分布预设

反演结果与理论值符合得较好。

反演单个无分布预设的全场彩虹信号平均耗

时 13. 2 s，是标准彩虹信号反演耗时的 33倍，是有

分布预设的 1. 8倍。当然全场彩虹信号反演耗时与

粒径分布设置的粒径间距 ΔD有关，粒径分布的待

图 7 不同对数正态分布液滴群的全场彩虹信号非分布预设反演结果。（a）μ=60 μm，σ=0.1 μm和 μ=100 μm，σ=0.1 μm；

（b）μ=80 μm，σ=0.1 μm和 μ=120 μm，σ=0.1 μm；（c）μ=40 μm，σ=0.2 μm和 μ=80 μm，σ=0.2 μm；（d）μ=60 μm，σ=
0.2 μm和 μ=100 μm，σ=0.2 μm

Fig. 7 Non-distribution preset inversion results of global rainbow signals of dispersed droplets with different log-normal
distributions. (a) μ=60 μm,σ=0.1 μm and μ=100 μm,σ=0.1 μm; (b) μ=80 μm,σ=0.1 μm and μ=120 μm,σ=0.1 μm;

(c) μ=40 μm,σ=0.2 μm and μ=80 μm,σ=0.2 μm;(d)μ=60 μm,σ=0.2 μm and μ=100 μm,σ=0.2 μm
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求参数个数 i等于［（Dmax－Dmin）/ΔD+1］。间距越

大，待求参数的个数越少，耗时越短，但会牺牲一部

分反演精度。为达到平衡，本文中的粒径间距设置

为 4 μm，下同。

图 8为不同正态分布参数液滴群的全场彩虹信

号非分布预设反演结果，同样为单峰分布。这 17个
反演工况的分布参数分别是（μ=40/60/80/100/
120/140/160 μm，σ=2 μm）、（μ=40/60/80/100/
120/140/160 μm，σ=5 μm）和（μ=60/100/140 μm，

σ=10 μm）。为避免粒径分布严重重叠，标准差大

的工况会少些。上述这些工况的折射率反演结果

均为 1. 3520，与真实值完全一致。图 8（a）中标准差

σ=2 μm 下，非分布预设反演的平均粒径分别为

39. 9 ，59. 9，79. 9，99. 9，119. 9，139. 9，159. 9 μm，极

其接近理论值，最大相对误差仅为 0. 25%。图 8（b）
中 标 准 差 σ=5 μm 下 ，反 演 的 平 均 粒 径 分 别 为

39. 9 ，59. 9，79. 9，99. 9，119. 7，139. 9，159. 9 μm，最

大 相 对 误 差 仅 为 0. 25%。 图 8（c）中 标 准 差 σ=
10 μm 下 ，反 演 的 平 均 粒 径 分 别 为 59. 6，99. 8，
139. 8 μm，最大相对误差仅为 0. 67%。图中，同样

给出了理论的正态分布对比图，从中也可以看出非

分布预设反演结果与真实值非常吻合。

上述反演工况中液滴群粒径分布均呈现特定

函数分布，而实际情况液滴群粒径分布可能由多个

分布组成。为了反映这种情况，对粒径符合三峰分

布和双正态分布的全场彩虹信号进行了数值模拟。

图 9展示出了多分布液滴群的全场彩虹信号非分布

预设反演结果。图 9（a）中为三峰分布，粒径分别被

设置为 40，100，140 μm，液滴数量比为 100∶50∶25。

可以看出，粒径和数量比均能更好地被反演出来。

而图 9（b）中为双正态分布，粒径分布分别被设置为

（μ=40 μm，σ=2 μm）和（μ=100 μm，σ=4 μm），整体

液滴数量比为 1∶2。根据图中反演结果推断，两个

正态分布的平均粒径分别为 39. 8 μm和 100. 3 μm，

相对误差分别为 0. 5%和 0. 3%；这两个分布液滴群

数量比为 1∶1. 98，也较符合真实值。

图 8 不同正态分布液滴群的全场彩虹信号非分布预设反演结果。（a）μ=40/60/80/100/120/140/160 μm，σ=2 μm；（b）μ=
40/60/80/100/120/140/160 μm，σ=5 μm；（c）μ=60/100/140 μm，σ=10 μm

Fig. 8 Non-distribution preset inversion results of global rainbow signals of dispersed droplets with different normal distributions. (a) μ=
40/60/80/100/120/140/160 μm,σ=2 μm; (b) μ=40/60/80/100/120/140/160 μm,σ=5 μm; (c) μ=60/100/140 μm, σ=10 μm
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5 实验数据验证

为 了 进 一 步 测 试 算 法 ，进 行 简 单 的 实 验 验

证。搭建标准彩虹和全场彩虹光学测量系统，分

别对去离子水单分散液滴串和喷雾进行测量，并

记录保存测量图像。图 10（a）为单分散液滴发生

器 发 生 的 参 数 已 知 且 可 控（D=135 μm，n=
1. 3362）的单分散液滴串产生的标准彩虹图像。

为了消除噪点造成的误差，截取彩虹图中间上下

各 50行像素取平均值，并且代入散射角标定公式

获得彩虹信号强度 -像素位置分布，如图 10（b）中

实验标准彩虹信号所示。将其代入上述反演算

法，计算可得如图 10（b）所示的信号拟合情况，在

彩虹主峰位置拟合得非常好；反演得出的粒径为

133. 5 μm，折 射 率 为 1. 3361；绝 对 误 差 分 别 为

1. 5 μm（相对误差 1. 1%）和 1×10−4，反演结果精

确。另外，可以看出该实验彩虹信号并没有明显

的噪声干扰。

图 11（a）为喷头喷出的雾化液滴产生的全场彩

虹图像，图中有一些黑点，这是由测量过程中部分

雾化小液滴沾在收集透镜上所致。同样为了消除

这些影响，采取与图 10一样的平均处理方法，得到

如图 11（b）所示的实验全场彩虹信号，从中可以看

出信号最左侧存在由液滴无效散射光导致的背景

噪声，该噪声在信号处理中会被消除。经过算法无

粒径分布预设反演后，可以看出其拟合计算的全场

彩虹信号与实验值很好地吻合。这里只选取彩虹

主峰附近信号进行拟合处理，因为这部分信号的信

噪比较高，其反演的平均折射率为 1. 3365，绝对误

差为 3×10−4。粒径分布反演结果如图 11（c）所示，

其平均粒径为 62. 4 μm，误差与文献［14-15］中其他

算法相当或更低。

图 10 单分散液滴串的实验结果。（a）标准彩虹图像；（b）实验标准彩虹信号与拟合信号对比

Fig. 10 Experimental results for monodisperse droplets. (a) Standard rainbow image; (b) comparison between experimental
standard rainbow signal and fitted signal

图 9 多分布液滴群的全场彩虹信号非分布预设反演结果。（a）三峰分布；（b）双正态分布

Fig. 9 Non-distribution preset inversion results of global rainbow signals of dispersed droplets with multi-distributions.
(a) Trimodal distribution; (b) binormal distribution
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6 结 论

本文提出一种基于局部最小的通用性反演算

法，能同时适应标准和全场彩虹信号的反演处理。

该算法利用带修正系数的 CAM理论建立带不等式

约束的非线性最优化目标函数，并采用序列二次规

划法进行迭代求解。通过对彩虹信号进行信号预

处理，将全局最小优化问题转化成局部最小优化问

题，获得预估信息，精确地加快了反演进程。模拟

各种实际粒径分布工况，数值计算研究表明该算法

具有极高的精度，从反演结果中可知：标准彩虹折

射率最大绝对误差小于 3×10−4，最大粒径相对误差

为 1. 3%；各种工况下，全场彩虹反演的折射率误差

均小于 1×10−4，平均粒径相对误差小于 1. 67%。

最后对该算法进行了单分散液滴和雾化液滴群的

实验，实验结果表明折射率误差均小于 3×10−4，标
准彩虹粒径相对误差小于 1. 1%。
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