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基于加权Levenberg-Marquardt的多目视觉
同名物点定位算法
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摘要 为了充分利用多目视觉系统的冗余信息,提高系统对同名物点世界坐标的解算精度,提出了一种基于加权

Levenberg-Marquardt(LM)非线性优化的定位算法。该算法充分考虑拍摄距离对物点计算精度的影响,利用矩阵

论中的广义正交投影法求解多相机约束下物点世界坐标初值,结合深度信息对目标函数进行加权,提高近距离相

机的置信度,根据加权处理的LM算法对物点世界坐标进行迭代计算以获得最优解。在8
 

m×6
 

m×3
 

m的测量空

间对4种算法进行了实验,实验结果表明,所提加权LM 算法相比传统算法及近年提出的算法在精度与效率方面

均有不同程度的提高,可为多目视觉系统的高精度定位提供一定的参考。
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Abstract In
 

order
 

to
 

make
 

full
 

use
 

of
 

the
 

redundant
 

information
 

of
 

the
 

multi-vision
 

system
 

and
 

improve
 

the
 

precision
 

of
 

the
 

system
 

in
 

solving
 

the
 

world
 

coordinates
 

of
 

the
 

homonymous
 

object
 

points 
 

a
 

nonlinear
 

optimization
 

algorithm
 

based
 

on
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Levenberg-Marquardt
 

 LM 
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1 引  言

随着计算机视觉的发展,视觉定位技术被广泛

应用于机械臂跟踪、航天器姿态测量、机器人导航等

领域[1]。多目视觉测量是近年来提出的一种高精度

视觉定位技术,利用3个或3个以上的相机在不同
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视角下对同一物体进行拍摄,根据同名物点在各相

机成像面中的像素坐标差异计算出物体的空间位

置[2],测量原理建立在双目视觉视差原理的基础

上[3]。多目视觉测量系统相比于单目系统避免了深

度信息丢失的问题,具有鲁棒性高、适应能力强等优

点,而且比双目系统具有更广的视场范围,适用于大

范围场景下的目标定位。此外,针对自身变形较大

的物体,如对搬运机器人、挖掘机机臂等进行位姿测

量时,可能存在标记点遮挡的情况,而多目视觉系统

从多个视角进行拍摄,可以有效地解决这一问题,而
且多视觉的冗余特性可以有效地提高同名物点定位

精度。
多视觉系统测量物点的空间位置时,传统方法

利用空间前方交会法[4]求解物点在测量空间的坐

标,但该方法对测量噪声较为敏感,受单个相机成像

精度影响较大。He等[5]综合考虑各相机与同名物

点的位置关系,利用加权平均的方法计算物点的空

间位置,该方法通过一次计算即可得到物点三维坐

标,但并未结合各图像信息进行优化。文献[6]通过

设置重投影误差权值估算物点三维位置,该方法虽

然利用了多视觉的冗余特征,但只在相机光轴近似

平行时才能体现出优势。Guo等[7]提出了基于误差

传递矩阵的特征点位置优化目标函数,该函数在双

目视觉姿态测量中取得了较好的效果,但并未在多

目视觉系统中进行验证。Liu等[8]提出了一种三维

空间粒子滤波跟踪方法,以二维平面粒子作为三维

空间粒子在成像平面上的投影,基于贝叶斯后验概

率递归推导出空间粒子权重,建立了基于分辨率概

念的协同跟踪机制,但该方法较为复杂且对硬件算

力要求较高。吴贤权等[9]在定向天线周围遍布4个

摄像头,通过识别天线上的反光标志点解算位姿,该
方法实现了对定向天线位姿的非接触式测量,但每

次计算位姿时,只取成像视野中标记点最多的两个

相机组建成双目系统,并未发挥出多目视觉的优势。
乔玉晶等[10]结合多目标遗传算法,提出了一种多目

视觉智能组网规划方法,该方法兼顾了测量覆盖率

和被测对象的三维不确定度,但实验时仅应用了单

个相机进行多个站位点实验,没有验证多个相机的

情况。文献[11]分析了多目视觉系统位姿参数对测

量精度的影响,通过仿真获得了系统搭建时最优取

值范围的位姿参数,但该实验基于双目视觉测量系

统,并未验证3个或更多相机的系统。文献[12]用

bundle
 

adjustment(BA)对三维点坐标和相机姿态

进行非线性优化,提高了同名物点的位置计算精度,

但未考虑相机距离对图像噪声的影响。
针对目前研究的不足,在多目视觉同名物点位

置测 量 中,提 出 了 一 种 基 于 加 权 Levenberg-
Marquardt(LM)优化的定位算法。该算法通过正

交投影法计算到所有相机反投影线距离之和最小点

的世界坐标,并以该坐标为初值,利用加权LM非线

性优化算法求解使得目标函数最小的物点世界坐标。
当各相机规格、所处的环境基本相同时,相机与物点

的距离对图像噪声影响较大,在设计目标函数时,充
分考虑距离对测量误差的影响,利用距离信息为目标

函数添加加权因子,提高近距离相机的置信度。

2 多目视觉测量模型

2.1 视觉成像坐标系定义

视觉成像本质上是三维空间的物体到二维平面

图像的变换过程。为了定量描述这一过程,引入世

界坐标系、相机坐标系、像平面坐标系及图像坐标

系,如图1所示。

图1 视觉成像模型

Fig 
 

1 Visual
 

imaging
 

model

2.1.1 世界坐标系(Ow-XwYwZw)

世界坐标系是在真实世界三维空间内的坐标

系,用来描述物点在测量空间内的位置,可表示为

(xw,yw,zw),单位为mm。

2.1.2 相机坐标系(Oc-XcYcZc)

相机坐标系原点Oc是相机的光心,Zc 沿相机光

轴方向,此坐标系下的坐标值可表示为(xc,yc,zc),
单位为mm。世界坐标系与相机坐标系之间的关系

可用旋转矩阵R 与平移矩阵T 描述,即

OcPc
→=

R T
0 1




 




 OwPw

→, (1)

式中:OwPw
→=[xw yw zw 1]T 表示世界坐标系

中原点Ow 指向物点Pw 齐次坐标的矢量;OcPc
→=
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[xc yc zc 1]T 表示相机坐标系中原点Oc 指向

物点Pc 齐次坐标的矢量;世界坐标系到相机坐标

系的旋转描述子R=
r11 r12 r13
r21 r22 r23
r31 r32 r33

















 ;世界坐标系

到相机坐标系的平移描述子T= tx ty tz  T。
2.1.3 像平面坐标系(o-xy)

真实的成像平面位于光心后方,为避免出现负

值,通常在光心前方建立一虚拟像平面来描述像点

在成像平面的位置,像平面坐标系原点o 位于相机

光轴与虚拟平面的交点处,oOc
→ 2

2=f,f 为相机的

焦距。x 轴与y 轴分别与相机坐标系的 Xc 轴和

Yc轴平行,该坐标系为二维平面坐标,坐标值可表

示为(x,y),单位为 mm。在不考虑相机畸变的情

况下,像平面坐标系与相机坐标系之间的变换关

系为

zcop
→=

f 0 0 0
0 f 0 0
0 0 1 0















 OcPc

→, (2)

式中:op→=[x y 1]T 表示像平面坐标系中原点o
指向像点p 齐次坐标的矢量;zc 表示物点在相机坐

标系中沿光轴方向的深度信息,单目相机并不具备

获取zc 的能力,只能通过数学计算消除。

2.1.4 图像坐标系(op-uv)
图像坐标系原点op 位于像平面的左上角,图像

坐标系的u 轴与v 轴分别与像面坐标系的x 轴与y
轴平行。坐标值为(u,v),单位为pixel,表示像点位

于图像中的第v 行、第u 列。像平面坐标系与图像

坐标系之间的变换关系为

opp
→=

1
dx 0 u0

0 1
dy

v0

0 0 1























op→, (3)

式中:opp
→= x y 1  T 表示图像坐标系中原点

op 指向像点p 齐次坐标的矢量;dx、dy
 

表示单个像

元的尺寸。对于单目相机,物点世界坐标到像点图

像坐标的变化关系[13]为

zcopp
→=

1
dx 0 u0

0 1
dy

v0

0 0 1























f 0 0 0
0 f 0 0
0 0 1 0

















R T
0 1




 




 OwPw

→=
fx 0 u0 0
0 fy v0 0
0 0 1 0



















R T
0 1




 




 OwPw

→=

[K 0]
R T
0 1




 




 OwPw

→, (4)

式中:相机的内参矩阵 K=
fx 0 u0

0 fy v0

0 0 1

















 ;fx=

f
dx
、fy=

f
dy

分别表示像平面横纵轴的等效焦距;

u0、v0 分别表示像平面坐标系原点o相对于图像坐

标系原点op 的偏移量。
将(4)式写成投影矩阵,有

zcopp
→=MOwPw

→, (5)

式中:相机完整的参数矩阵 M=[K 0]
R T
0 1




 




 =

m11 m12 m13 m14

m21 m22 m23 m24

m31 m32 m33 m34

















 。

2.2 理想多目视觉测量模型

成像过程无噪声干扰、镜头无畸变的情况下得

到的图像是理想情况下的视觉测量模型。此时,相
机成像过程可类比小孔成像,当使用多台摄像机在

不同位置对测量空间中的同名物点进行拍摄时,各
相机的光心与像点构成的反投影线交于一点[14],如
图2所示。

理想成像情况下由多个相机图像点坐标确定物

点世界坐标时,对相机i,由(5)式有

zciopipi
→=MiOwPw

→, (6)
式中:zci 表示相机i的光心到物点沿光轴方向的距

离;opipi
→ 表示在相机i的图像坐标系中原点opi 指

向像点pi 齐次坐标的矢量;Mi 表示相机i的参数

矩阵。将(6)式写成线性方程组形式,有
mi
11xw+mi

12yw+mi
13zw+mi

14=zciui

mi
21xw+mi

22yw+mi
23zw+mi

24=zcivi

mi
31xw+mi

32yw+mi
33zw+mi

34=zci








 , (7)

式中:xw、yw、zw、zci 为未知量,其他为已知量。当
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图2 理想多目视觉成像系统

Fig 
 

2 Ideal
 

multi-vision
 

imaging
 

system

有n(n≥2)台相机时,可得到由3n 个方程组成的线

性方程组,所有反投影线交于一点,该方程组在空间

上有唯一解。

2.3 实际多目视觉测量模型

然而实际测量时,受镜头畸变、校准误差、空气

质量等引起的成像噪声干扰,物点通过镜头在像平

面上的实际像点位置与预期投影像点位置不一

致[15],由相机成像的原理可知,微小的像素误差也

会对物点的世界坐标计算带来较大的影响。此时,
所有相机的反投影线在测量空间中为异面直线,不
会严格交于一点,如图3所示,(7)式变为超静定方

程组,理论上无解。

图3 实际多目视觉成像系统

Fig 
 

3 Real
 

multi-vision
 

imaging
 

system

实际情况中的多目视觉测量模型求解可看作是

一个非线性优化问题,通过多相机的几何约束求解

物点位置初值,设计合适的目标函数,利用非线性优

化算法获得物点世界坐标最优解。

3 加权Levenberg-Marquardt算法设计

3.1 物点世界坐标初值计算

物点世界坐标初值计算就是求解到多条异面直

线距离之和最小点的世界坐标。根据前文的分析,
可建立如图4所示的视觉测量模型,并利用正交投

影法将其简化为图5所示模型。

图4 实际视觉测量模型

Fig 
 

4 Real
 

vision
 

measurement
 

model

图5 简化视觉测量模型

Fig 
 

5 Simplified
 

vision
 

measurement
 

model

图5中,pi 可通过图像获得,Oci 由相机的安装

位置确定,二者均为已知量。P0 表示到所有相机反

投影线距离之和最小的点,即需要求解的初值,P0i

表示第i个相机反投影线上距离P0 最近的点,二者

均为未知量。记Ocipi
→ 在世界坐标系中的矢量为

ri,根据空间变换理论可得

ri=R-1K-1Ocipi
→。 (8)

  利用正交投影可得P0i 的位置为

OciP0i
→=

rT
iOciP0

→ri

ri
2
。 (9)

  联立(8)式与(9)式,可得
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P0iP0
→ 2= I-

rT
iri

ri
2  OciP0

→ 2

, (10)

式中:I表示单位矩阵。物点世界坐标的初值是使

得∑
n

i=1
P0iP0
→ 2 最小的解,求其对OwP0

→ 的导数,并

使导数为0,可得

∑
n

i=1
I-

rT
iri

ri
2  OwP0

→=∑
n

i=1
I-

rT
iri

ri
2  OwOci

→。 (11)

  对于任意一个相机,OwP0
→ 为不变量,故

OwP0
→= ∑

n

i=1
I-

rT
iri

ri
2  




 






-1

∑
n

i=1
I-

rT
iri

ri
2  OwOci

→。 (12)

3.2 LM 算法基本理论

LM算法是应用最广泛的非线性优化算法之

一,是一种基于信赖域的优化算法,兼备了梯度下降

法的全局搜索特性及高斯牛顿法的局部快速收敛特

性,且克服了高斯牛顿法不能处理奇异和非正定矩

阵的弱点[16]。

LM算法 的 基 本 理 论 是 对 某 一 非 线 性 函 数

f(x)进行一阶泰勒展开:

f(x+Δx)≈f(x)+J(x)Δx, (13)
式中:J(x)为雅可比矩阵,表示f(x)关于x 的导

数。LM算法的目标是寻找一个下降矢量Δx,使得

f(x+Δx)2 达 到 最 小。 将 (13)式 代 入

f(x+Δx)2,得到一个线性的最小二乘问题,即

min
Δx

1
2 f(x)+J(x)Δx 2。 (14)

  高斯牛顿法的思想是将(14)式展开并对Δx 求

导,可得

Δx=- J(x)TJ(x)  -1J(x)Tf(x)。 (15)

  但是在实际求解时,(15)式中J(x)TJ(x)可能

是奇异或近似奇异的,无法求逆。为了解决这一问

题,LM算法在高斯牛顿法的基础上添加一个阻尼

系数μ(μ>0)
[17]。

Δx= - J(x)TJ(x)+μI  -1J(x)Tf(x),(16)
式中:μ 的取值一般由经验获得,并根据实际下降效

果进行调整。下降效果的表达式为

ρ=
f(x)2

2- f(x+Δx)2
2

J(x)Δx 2
2

, (17)

式中:分子是实际下降的值;分母是近似模型下降的

值。ρ接近于1时,μ 值合适;ρ 过小说明实际下降

效果不理想,μ 值需要缩小;ρ较大说明实际效果比

预计更大,μ 值应放大。
当μ≈0时,J(x)TJ(x)占主导地位,说明二次

近似值模型在该范围内表现较好,LM 算法接近高

斯牛顿法;当μ 取值较大时,μI占主导地位,说明

二次近似值模型在该范围内表现较差,LM算法更

接近 一 阶 梯 度 下 降 法。阻 尼 系 数μ 可 以 保 证

J(x)TJ(x)+μI可逆,避免系数矩阵非奇异和病态

的问题,具有较好的鲁棒性。

3.3 加权LM 算法

在多目视觉测量系统中,通常采用最小化重投

影误差的方式进行非线性优化[18],即

min
Δx ∑

n

i=1

1
2 pi-pi

2, (18)

式中:pi 表示调整后的物点通过(4)式变换至第i
个相机后得到的图像坐标。当各相机参数、测量环

境等因素均相同时,相机到物点的距离对成像噪声

影响较为明显,距离越远,噪声越大,反之,噪声越

小。在设计目标函数时,将相机到物点距离的倒数

转化为加权因子,同时为了增加不同相机之间的可

比性,对距离信息进行归一化处理,有

wi=

1
OciP0i

→ 2
2

∑
n

j=1

1
OcjP0j

→ 2
2

。 (19)

  因此,最终的目标函数为

min
Δx ∑

n

i=1

1
2wi pi-pi

2。 (20)

  将(6)式代入目标函数并转化为方程组形式,
可得

Fui=ui-
mi
11xw+mi

12yw+mi
13zw+mi

14

mi
31xw+mi

32yw+mi
33zw+mi

34

Fvi=vi-
mi
21xw+mi

22yw+mi
23zw+mi

24

mi
31xw+mi

32yw+mi
33zw+mi

34












。

(21)
  计算(21)式关于OwPw

→=[xw yw zw]T 的导

数,可得雅可比矩阵为

J=
F
 ·i
11 F

 ·i
12 F

 ·i
13

F
 ·i
21 F

 ·i
22 F

 ·i
23















 。 (22)
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  将(22)式代入(15)式,可得增量为

ΔP=∑
n

i=1
- JT

iJi+μI  -1JT
i

Fui

Fvi






 




 。 (23)

  关于μ 的取值,采用文献[19]提供的形式,该
文献已从数学推理的角度证明其收敛性。

μ=∑
n

i=1
JT

i

Fui

Fvi






 






2

2

。 (24)

  因此,加权LM算法具体计算步骤如下。

1)
 

根据正交投影法计算物点坐标初值P0(x0,

y0,z0),设置迭代终止常量为e、实际下降效果阈值

为ε、迭代次数为k,并初始化μ;

2)根据当前估算的物点世界坐标及相机参数,
利用(22)式求解雅可比矩阵J,并根据(24)式计

算μ;

3)根据(23)式计算增量ΔP;

4)利用(17)式计算ρ,评估当前下降效果;

5)若ρ<ε,则μ=0.5μ,并返回步骤3),否则

OP→=OP→+ΔP,继续执行步骤6);

6)若 ΔP 2
2≤e或迭代次数大于等于k,停止迭

代,输出优化后的结果;否则返回步骤2)进入下一

轮迭代。

4 实验与结果分析

4.1 实验环境

在8
 

m×6
 

m×3
 

m空间的4个角落分别放置

相机,记为C1、C2、C3、C4,4个相机均为500万像

素、等效焦距为8
 

mm的同一规格CCD相机,像元

尺寸为2.5
 

μm×2.5
 

μm。在相机内参标定时,考
虑相机的径向畸变与切向畸变的前两项k1、k2 与

p1、p2
[20],得到的内参标定结果如表1所示,外参

标定结果如表2所示,表2中平移向量以 mm为

单位。

表1 内参标定结果

Table
 

1 Calibration
 

results
 

of
 

internal
 

parameters

Camera f
 

/mm u0 /pixel v0 /pixel k1 /10-5 k2 /10-8 p1
 /10-6 p2

 /10-6

C1 8.04782 1311.726 979.674 7.6504 9.1907 1.9608 7.3531

C2 8.06759 1289.349 936.021 8.3771 9.4679 4.7539 2.6350

C3 8.07361 1257.554 941.253 9.0845 5.2863 3.6931 4.5361

C4 8.05470 1295.348 967.692 7.9584 8.0388 6.8472 3.7469

表2 外参标定结果

Table
 

2 Calibration
 

results
 

of
 

external
 

parameters

Camera External
 

parameter
 

matrix

C1

-0.6424 -0.0262 -0.7659 3868.3
 0.6957  0.3993 -0.5971 2798.9
 0.3215 -0.9164 -0.2383 2704.8
0 0 0 1



















C2

-0.5712 -0.2832  0.7704 -3942.6
-0.8045  0.0071 -0.5939  2876.2
 0.1627 -0.9590 -0.2319  2649.7
0 0 0 1



















C3

 0.5606 -0.0219  0.8278 -3623.2
-0.7669 -0.3909  0.5090 -2835.7
 0.3124 -0.9202 -0.2360  2633.1
0 0 0 1



















C4

0.5761  0.3102 -0.7563  3767.8
0.7970 -0.0079  0.6039 -2776.4
0.1814 -0.9506 -0.2518  2838.4
0 0 0 1



















4.2 精度对比实验

为了验证加权LM 算法的精度,4个相机对分

布在测量空间中的标记物同时进行拍摄,对加权

LM算法、经典的空间前方交会法、文献[5]的快速

计算法及文献[14]的算法进行了对比实验,其中文

献[14]的算法为近年提出的算法,该算法在多目视

觉的仿真中取得了较好的表现。实验时,标记物随

机分布于以世界坐标系原点为中心的3
 

m×2
 

m×
1.5

 

m的空间中,进行10次独立的实验,实验场景

的布局俯视图如图6所示。
由于文献[14]的算法在设置权重系数时并未进

行归一化,为了统一标准,对权重系数进行归一化处

理。采用像素误差和真值误差两种精度标准进行评

价。像素误差是指各相机同名物点的观测值与物点

世界坐标估计值重投影至相机后得到的像素值之间

的欧氏距离总和,像素误差越小说明计算的结果越

准确。真值误差是指物点世界坐标估计值与真值之

间的误差,真值误差越小说明计算的结果越准确。
一般来讲,物点的真值坐标是无法获得的,这里以专
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图6 实验场景俯视图

Fig 
 

6 Top
 

view
 

of
 

experiment
 

scene

业的测绘设备结合高精度的测量基准点得到的坐标

值为基准,通过对比各算法计算结果与该基准之间

的欧氏距离得到真值误差。
图7为像素误差实验结果。从图中可以看出:

加权LM 算法和文献[14]的算法的像素误差均比

传统的空间前方交会法和快速计算法的像素误差

小;加权LM算法的像素误差略优于文献[14]的算

法的像素误差。从相对误差的角度来说,虽然加权

LM 算法相比传统方法在像素误差中只提高了

10%,但由于相机模型的放大作用,较小的像素变化

会对物点的世界坐标计算精度带来较大的影响。

图7 像素误差对比

Fig 
 

7 Comparison
 

of
 

pixel
 

error

图8为真值误差实验结果。从图中可以看出:
在像素误差差距不明显的情况下,加权LM 算法和

文献[14]的算法的真值误差相比于空间前方交会法

降低了50%,相比于快速计算法降低了30%;加权

LM算法整体精度优于文献[14]算法的整体精度,
但差距不大。

此外,综合像素误差与真值误差的实验结果发

现,不同点像素误差波动较大。结合图6中每次实

验物点的位置分布,经分析可知:当物点距离各相机

图8 真值误差对比

Fig 
 

8 Comparison
 

of
 

truth
 

error

的距离差异较大时,各相机的误差分布不均衡,像素

误差较大,如位置2、4、8等;当物点距离各相机的距

离相近时,各相机的误差分布较为均匀,像素误差较

小,如位置3、5、9等。真值误差波动相对较小,但趋

势与像素误差基本一致,可见像素误差评判标准比

较接近实际情况。所提算法在一定程度上提高了近

距离相机的置信度,但远距离相机误差的影响不可

避免,故误差同样存在上述问题。

4.3 效率对比实验

通过精度对比实验可知,加权LM 算法精度明

显优于空间前方交会法和快速计算法,略优于文

献[14]的算法。为了进一步验证所提算法的优越

性,对比了10次实验中所提算法和文献[14]算法的

迭代次数。
图9为某次实验中对物点世界坐标的迭代计算

过程。从图中可以看出,在精度差别不大的情况下,
加权LM算法收敛速度比文献[14]的算法更快,效
率更高。表3为全部实验中两种算法达到收敛条件

时的迭代次数,相比于文献[14]的算法,加权LM
算法的平均迭代次数减小了4.2次,收敛速度提高

了30%。

图9 算法收敛曲线

Fig 
 

9 Algorithm
 

convergence
 

curve
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表3 达到收敛条件时的迭代次数

Table
 

3 Number
 

of
 

iterations
 

when
 

convergence
 

condition
 

is
 

reached

Experimental
 

sequence
Algorithm

 

of
 

reference
 

[14]
Weighted

 

LM
 

algorithm

1 14 8

2 16 12

3 13 11

4 17 10

5 16 9

6 11 9

7 12 11

8 15 10

9 19 13

10 12 10

Average 14.5 10.3

5 结  论

针对多目视觉测量系统同名物点定位问题,提
出了一种高精度的加权 Levenberg-Marquardt算

法,分析相机的参数化成像过程,确定了基于重投影

误差的非线性优化模型。在设计目标函数时,充分

考虑了观测距离对成像噪声的影响,引入基于深度

信息的加权因子,对同名物点的三维坐标进行优化

计算。在实际环境中,通过实验验证了所提算法的

有效性,相比目前已有的多目视觉研究,该算法在精

度与效率两方面均有较为明显的提高,可为三维重

建、位姿解算等提供一定的理论支持。
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