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在外场作用下三量子比特量子纠缠演化特性的研究
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摘要 采用相干态正交化展开方法，对三量子比特的纠缠度影响因素进行了分析研究，并运用数值计算，结合解析

解，在光场初态为真空态的相互作用过程中，对三量子比特的纠缠情况进行了研究。分析了三个全同的量子比特

纠缠度随光场频率的变化规律以及光场量子比特耦合强度对三量子比特纠缠度的影响。研究结果表明，三量子比

特的本征能量和共生纠缠度随光场频率、时间 g0 t的演化与耦合强度有关，而三量子比特的本征能量和共生纠缠度

随时间 gt的演化与耦合强度无关。
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1 引 言

随着量子信息技术的飞速发展，我国发射了

“墨子号”量子卫星，并借助星地激光链路，成功实

现了量子通信千公里级双向量子纠缠分发，量子通

信向实用化迈进了一大步，并初步验证了构建全球

量子通信网络的可行性。在这些应用中，多粒子纠

缠相比于两量子纠缠［1-3］更具优势。多粒子不但可

以传送更多的信息，而且适用于纠错编码，为多量

子位远程制备和测量［4］、多粒子纠缠与多方量子信

息传输［5-8］提供了可能。目前，量子比特与光场间的

耦合［9-13］常被用于研究粒子间的纠缠，研究者利用相

干态正交化展开法［14］讨论了非旋波近似［15-16］下的两

量子纠缠［17-24］现象，研究了三量子比特［25-26］GHZ模

型中的纠缠［27-28］动力学问题。

本文研究了单模光场作用下波导内的三量子比

特纠缠度的影响因素，通过零级近似得出能谱和相应

本征态的解析式，分析了能谱与波函数的对应关系，

讨论了三个全同的量子比特纠缠度随光场频率的变

化规律，分析了不同耦合强度对系统纠缠度的影响。

2 模型与严格解

对于波导内的三量子比特，每个量子比特仅考

虑二能级，在单模光场相互作用下，取普朗克常量

ℏ= 1，其哈密顿量为

H = g1ω 0 (a+ a+) δx，1 + g2ω 0 (a+ a+) δx，2 +
g3ω 0 (a+ a+) δx，3 + a+ aω 0， （1）

式中：a+、a分别为频率为 ω 0的单模光场的产生算符

和湮灭算符；δx，1、δx，2、δx，3为泡利算符；g1、g2、g3分别

为三量子比特与光场的耦合强度。

为了方便计算，令（1）式的矢量空间绕ｙ轴转

动 π/2角度，则 δx变为 δz，新的哈密顿量形式为

H = g1ω 0 (a+ a+) δz，1 + g2ω 0 (a+ a+) δz，2 +
g3ω 0 (a+ a+) δz，3 + a+ aω 0， （2）

式中：δz，1，δz，2，δz，3为泡利算符。

将第三个粒子作为控制比特，其他两个频率相

同的粒子作为目标比特。在控制比特的作用下，两

个目标比特关联运动，形成一个与两体系统类似的

三体系统。光场为真空态，设量子初态为

φ =( ϕ1 010213 + ϕ 2 011213 + ϕ 3 110213 +

ϕ 4 111213 ) 0W ， （3）
式中：ϕj（j= 1，2，3，4）为概率系数；0d、1d（d= 1，2）

为量子比特上能级和下能级，d为量子比特编号；

13 为控制比特；0W 为光场部分的量子态。a+ 和 a

作平移变换，得到新的湮灭算符 A、B、C、D和产生

算符A+、B+、C+、D+，其表达式为
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式中：g= g1 + g2 + g3；g0 = g1 - g2 - g3。

将（1）~（4）式代入定态薛定谔方程中，化简

得到
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（5）
式中：E 1、E 2、E 3、E 4为定态能量；光场部分的量子态

用相干态正交化法展开为
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式中：an、bn、cn、dn为待定系数；n为自然数；N为理论

极限值；相干态的量子化形式为
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式中：0
A
、0

B
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C
、0

D
为真空态。

新的玻色算符及各相干态间的运算关系为
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式中：n1，n2，n3，n4 为光子数；m为自然数，当 m= n
时，δmn= 1，当m≠ n时，δmn= 0。

将（6）~（9）式代入（5）式，分别左乘 A m，B m，

C m，D m，得到方程组为
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式中：E 1，m，E 2，m，E 3，m，E 4，m为能量值。

求 解（10）式（4N+4）个 本 征 方 程（m，n=
0，1，2，⋯，N），得到系统的定态能谱及对应的本征

函数。

3 近似解析解

采用零级近似法计算 GHZ模型的解析解。将

（6）式的解作近似处理，对比（7）式相干态的叠加，

只 考 虑 贡 献 最 大 的 展 开 系 数 ，令 φ 1 = an m A

φ 2 = bn m B
，φ 3 = cn m C

，φ 4 = dn m D
，代 入

（5）式后，得到的本征能谱表达式为
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为 了 计 算 方 便 ，已 将 系 数 作 归 一 化 处 理 ，m 取

0，1，2，⋯，N。

4 三量子比特纠缠度的计算

在控制比特的作用下，两个目标比特关联运
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动。在计算共生纠缠度时，两个目标比特的等效运

动与控制比特形成一个与两体系统类似的三体系

统，三量子比特之间的纠缠程度用共生纠缠度来表

征。共生纠缠度的表达式为

CE = max ( 0，λ1 - λ2 - λ3 - λ4 )， （15）
式中：λ1，λ2，λ3，λ4为能量本征值且 λ1 > λ2 > λ3 > λ4。
CE = 0表示三量子比特处于无关联的非纠缠状态，

CE = 1表示三量子比特处于最大纠缠态。

5 数值分析与计算

考虑全同三量子比特与光场共振时的情况，未

考虑失谐的影响。

图 1为弱耦合强度（g1 = g2 = g3 = 0.01）下三

量子比特本征能量随光场频率的演化图，其中 E 1，m

的本征能谱曲线用点画线表示，E 2，m 的本征能谱曲

线用虚线表示，E 3，m 的本征能谱曲线用点线表示，

E 4，m 用实线表示。可以看出，E 1，m、E 2，m 和 E 3，m 的本

征能谱曲线重合；E 1，m、E 2，m、E 3，m和 E 4，m的能量值随

着光场频率 ω 0 的增大而减小；当 ω 0 约为 0. 8时，

四条本征能谱重合；随着光场频率 ω 0的增大，能量

值无限接近于零。图 2为强耦合强度（g1 = g2 =
g3 = 0.1）下三量子比特本征能量随光场频率的演

化图。可以看出，E 1，m、E 2，m 和 E 3，m 的本征能谱曲线

重合；E 1，m、E 2，m、E 3，m和 E 4，m的能量值随着光场频率

ω 0的增大而减小；当 ω 0约为 4. 5时，四条本征能谱重

合；随着光场频率 ω 0的增大，能量值无限接近于零。

强、弱耦合下的本征能谱不同，通过分析得到，三量子

比特本征能量随光场频率的演化与耦合强度有关。

图 3为弱耦合强度（g1 = g2 = g3 = 0.01，g0 =
-0.01）下三量子比特本征能量随 gt的演化图。其

中，E 1，m的本征能谱曲线用点画线表示，初始时能量

值随着 gt的增大而迅速减小，当 gt约为 1时，能量值

随着 gt的增大而缓慢上升；E 2，m 的本征能谱曲线用

虚线表示，E 3，m的本征能谱曲线用点线表示，两者的

本征能谱曲线重合，当 gt= 2时，E 2，m和 E 3，m取得初

始能量值，随着 gt的增大，能量值也逐渐增大；E 4，m

的本征能谱曲线用实线表示，在初始阶段与 E 1，m 的

能谱曲线重合，且随着 gt的增大而迅速减小，而后

能量值出现了负值的情况，且能量值随着 gt的增大

而 增 大 。 强 耦 合 强 度（g1 = g2 = g3 = 0.1，g0 =
-0.1）下三量子比特本征能量随 gt的演化与弱耦合

强度下的情况相同。这说明三量子比特本征能量

随 gt的演化与耦合强度 g0的大小无关。

图 4 为 弱 耦 合 强 度（g1 = g2 = g3 = 0.01，g=
0.03）下三量子比特本征能量随 g0 t的演化图。其

中，E 1，m 和 E 4，m 无能量取值；E 2，m 的本征能谱曲线

（用虚线表示）和 E 3，m的本征能谱曲线（用点线表示）

图 3 弱耦合强度（g1 = g2 = g3 = 0.01，g0 =-0.01）下三量

子比特本征能量随 gt的演化

Fig. 3 Three-qubit intrinsic energy versus gt under weak
coupling strength (g1 = g2 = g3 = 0.01,g0 =-0.01)

图 1 弱耦合强度（g1 = g2 = g3 = 0.01）下三量子比特本征

能量随光场频率的演化

Fig. 1 Three-qubit intrinsic energy versus light field
frequency under weak coupling strength（g1 = g2 =

g3 = 0.01）

图 2 强耦合强度（g1 = g2 = g3 = 0.1）下三量子比特本征

能量随光场频率的演化

Fig. 2 Three-qubit intrinsic energy versus light field
frequency under strong coupling strength（g1 = g2 =

g3 = 0.1）
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重合；当 g0 t= 0时，本征能量的值为零；随着 g0 t的

增大，本征能量值逐渐增大，直到取得最大值。图 5
为强耦合强度（g1 = g2 = g3 = 0.1，g= 0.3）下本征

能量随 g0 t的演化图，与弱耦合强度下的情况相比，

相同 g0 t对应的本征能量不同，且耦合强度 g的取值

越大，本征能量的值反而越小。经上述分析得知，

三量子比特本征能量随 g0 t的演化与耦合强度 g的

大小有关。

图 6 为 强 耦 合 强 度（g1 = g2 = g3 = 0.1，g=
0.3，g0 =-0.1）下三量子比特共生纠缠度随光场频

率的演化图，当 ω 0约为 12时，共生纠缠度取得最大

值，当 ω 0为 12~25时，共生纠缠度随光场频率 ω 0的
增大而快速减小，随后共生纠缠度随光场频率 ω 0的
增大而无限接近于零。图 7为弱耦合强度（g1 =
g2 = g3 = 0.01，g= 0.03，g0 =-0.01）下 三 量 子 比

特共生纠缠度随光场频率的演化图，初始时共生纠

缠度取得最大值，随着光场频率 ω 0的增大，共生纠

缠度不断减小而无限接近于零。通过分析三量子

比特在强、弱耦合强度下的共生纠缠度随光场频率

的变化规律，可知共生纠缠度随光场频率的演化与

耦合强度有关。

图 8为弱耦合强度（g0 =-0.01）下三量子比特

共生纠缠度随 gt的演化图，当 gt约为 0. 7时，共生纠

缠度取得最小初始值，随着 gt的增大，三量子比特

共生纠缠度不断增大，直至取得最大值。强耦合强

度（g0 =-0.1）下三量子比特共生纠缠度随 gt的演

化图与弱耦合下的情况相同。分析得知，三量子比

特共生纠缠度随 gt的演化与耦合强度 g0 的大小

无关。

图 9为弱耦合强度（g= 0.03）下三量子比特共

生纠缠度随 g0 t的演化图。当 g0 t为 0时，共生纠缠

度取得最小初始值，随着 g0 t的增大，三量子比特共

生纠缠度不断增大，直至取得最大值。图 10为强耦

合强度（g= 0.3）下三量子比特共生纠缠度随 g0 t的

图 7 弱 耦 合 强 度（g1 = g2 = g3 = 0.01，g= 0.03，g0 =
-0.01）下共生纠缠度随光场频率的演化

Fig. 7 Co-occurrence entanglement degree versus light field
frequency under strong coupling strength (g1 = g2 =

g3 = 0.01,g= 0.03,g0 =-0.01)

图 5 强耦合强度（g1 = g2 = g3 = 0.1，g= 0.3）下三量子比

特本征能量随 g0 t的演化

Fig. 5 Three-qubit intrinsic energy versus g0 t under strong
coupling strength（g1 = g2 = g3 = 0.1，g= 0.3）

图 4 弱耦合强度（g1 = g2 = g3 = 0.01，g= 0.03）下三量子

比特本征能量随 g0 t的演化

Fig. 4 Three-qubit intrinsic energy versus g0 t under weak
coupling strength（g1 = g2 = g3 = 0.01，g= 0.03）

图 6 强耦合强度（g1 = g2 = g3 = 0.1，g= 0.3，g0 =-0.1）
下共生纠缠度随光场频率的演化

Fig. 6 Co-occurrence entanglement degree versus light field
frequency under strong coupling strength (g1 = g2 =

g3 = 0.1,g= 0.3,g0 =-0.1)
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演化图。当 g0 t为 0时，共生纠缠度取得初始值；初

始时，共生纠缠度随着 g0 t的增大而增大，直到 g0 t约

为 3. 7时，纠缠度取得最大值；而后随着 g0 t的增大，

共生纠缠度不断减小，直至取得最小值。如图 9、10
所示，弱、强耦合下的图形有着明显的差异。通过

分析三量子比特在耦合强度 g下的量子纠缠度随

g0 t的变化规律，可知共生纠缠度随 g0 t的演化与耦

合强度 g的取值有关。

6 结 论

采取相干态正交化方法，利用共生纠缠度描述

了三量子比特与单模光场相互作用的纠缠演化过

程。通过研究三量子比特本征能量随各参数的变

化得知，三量子比特的本征能量随光场频率、g0 t的

演化与耦合强度有关；而三量子比特的本征能量随

gt的演化与耦合强度无关，本征能量的大小只与耦

合强度 g本身的取值有关。通过分析三量子比特在

强、弱耦合强度下的共生纠缠度随光场频率的变化

规律可知，共生纠缠度随光场频率的演化与耦合强

度有关；通过分析三量子比特在强、弱耦合强度下

的共生纠缠度随 gt的变化规律可知，三量子比特共

生纠缠度随 gt的演化与耦合强度 g0的大小无关；通

过分析三量子比特在耦合强度 g下的量子纠缠度随

g0 t的变化规律可知，共生纠缠度随 g0 t的演化与耦

合强度 g的取值有关，而且演化曲线有着明显的差

异。研究结果对纠缠态的保持、多方量子通信以及

量子远程通信等具有指导意义。
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