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二维光子晶体负折射率的数值分析

朱璇笛，袁健华*

北京邮电大学理学院，北京 100876

摘要 为了研究光子晶体负折射率所在的频率范围，基于有限元算法分析数值来求解二维光子晶体的带隙结构，

这一过程涉及如何设计数学和物理模型，设计有限元算法的求解方程，对数值结果进行物理分析。首先使用有限

元算法将布里渊区域内所有相关频率上波矢空间中的点都计算出来以绘制等频率面，然后绘制不同空气孔半径下

的等频率面，最后在等频率面的结构上找到群速度为负的方向就能得到负折射率所在的频率区间。同时，比较不

同空气孔半径对光子晶体负折射所在频率区间的影响，可为光子晶体器件的制备提供支撑。
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Numerical Simulation for Negative Refractive Index of
Two-dimensional Photonic Crystals

Zhu Xuandi, Yuan Jianhua*

School of Science, Beijing University of Posts and Telecommunications, Beijing 100876, China

Abstract In order to study the frequency range of the negative refractive index of the photonic crystal, the band gap
structure of the two-dimensional photonic crystal is solved by analyzing the numerical value based on the finite
element algorithm. This process involves how to design the mathematical and physical models, design the solving
equation of the finite element algorithm, and the numerical results were physically analyzed. First, the finite element
algorithm is used to calculate the points in the wave vector space of all relevant frequencies in the Brillouin region to
plot the isofrequency surface. Then, the isofrequency surface under different air hole radii is drawn. Finally, the
frequency interval between the negative refractive index can be obtained by finding the direction with negative group
velocity on the structure of the isofrequency surface. At the same time, comparing the influence of different air hole
radii on the frequency range of the negative refraction of photonic crystals can provide support for the preparation of
photonic crystal devices.
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1 引 言

介电常数和磁导率是两个基本的物理量，可以

用来描述材料的电磁性质，并且能够确定介质中电

磁波的传播规律。1967年，Veselago［1］提出了材料

介电常数和磁导率同时为负的概念，并对这种材料

中电磁波的传播规律进行了理论上的探讨和研究。

根据介电常数和磁导率的正负号，材料可以分为不
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同类别。一种类型的材料是介电常数和磁导率均

为正，即材料的折射率为正，当电磁波在折射率为

正的材料中传播时，其遵从右手螺旋运动法则，根

据这一特性也可以将具有正折射率的材料称为右

手材料，也就是自然界中常见的材料。另一种类型

的材料是介电常数和磁导率均为负，即材料的折射

率为负，电场矢量、磁场矢量和波矢量在材料中传

播满足左手螺旋法则，因此这种材料也被称为负折

射率材料或者左手材料。

自然界中存在具有负介电常数的材料，例如金

属，其在光波频段中可以产生表面等离子体激元，

当电磁波的频率小于等离子体振荡的频率时，材料

的介电常数为负。但是在自然界中无法找到具有

负磁导率的材料，因为磁场中不存在自由磁荷，所

以若想获得具有负磁导率的材料，必须通过人工合

成的方法来制作类似于电偶极子的“磁偶极子”，将

“磁偶极子”周期性排列组合可以得到具有负磁导

率的材料。

目前，对于主要根据等效介质理论制造的具有

负折射率的材料，当入射电磁波的波长远大于单元

结构和周期长度时［2］，其可看作具有等效介电常数

或等效磁导率的均匀介质。Pendry等［3］对细金属导

线进行周期性排列，获得了在微波频率下具有负介

电常数的材料。1999年，Pendry等［4］设计一种金属

环谐振器（SSR）结构来模拟“磁偶极子”，将金属环

谐振器周期性排列构成的材料看作一种等效负磁

导率介质。2000年，Smith等［5-7］使用 Pendry等［4］提

出的方法将具有负介电常数的材料和具有负磁导

率的材料组合，得到了具有负折射率的材料，并通

过实验观察到了该材料在空气界面上发生了负折

射现象，之后进一步研究显示，某些介质材料和金

属材料所构成的光子晶体也会存在类似于具有负

折射率的材料的折射现象。

光子晶体因具有周期性结构和能带结构，所

以光在其中传播会对入射角度和光频率十分敏

感［8］。计算光子晶体的带隙结构可以帮助科研人

员了解和预测光子晶体的某些特性，但由于受到

计算量和时间的限制，很多情况下只能计算不可

约布里渊区边界上的频率来得到光子带隙图。若

想更深入地了解光子晶体，可以通过光子的等频

线图来反映群速度的方向。对于具有负折射率的

材料，超透镜等方面的研究十分重要［9-10］。为晶体

绘制等频线图也能方便科研人员制造具有负折射

率 的 材 料［11］ ，目 前 已 制 成 基 于 柔 性 铝 酸 镍

（NiAl2O4）且在微波频段的双负超材料，该材料可

用于现代雷达和卫星［12］。

本文重点采用数值模拟方法来计算二维光子

晶体的光子带隙，通过等频率面来描述光子晶体的

光传播问题，进一步分析光子晶体中因负折射率而

产生的频率区域，并数值研究不同的光子晶体参数

对负折射率的影响。有关光子晶体负折射的现象

一 直 都 在 被 不 断 研 究 ，如 使 用 FDTD（Finite-
Difference Time-Domain）来模拟光子晶体的负折射

共聚焦系统［13］，根据光子晶体的负折射现象可以制

成超分辨成像系统［14］，该系统能够大幅度提高成像

精度。

2 二维光子带隙结构的计算模型

光子晶体是由Yablonovitch［15］和 John［16］提出的概

念，指的是由不同折射率材料周期性排列组成的结

构，其周期长度与光波在同一数量级。当光波通过

光子晶体时，因色散关系使光波中处于某些频率区

间的光无法传播，这些无法通过的频率区间被称作

光子禁带。光子晶体可根据光子禁带在空间中所

存在的维数分为一维、二维和三维光子晶体，光子

晶体目前已经有一定的商业应用。如光子晶体光

纤，其包层为光子晶体而非其折射率大于纤芯的材

料，通过光子晶体的带隙效应可以约束光线在纤芯

中传播；如高性能反射镜，利用光子晶体的光子带

隙制成的高性能反射镜可以反射一定频率且来自

任意方向的光线，处于光子禁带频率的光理论上可

实现 100%的反射率；此外还可以制作低阈值激光

器、光子晶体滤波器、光子晶体微腔和多功能传感

器等。随着现在技术的提升，科研人员更有使用飞

秒激光来制造光子晶体，这使得光子晶体在光学器

件中的应用得到进一步提升。

光子晶体中，光的传播规律可由麦克斯韦方程

组来得到。对于二维光子晶体，利用其折射率是在

两个方向上呈周期性变化的特性，并通过求解麦克

斯韦方程组在一个元胞区域中的解即可得到二维

光子晶体的能带图，由此得到带隙结构。麦克斯韦

方程组的微分形式为

∇× E (x) =-iωB (x)， （1）
∇× H (x) = J (x)+ iωD (x)， （2）

∇ ⋅D (x) = ρ， （3）
∇ ⋅B (x) = 0， （4）

式中：E表示电场强度，单位为 V/m；D表示电通量

密度，单位为 C/m2；H表示磁场强度，单位为 A/m；

B表示磁通量密度，单位为Wb/m2；J表示电流密度，

单位为A/m2；ρ表示电荷密度，单位为 C/m3；ω表示

电磁场频率；x= ( )x，y ；∇表示 Laplace算子。当电

磁场是无源场时，D ( )x = εE ( )x ，B ( )x = μH ( )x ，其

中 ε和 μ分别表示材料的介电常数和磁导率，由此可

得电场和磁场分别满足齐次波动方程，表达式为

∇× é
ë
ê
1
μ
∇× E (x)ù

û
ú- ω2 εE (x) = 0 ， （5）

∇× é
ë
ê
1
ε
∇× H (x)ù

û
ú- ω 2 μH (x) = 0 。 （6）

二维方形晶格的光子晶体如图 1（a）所示，其介电

常 数 满 足 ε (x+ R n)= ε (x)，其 中 R n = n1α+ n2 β，

α和 β分别表示二维光子晶体在不同方向的基失，

n1和n2 均为整数。单元晶格如图 1（b）所示，其中

Γ u、Γ d、Γ l和Γ r分别表示原胞的上、下、左和右边界，

空白区域和阴影区域中的介质不同。光子晶体是

周期性结构，在计算带隙的过程中，方形单元边界

上的对边满足拟周期性的边界条件。

在对光子晶体进行计算的过程中，通常只需计

算波在不可约布里渊区中的解，就可以得到波在整

个空间中的解。对空间波函数进行傅里叶变换可

以得到倒易点阵，然后制作倒格子基矢的垂直平分

面，垂直平分面所围成的最小区域就是第一布里渊

区。由于晶体的周期性，很多坐标中的点是等价

的，因此只需计算出不可约布里渊区域内的解即可

得到整个晶体结构的解。

对于一个晶格常数为L的正方形晶体，晶体中不

同方向的基失分别为 α= Lkx和β= Lky，计算出的倒

格基失分别为 ±ξ=± 2π
L

kx和 ± η=± 2π
L

ky，对

上述 4个矢量分别作垂直平分可以构成正方形晶格

结构的第一布里渊区。由此可知，第一布里渊区为

Ω= é
ë
ê- π

L
，
π
L
ù
û
ú，不 可 约 布 里 渊 区 是 由 点 T =

2π
L
(0，0)、X = 2π

L ( 12，0)和M = 2π
L ( 12，12 ) 围 成 的

三角形区域，如图 2所示，其中正方形晶格为布里

渊区，三角形 TXM为不可约布里渊区。计算过程

中将沿着 T-X-M-T的顺序进行计算，再由电磁波

在光子晶体中的对称性可得到整个波失空间中

的点。

3 基于有限元分析的带隙数值模拟

方法

对具有二维方形晶格的光子晶体的带隙结构

进行数值模拟，令 μ= μ r μ0和ε= ε r ε0，其中 μ r和ε r分

别表示相对介电常数和相对磁导率，ε0和μ0分别表

示真空中的介电常数和磁导率。因此，电场和磁场

满足的方程为

∇× ∇× E ( )x - k 20 ε r ( )x E ( )x = 0 ， （7）

图 1 二维方形晶格的光子晶体。（a）结构示意图；（b）单元晶格

Fig. 1 Photonic crystals of two-dimensional square lattice. (a) Schematic structure; (b) cell lattice

图 2 布里渊区和不可约布里渊区的示意图

Fig. 2 Schematic of Brillouin and irreducible
Brillouin regions



2108002-3

研究论文 第 58 卷 第 21 期/2021 年 11 月/激光与光电子学进展

式中：E表示电场强度，单位为 V/m；D表示电通量

密度，单位为 C/m2；H表示磁场强度，单位为 A/m；

B表示磁通量密度，单位为Wb/m2；J表示电流密度，

单位为A/m2；ρ表示电荷密度，单位为 C/m3；ω表示

电磁场频率；x= ( )x，y ；∇表示 Laplace算子。当电

磁场是无源场时，D ( )x = εE ( )x ，B ( )x = μH ( )x ，其

中 ε和 μ分别表示材料的介电常数和磁导率，由此可

得电场和磁场分别满足齐次波动方程，表达式为

∇× é
ë
ê
1
μ
∇× E (x)ù

û
ú- ω2 εE (x) = 0 ， （5）

∇× é
ë
ê
1
ε
∇× H (x)ù

û
ú- ω 2 μH (x) = 0 。 （6）

二维方形晶格的光子晶体如图 1（a）所示，其介电

常 数 满 足 ε (x+ R n)= ε (x)，其 中 R n = n1α+ n2 β，

α和 β分别表示二维光子晶体在不同方向的基失，
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周期性结构，在计算带隙的过程中，方形单元边界

上的对边满足拟周期性的边界条件。

在对光子晶体进行计算的过程中，通常只需计

算波在不可约布里渊区中的解，就可以得到波在整

个空间中的解。对空间波函数进行傅里叶变换可

以得到倒易点阵，然后制作倒格子基矢的垂直平分

面，垂直平分面所围成的最小区域就是第一布里渊

区。由于晶体的周期性，很多坐标中的点是等价

的，因此只需计算出不可约布里渊区域内的解即可

得到整个晶体结构的解。

对于一个晶格常数为L的正方形晶体，晶体中不

同方向的基失分别为 α= Lkx和β= Lky，计算出的倒

格基失分别为 ±ξ=± 2π
L

kx和 ± η=± 2π
L

ky，对

上述 4个矢量分别作垂直平分可以构成正方形晶格

结构的第一布里渊区。由此可知，第一布里渊区为
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，
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ù
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ú，不 可 约 布 里 渊 区 是 由 点 T =
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L
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三角形区域，如图 2所示，其中正方形晶格为布里

渊区，三角形 TXM为不可约布里渊区。计算过程

中将沿着 T-X-M-T的顺序进行计算，再由电磁波

在光子晶体中的对称性可得到整个波失空间中

的点。

3 基于有限元分析的带隙数值模拟

方法

对具有二维方形晶格的光子晶体的带隙结构

进行数值模拟，令 μ= μ r μ0和ε= ε r ε0，其中 μ r和ε r分

别表示相对介电常数和相对磁导率，ε0和μ0分别表

示真空中的介电常数和磁导率。因此，电场和磁场

满足的方程为

∇× ∇× E ( )x - k 20 ε r ( )x E ( )x = 0 ， （7）
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∇× é

ë
ê
1
ε r
∇× H (x)ù

û
ú- k 20 H (x) = 0 ， （8）

式中：k0表示空间中的波数，k0 = ω ε0 μ0。电磁波

在光子晶体中传播可分为 TE（Transverse Electric）
和TM（Transverse Magnetic）两种模式。

在TM模的情况下，电场可以化简成 E (x，y) =
(0，0，u' (x，y))（其中 u' ( )x,y 为 z方向的电场），于是

（7）式可写为

∇ ⋅∇u'+ k 20 u'= 0。 （9）
在 TE模的情况下，H (x，y) = (0，0，u' (x，y))，

于是（8）式可写为

∇ ⋅ ( 1ε r ∇u')+ k 20 u'= 0。 （10）

光子晶体为周期性结构，因此波函数可写成一

个平面波和一个与晶体结构相同周期的周期函数

的相乘形式，即 u' (x) = exp ( ikx) uR (x)，其中 uR (x)
为周期函数，k= (α，β)。将 u' (x)代入（7）式和（8）
式可以在单元晶格 Ω上得到

(∇+ ik) ⋅ (∇+ ik) uR + k 20 ε ruR = 0， （11）

(∇+ ik) ⋅ é
ë
ê
1
ε r
(∇+ ik) uR

ù

û
ú + k 20 uR = 0。 （12）

对于方形光子晶体，uR (x)满足边界条件，可表

示为

uR|Γu = uR|Γd， （13）
uR|Γ l = uR|Γ r。 （14）

为了描述简单，省略下标 R，求频率 ω和场 u，表
达式为

(∇+ ik) ⋅ [ ϱ (∇+ ik) u]+ ω2κu= 0，
in Ω，s.t. |u

Γ l
= |u

Γ r
， |u

Γu
= |u

Γd
， （15）

其中

ϱ= {1，TM1
ε r
，TE ， （16）

κ= {κ͂0 ε r，TMκ͂ 20， TE
， （17）

κ͂= ε0 μ0。 （18）

引 入 完 备 的 Sobolev 空 间 X={v|v∈H 1 ( )Ω ，

}|v
Γ l
= |v

Γ r
， |v

Γu
= |v

Γd
，其中 H 1 ( )Ω 为 Hilbert空间，

定义 Ω空间上的范数，可表示为

 v 1
=  ∇v

L2 ( )Ω
+  v

L2 ( )Ω
，∀v∈ X， （19）

式 中 ： ⋅
L2 ( )Ω

表 示 L2 ( )Ω 空 间 中 的 范 数 。 根 据

Galerkin 变 分 原 理 并 结 合 连 续 边 界 条 件 ，对 于

∀v∈ X有

ϱ ( )∇+ ik u，( )∇+ ik v - ω2 κu，v = 0，in Ω，
（20）

式 中 ： ⋅，⋅ 表 示 L2 (Ω) 空 间 的 标 准 内 积 。 定 义

Sobolev空间X的双线性泛函，表达式为

a (u，v) = ϱ ( )∇+ ik u，( )∇+ ik v ， （21）

b (u，v) = ω2κu，v 。 （22）
使用弱形式来求频率 ω和场 u，即

a (u，v)=ω2b (u，v)，
in Ω，s.t. |u

Γ l
= |u

Γ r
， |u

Γu
= |u

Γd
。 （23）

采用线性有限元离散的方法来求解（23）式，先

对求解区域 Ω使用三角形网格来剖分。假设可以剖

分出来 N个单元，P个结点，而基函数选择一次函

数，那么未知函数 u的近似函数可以表示为

uh (x，y) = ∑
q= 1

P

uh，qΦq ( )xq，yq ， （24）

式中：Φq (xq，yq)表示与第 q个结点对应的线性基函

数，其中 (xq，yq)表示第 q个结点的坐标。正则三角

形剖分后，设求解空间X所对应的离散解空间为X h，

X h={vh |vh∈X，vh |K=aK+bK x+cK y，{ }aK，bK，cK ∈R，

}K∈M ，其中 K为三角形单元编码，离散变分问题

为求解 uh ∈ X h和 ω∈ R，表达式为

a (uh，vh) = ω2b (uh，vh)，vh ∈ X h。 （25）

考虑每个子区域，每一个三角形单元内的未知

函数 u可以近似表示为 uK= aK+ bK x+ cK y。三角

形单元按照逆时针方向用 1、2 和 3 来表示顶点

结 点 的 编 码 ，使 用 u1，K、u2，K和u3，K 来 表 示 点

(x1，K，y1，K)、(x2，K，y2，K)和 (x3，K，y3，K)，那 么 u1，K、u2，K
和u3，K分别表示为

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

u1，K= aK+ bK x 1，K+ cK y1，K

u2，K= aK+ bK x2，K+ cK y2，K

u3，K= aK+ bK x 3，K+ cK y3，K

。 （26）

使用 uj，K来解出系数 aK、bK和cK，代入 uK中可得

uK (x，y) = ∑
j= 1

3

Nj，K (x，y) uj，K， （27）

其中Nj，K (x，y)可表示为

Nj，K (x，y) = 1
2ΔK

(aj，K+ bj，K x+ cj，K y)， （28）

式中：ΔK为第K个三角形单元的面积。ΔK和 aj，K、bj，K和cj，K分别表示为

ì

í

î

ïï
ïï

a1，K= x2，K y3，K- y2，K x 3，K；b1，K= y2，K- y3，K；c1，K= x3，K- x2，K
a2，K= x3，K y1，K- y3，K x 1，K；b2，K= y3，K- y1，K；c2，K= x1，K- x3，K
a3，K= x1，K y2，K- y1，K x2，K；b3，K= y1，K- y2，K；c3，K= x2，K- x1，K

， （29）

ΔK=
1
2

|

|

|

|
|
||
|

|

|

|

|
|
||
|
1 x1，K y1，K
1 x2，K y2，K
1 x3，K y3，K

= 1
2 (b1，K c2，K- b2，K c1，K)。 （30）

对于（25）式，令 AK={ }a[ ]Nj，k ( )x，y ，Ni，K ( )x，y 、

BK= { }b[ ]Nj，k ( )x，y ，Ni，K ( )x，y 、k= (α，β)、K 为 剖

分三角形单元的编号以及 i和 j均为在剖分单元中

的局部编码，节点的方程可写成

A ij，K= ϱ ( )∇+ik Nj，K ( )x，y ，( )∇+ik Ni，K ( )x，y =
ϱ ( )bj，Kbi，K+ cj，K ci，K

4Δ 2K ∬K 1 dxdy+iϱ ( )αbi，K+βci，K ×

∬K Nj，k ( )x，y dxdy-iϱ ( )αbj，K+βcj，K ∬K Ni，k ( )x，y dxdy+ ϱ ( )α2+β 2 ∬K Nj，k ( )x，y Ni，K ( )x，y dxdy，（31）

B ij，K= κNj，K ( )x，y ，Ni，K ( )x，y = ∬K Nj，k ( )x，y ⋅Ni，K ( )x，y dxdy = κ∬K Nj，k ( )x，y ⋅Ni，K ( )x，y dxdy。 （32）

记 λ= ω2，最后得到的方程可写成矩阵形式，即

AU h = λBU h ， （33）

式中：U h=∑
q=1

P

uh，q。在求解广义特征值问题 AU h =

λBU h的过程中，还需加上周期边界条件即可求得对

应一个波矢的可传输频率，表达式为

u (x，y) |Γ r = u (x，y) |Γ l， （34）

u (x，y) |Γu = u (x，y) |Γd。 （35）

对于波矢 K，遍历不可约第一布里渊区域 TXM

（边界为不可约布里渊区的边界）就可以计算得到

带隙结构。

4 数值模拟和负折射率范围的研究

使用在介质板上以正方形晶格排列的空气圆

柱二维晶体作为模型来分析，其晶格常数为 L，圆柱

孔的半径 r=0. 35L，介质的介电常数为 12. 0，在

TE模式下可以计算出该光子晶体的带隙结构。

图 3（a）为归一化频率 f = ωL 2πc在 0. 050~0. 239
之间的等频率面图，其中 c为光速。等频率面是

能带结构在第一布里渊区域内的投影，就是利用

第 3节介绍的数值计算方法将布里渊区域内所有

与固定频率相关的波矢 K 空间中的点都计算出

图 3 二维正方形晶格的等频面及其局部放大图。（a）等频面；（b）TM方向上的局部放大图

Fig. 3 Isofrequency surface of two-dimensional square lattice and its local magnification. (a) Isofrequency surface; (b) local
enlargement in TM direction
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其中Nj，K (x，y)可表示为

Nj，K (x，y) = 1
2ΔK

(aj，K+ bj，K x+ cj，K y)， （28）

式中：ΔK为第K个三角形单元的面积。ΔK和 aj，K、bj，K和cj，K分别表示为

ì

í

î

ïï
ïï

a1，K= x2，K y3，K- y2，K x 3，K；b1，K= y2，K- y3，K；c1，K= x3，K- x2，K
a2，K= x3，K y1，K- y3，K x 1，K；b2，K= y3，K- y1，K；c2，K= x1，K- x3，K
a3，K= x1，K y2，K- y1，K x2，K；b3，K= y1，K- y2，K；c3，K= x2，K- x1，K

， （29）

ΔK=
1
2

|

|

|

|
|
||
|

|

|

|

|
|
||
|
1 x1，K y1，K
1 x2，K y2，K
1 x3，K y3，K

= 1
2 (b1，K c2，K- b2，K c1，K)。 （30）

对于（25）式，令 AK={ }a[ ]Nj，k ( )x，y ，Ni，K ( )x，y 、

BK= { }b[ ]Nj，k ( )x，y ，Ni，K ( )x，y 、k= (α，β)、K 为 剖

分三角形单元的编号以及 i和 j均为在剖分单元中

的局部编码，节点的方程可写成

A ij，K= ϱ ( )∇+ik Nj，K ( )x，y ，( )∇+ik Ni，K ( )x，y =
ϱ ( )bj，Kbi，K+ cj，K ci，K

4Δ 2K ∬K 1 dxdy+iϱ ( )αbi，K+βci，K ×

∬K Nj，k ( )x，y dxdy-iϱ ( )αbj，K+βcj，K ∬K Ni，k ( )x，y dxdy+ ϱ ( )α2+β 2 ∬K Nj，k ( )x，y Ni，K ( )x，y dxdy，（31）

B ij，K= κNj，K ( )x，y ，Ni，K ( )x，y = ∬K Nj，k ( )x，y ⋅Ni，K ( )x，y dxdy = κ∬K Nj，k ( )x，y ⋅Ni，K ( )x，y dxdy。 （32）

记 λ= ω2，最后得到的方程可写成矩阵形式，即

AU h = λBU h ， （33）

式中：U h=∑
q=1

P

uh，q。在求解广义特征值问题 AU h =

λBU h的过程中，还需加上周期边界条件即可求得对

应一个波矢的可传输频率，表达式为

u (x，y) |Γ r = u (x，y) |Γ l， （34）

u (x，y) |Γu = u (x，y) |Γd。 （35）

对于波矢 K，遍历不可约第一布里渊区域 TXM

（边界为不可约布里渊区的边界）就可以计算得到

带隙结构。

4 数值模拟和负折射率范围的研究

使用在介质板上以正方形晶格排列的空气圆

柱二维晶体作为模型来分析，其晶格常数为 L，圆柱

孔的半径 r=0. 35L，介质的介电常数为 12. 0，在

TE模式下可以计算出该光子晶体的带隙结构。

图 3（a）为归一化频率 f = ωL 2πc在 0. 050~0. 239
之间的等频率面图，其中 c为光速。等频率面是

能带结构在第一布里渊区域内的投影，就是利用

第 3节介绍的数值计算方法将布里渊区域内所有

与固定频率相关的波矢 K 空间中的点都计算出

图 3 二维正方形晶格的等频面及其局部放大图。（a）等频面；（b）TM方向上的局部放大图

Fig. 3 Isofrequency surface of two-dimensional square lattice and its local magnification. (a) Isofrequency surface; (b) local
enlargement in TM direction
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来，然后绘制的等频率面。图 3（b）为图 3（a）的局

部 放 大 图 ，归 一 化 频 率 fa = 0.165 和 fb = 0.195，
M点附近为高频部分。介质中的波矢 K 是由界面

上 K 的连续分量决定的，当光的传播方向与波矢

K一致时，就形成了传统的折射现象。图 3给出的

计算结果与文献［17］一致，说明数值算法是正确

有效的。

当空气孔的半径分别为 0. 35L、0. 30L、0. 25L
和 0. 20L时，光子晶体的等频面如图 4所示。从 0. 1
的归一化频率开始，以每次增加 0. 005的方式绘制

等频率面的曲线，当频率比第一禁带小时，光的传

播方向与波矢 K一致。

下面采用数值方法来研究负折射频率范围。

受到光子禁带的影响，光子晶体会出现负折射的现

象。在光子晶体中，群速度等于频率的梯度，即

vg = ( )∂ω
∂K x

，
∂ω
∂K y

。由此可知，群速度方向是等频面

的法线方向，折射方向由群速度方向决定，为此可

以通过等频面来确定 vgK的符号。对于空气孔半径

为 r=0. 35L的二维方形光子晶体，当归一化频率在

0. 2485~0. 3387之间时，数值计算后得到的等频面

如图 5所示。二维方形光子晶体在 TE模式下的等

频 面 图 中 ，1~8 依 次 对 应 的 归 一 化 频 率 分 别 为

0. 2485、0. 2685、0. 2793、0. 2985、0. 3093、0. 3187、
0. 3293和 0. 3359，且 Γ点附近的等频面线对应的归

一化频率为 0. 3385。
从图 5可以看到，第一布里渊区域中心 T点附

近为高频部分，高频区域内等频面的曲线形状非常

接近圆形，曲线向内，而且随着频率的增大曲线半

径逐渐减小，这说明群速度为负也就是在 TM方向

上有 vgK< 0，即负折射现象所出现的区间。在实

际应用的过程中，为了避免负折射现象受到禁带频

图 4 光子晶体在不同空气孔半径下的等频面。（a）r=0.35L；（b）r=0.30L；（c）r=0.25L；（d）r=0.20L
Fig. 4 Isofrequency surfaces of photonic crystals under different air hole radii. (a) r=0.35L; (b) r=0.30L; (c) r=0.25L;

(d) r=0.20L

图 5 二维方形光子晶体在 TE模式下第一负折射频带范围

的等频面

Fig. 5 Isofrequency surface of 1st negative refraction band under
TE mode of two-dimensional square photonic crystal

率的影响，在此频率带中心值附近可以观察到较好

的负折射现象，当空气孔半径 r=0. 35L时，可以选

取 0. 29的归一化频率来研究负折射现象。

若光子晶体的禁带结构不同，则出现负折射率

的频带区域也不同。由于光子晶体的带隙结构受

到光子晶体的周期晶格结构、介质材料、介质圆柱

或介质中空气孔半径等参量的影响，故通过改变不

同的参量可以找到不同负折射率频率范围。以方

形晶格排列的圆柱空气孔为例，数值研究不同的空

气孔半径对负折射频率范围的影响，其中晶格常数

为 L，圆柱孔的半径分别为 0. 45L、0. 40L和 0. 35L，
介质的介电常数为 12. 0。表 1为不同的空气孔半径

与第一负折射频带之间的对应关系。从表 1可以看

到，随着空气孔半径的减小，起始负折射频点之间

的距离逐渐减小，但是产生负折射的频带带宽逐渐

增大。

当圆柱孔的半径分别为 0. 45L和 0. 40L时，第

一负折射频带的等频面如图 6所示。从图 6可以看

到，第一布里渊区域中心 T点附近为高频部分，在高

频区域内等频面的曲线形状非常接近圆形，曲线向

内，随着频率的增大曲线半径逐渐减小，此时可以

产生负折射现象。

5 结 论

本文基于有限元方法数值求解光子晶体的等

频率面，由此来描述光子晶体的光传播问题，数值

计算结果与已有实验和其他数值模拟的结果一致，

说明所提的数值模拟方法是正确有效的。基于数

值模拟方法分析了光子晶体中负折射率产生的频

率区域，并研究不同的光子晶体参数对负折射率产

生的影响。研究结果表明，对于方形晶格的空气柱

光子晶体，随着空气孔半径的减小，产生负折射的

频带带宽逐渐增大，本文的研究结果可为光子晶体

器件的制备提供指导和数值算法支撑。
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率的影响，在此频率带中心值附近可以观察到较好

的负折射现象，当空气孔半径 r=0. 35L时，可以选

取 0. 29的归一化频率来研究负折射现象。

若光子晶体的禁带结构不同，则出现负折射率

的频带区域也不同。由于光子晶体的带隙结构受

到光子晶体的周期晶格结构、介质材料、介质圆柱

或介质中空气孔半径等参量的影响，故通过改变不

同的参量可以找到不同负折射率频率范围。以方

形晶格排列的圆柱空气孔为例，数值研究不同的空

气孔半径对负折射频率范围的影响，其中晶格常数

为 L，圆柱孔的半径分别为 0. 45L、0. 40L和 0. 35L，
介质的介电常数为 12. 0。表 1为不同的空气孔半径

与第一负折射频带之间的对应关系。从表 1可以看

到，随着空气孔半径的减小，起始负折射频点之间

的距离逐渐减小，但是产生负折射的频带带宽逐渐

增大。

当圆柱孔的半径分别为 0. 45L和 0. 40L时，第

一负折射频带的等频面如图 6所示。从图 6可以看

到，第一布里渊区域中心 T点附近为高频部分，在高

频区域内等频面的曲线形状非常接近圆形，曲线向

内，随着频率的增大曲线半径逐渐减小，此时可以

产生负折射现象。

5 结 论

本文基于有限元方法数值求解光子晶体的等

频率面，由此来描述光子晶体的光传播问题，数值

计算结果与已有实验和其他数值模拟的结果一致，

说明所提的数值模拟方法是正确有效的。基于数

值模拟方法分析了光子晶体中负折射率产生的频

率区域，并研究不同的光子晶体参数对负折射率产

生的影响。研究结果表明，对于方形晶格的空气柱

光子晶体，随着空气孔半径的减小，产生负折射的

频带带宽逐渐增大，本文的研究结果可为光子晶体

器件的制备提供指导和数值算法支撑。
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