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电磁诱导增强的五阶非线性效应

梅书迪，张欣怡，辛国国，杜英杰*

西北大学物理学院，陕西 西安 710127

摘要 为了将非线性效应强度的测量延伸到五阶非线性上，本文理论研究电磁诱导透明系统中的五阶非线性效

应。研究结果表明，量子相干效应极大地增强电磁诱导透明系统的非线性效应，其中三阶互非线性的电极化率可

以激发拉曼散射和四波混频，五阶互非线性的电极化率有两个完全不同的非线性吸收和色散，非线性吸收的五阶

互非线性的电极化率可以激励四光子吸收，非线性增益的五阶互非线性可以激励超级拉曼散射，两者五阶互非线

性的电极化率都可以激励六波混频。
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Fifth-Order Nonlinear Effects by Electromagnetical Induced
Enhancement
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Abstract In order to extend the measurement of the nonlinear effect intensity to the fifth-order nonlinear, the fifth-

order nonlinear effect in the electromagnetically induced transparency system is studied theoretically. The research
results show that the quantum coherence effect greatly enhances the nonlinear effects of electromagnetically induced
transparency system, including susceptibility of third-order nonlinear which can simulate Raman scattering and four-

wave mixing, fifth-order nonlinear susceptibility with two completely different nonlinear absorption and dispersion.
The fifth-order cross nonlinearity of the nonlinear absorption excites the four-photon absorption and the fifth-order
cross nonlinearity of the nonlinear gain excites the super Raman scattering. The fifth-order cross nonlinearity of the
electric polarization of the nonlinear absorption excites the six-wave mixing.
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1 引 言

一般物质在电场的作用下会发生电极化，电

磁场中的电场会导致原子极化。非线性光学中，

使用电极化强度来表示物质被电极化的程度。当

电极化强度与外加电场的振幅满足线性关系时，

则称该过程为线性电极化过程；当电极化强度与

外加电场的振幅满足非线性关系时，则称该过程
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为非线性电极化过程，该过程可以形成各种各样

的非线性效应。科研人员将原子中的电子作为弹

簧振子，用来解释非线性效应所形成的物理机制。

电子在外光场的作用下受迫振动，当外光场的频

率与电子的固有振动频率相同时，则电子进行简

谐振动，相当于光场与一个二能级系统共振耦合，

而介质对光场只有线性响应。当外光场的频率与

电子振动的固有频率不同时，电子的简谐振动发

生改变，其振动频率和振幅都可能发生改变，这种

非简谐振动的实质是不同频率、不同幅值下简谐

振动的叠加，这种叠加除了形成线性响应以外，还

形成了非线性响应。量子相干是量子世界中奇特

的物理现象之一，是量子叠加所导致的结果。量

子相干可以将原子中的电子束缚在某一个或几个

能态上，从而改变电子振动的频率和振幅，因此产

生强烈的非线性响应。

在量子物理中，量子相干所导致的两种典型物

理效应分别为相干布居数俘获（CPT）效应［1-2］和电

磁诱导透明（EIT）［3］效应，二者均可以将原子俘获

在低能态上以形成暗态，前者在共振处可以得到暗

态，而后者在非共振处也可得到暗态。Harris等［4］认

识到量子相干增强的非线性问题，基于 EIT介质的

相干特性增强了非线性光学频率转换率；随后，

Grove等［5］提出了一种利用 EIT来实现共振的四波

混频方案；此外，Wang等［6-8］利用了环形腔技术精确

测量 EIT介质的 Kerr非线性系数，还利用增强的

EIT 介质的非线性特性获得了光学双稳态［9-11］。

2007年，Zhang等［12］在实验中获得了增强的四波混

频效应以及由高阶非线性导致的六波混频。值得

注意的是，四波混频很早就被作为一种非常有效的

非经典光场产生方案［13-15］，利用 EIT有效增强的非

线性效应可使四波混频的转换效率更高，从而产生

高效的非经典光场［16］。在高阶非线性效应上，根据

五阶非线性效应以及相位匹配，科学家采用巧妙的

方法产生了六波混频并获得了光子的三重关联［17］。

实验方面，科学家采用腔透射谱法测量了 Λ型三能

级系统的五阶自 Kerr非线性系数，从而将非线性效

应强度的测量延伸到五阶非线性上［18］。

本文在理论上研究电磁诱导透明系统的三阶

和五阶非线性特性，由于在相同的条件下互非线性

效应远比自非线性效应明显，为此互非线性特性获

得人们更多的关注。一方面，研究三阶互非线性的

电极化率，根据三阶互非线性增益的特性研究其关

联的受激拉曼散射和四波混频性质。另一方面，研

究五阶互非线性的电极化率，对两种互非线性电极

化率进行分析，根据其特征研究其关联的四光子吸

收、超级拉曼散射和六波混频。

2 理论模型和计算

考虑到图 1的 Λ型三能级原子系统，能级 1 和

2 为两个简并的基态，能级 3 为激发态。一束频率

为 ω 1的弱探针光作用于能级 1 ↔ 3 的共振跃迁

线上，失谐量为 Δ 1，定义 Δ 1 = ω 1 - ω 31，其中 ω 31 为
能级 1 ↔ 3 的共振跃迁频率，拉比频率为 2Ω 1，定
义 Ω 1 = μ31E 1/ (2ℏ)，μ31为能级 1 ↔ 3 的跃迁偶极

矩，E 1为探针光的电场分量，ℏ为普朗克常数。另一

束频率为 ω 2的强抽运光作用于能级 2 ↔ 3 的共

振跃迁线上，失谐量为 Δ 2，定义 Δ 2 = ω 2 - ω 32，其中

ω 32 为能级 2 ↔ 3 的共振跃迁频率，拉比频率为

2Ω 2，定义 Ω 2 = μ32E 2/ (2ℏ)，μ32为能级 2 ↔ 3 的跃

迁偶极矩，E 2为抽运光的电场分量。2γ31(2γ32)为态

3 到态 1 ( 2 )的自发辐射衰减率，2γ21为两基态间

的无辐射衰减速率。

该量子系统的演化过程满足薛定谔方程，为了

研究方便，使用薛定谔方程的密度矩阵形式来表

示，即Master方程，表达式为

∂ρ
∂t =-

i
ℏ ( )HV，ρ + Λρ， （1）

式中：HV 为相互作用绘景下的哈密顿量；Λ为衰减

算符；ρ 为密度矩阵；t为系统演化时间。（1）式中的

Λρ为自发衰减项，可表示为

Λρ=- γij
2 (Aii ρ+ ρAii- 2ρ ii A jj)， （2）

式中：Aij为跃迁算符，定义Aij= i j，i=1，2，3，j=
1，2，3；γ为自发衰减率矩阵。在偶极近似和旋波近

图 1 光场与Λ型三能级原子系统的作用模型

Fig. 1 Model of interaction between light field and Λ -type
three-level atomic system

似下，系统的相互作用绘景下的哈密顿量为

HV = ℏ
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Δ1 0 -Ω *
1

0 Δ2 -Ω *
2

-Ω 1 -Ω 2 0
， (3)

式中：Ω *
1 和 Ω *

2 分别为 Ω1和 Ω2的共轭。将（3）式代入

（1）式可以得到该系统的密度矩阵元的演化方程，

可表示为

∂ρ11
∂t = 2γ31 ρ33 + 2γ21 ρ22 + iΩ

*
1 ρ31 - iΩ 1 ρ13， （4）

∂ρ22
∂t = 2γ32 ρ33 - 2γ21 ρ22 + iΩ

*
2 ρ32 - iΩ 2 ρ23， （5）

∂ρ33
∂t =-2γ31 ρ33 - 2γ32 ρ33 - iΩ

*
2 ρ32 + iΩ 2 ρ23 - iΩ *

1 ρ31 + iΩ 1 ρ13， （6）

∂ρ31
∂t = ( iΔ 1 - γ31 - γ32) ρ31 + iΩ 2 ρ21 + iΩ 1 ρ11 - iΩ 1 ρ33， （7）

∂ρ13
∂t = (- iΔ 1 - γ31 - γ32) ρ13 - iΩ *

2 ρ12 - iΩ *
1 ρ11 + iΩ *

1 ρ33， （8）

∂ρ32
∂t = ( iΔ 2 - γ31 - γ32 - γ21) ρ32 + iΩ 1 ρ12 + iΩ 2 ρ22 - iΩ 2 ρ33， （9）

∂ρ23
∂t = (- iΔ 2 - γ31 - γ32 - γ21) ρ23 - iΩ *

1 ρ21 - iΩ *
2 ρ22 + iΩ *

2 ρ33， （10）

∂ρ21
∂t = ( iΔ 1 - iΔ 2 - γ21) ρ21 + iΩ *

2 ρ31 - iΩ 1 ρ23， （11）

∂ρ12
∂t = (- iΔ 1 + iΔ 2 - γ21) ρ12 - iΩ 2 ρ13 + iΩ *

1 ρ32。 （12）

（4）~（12）式中，（4）~（6）式为对角密度矩阵元

的演化方程，其描述了布居数在三个能级上的演化过

程；（5）式为非对角密度矩阵元的演化方程，其描述了

不同能级之间的跃迁演化过程。作为一个封闭的能

级系统，其密度矩阵元还应满足 ρ11 + ρ22+ ρ33 = 1。
考虑到原子演化至稳态的情形，应使密度矩阵元

满足 ∂ρij ∂t =0。（4）~（6）式中的三个方程由于具有

自洽性，所以只有两个方程是独立的，在此使用（4）式

和（5）式可以得到 ρ22和 ρ33的代数表达式，即

ρ22 =
γ32 ( )iΩ 1 ρ13 - iΩ *

2 ρ31 + γ31 ( )iΩ *
2 ρ32 - iΩ 2 ρ23

2γ21 ( )γ31 + γ32
，

（13）

ρ33 =
iΩ 1 ρ13 - iΩ *

1 ρ31 + iΩ 2 ρ23 - iΩ *
2 ρ32

2 ( )γ31 + γ32
。（14）

从（11）式和（12）式可以得到 ρ21和 ρ12的代数表

达式，即

ρ21 =
iΩ 1 ρ23 - iΩ *

2 ρ31
iΔ 1 - iΔ 2 - γ21

， （15）

ρ12 =
-iΩ 2 ρ13 + iΩ *

1 ρ32
iΔ 2 - iΔ 1 - γ21

。 （16）

考虑到 ρ11 + ρ22 + ρ33 = 1，并将 ρ22、ρ33、ρ21 和

ρ12代入（7）~（10）式，可以得到 4个方程组成的线性

方程组，即
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其中

M 11 = iΔ 1 - γ31 - γ32 + B | Ω 1 | 2 +
|| Ω 2 2 ( )iΔ 1 - iΔ 2 - γ21 ， （18）

M 12 =-BΩ 2
1， （19）

M 13 = CΩ 1Ω *
2， （20）

M 14 =-CΩ 1Ω 2 - Ω 1Ω 2 ( )iΔ 1 - iΔ 2 - γ21 ，（21）

M 22 =M *
11， （22）

M 23 =M *
14， （23）

M 24 =M *
13， （24）

M 33 = iΔ 2- γ31- γ32- γ21-

D || Ω 2 2
+ || Ω 1 2 ( )-iΔ 1 + iΔ 2- γ21 ，（25）

M 34 = DΩ 2
2， （26）

M 44 =M *
33， （27）

Mkl=M *
lk， （28）

B= ( )γ31 γ21 - 2 2 ( )γ31 + γ32 - 1 2γ21，（29）

C= ( )γ31 γ21 - 2 2 ( )γ31 + γ32 ， （30）
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程；（5）式为非对角密度矩阵元的演化方程，其描述了
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级系统，其密度矩阵元还应满足 ρ11 + ρ22+ ρ33 = 1。
考虑到原子演化至稳态的情形，应使密度矩阵元

满足 ∂ρij ∂t =0。（4）~（6）式中的三个方程由于具有
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和（5）式可以得到 ρ22和 ρ33的代数表达式，即
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D= ( )γ31 γ21 + 1 2 ( )γ31 + γ32 ， （31）

E= é
ë

ù
ûγ31 ( )γ31 + γ32 - 1 2 γ21， （32）

式中：M *
kl 为相应矩阵元的共轭。通过（17）式可以

得到 ρ31、ρ13、ρ32和 ρ23的解，表达式为
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将 ρ31、ρ13、ρ32和 ρ23值代入（13）式和（14）式并根据

ρ11+ ρ22+ ρ33 = 1，可以获得各个能态上的布居数。

下面分析布居数在不同参数条件下的分布情

况，主要分两种情况进行讨论。第一种是抽运光与

探针光的拉比频率相等 (Ω 1 = Ω 2)的情况（与 CPT
的条件相似）；另一种是探针光的拉比频率远小于

抽运光 (Ω 1 ≪ Ω 2)的情况（与 EIT的条件相似）。在

Ω 2 = γ31、γ32 = γ31、γ21 = 0.01γ31和 Δ 2 = 0的参数条

件下，第一种情况的结果如图 2（a）所示，第二种参

数条件的结果如图 2（b）所示。从图 2（a）可以看到，

原子的布居数随探针光失谐量的变化而变化，其中

正负失谐处的布居数关于零失谐对称，这与抽运光

的失谐量为零 (Δ 2 = 0)有关；随着探针光失谐量的

增大，2 态和 3 态上的布居数与 1 态上的布居数

发生相反的变化趋势，2 态和 3 态上的布居数趋于

0，1 态上的布居数趋于 1，此时形成暗态；在共振处

也出现了暗态，此时激发态上的布居数为零，两个

基态上的布居数有较小的差别，约为 0. 5，说明原子

被俘获在两个基态能级上发生了相干布居数俘获

（CPT）。

第二种情况即探针光的拉比频率远小于抽运

光的情况，令探针光的拉比频率为抽运光的 1/10，
结果如图 2（b）所示。从图 2（b）可以看到，布居数出

现了明显的两极分化的情况，即基态 1 上的布居数

在数值 1下随探针光失谐量的增加有较小的起伏，

位于布居数数值的上限，另一个基态 2 和激发态 3
上的布居数随探针光失谐量的增加在数值 0上有较

小的起伏，处于布居数数值的下限附近。上述结果

说明系统已形成电磁诱导透明的现象，一方面原子

进入暗态，另一方面原子的布居数状态和探针光失

谐量的关系较小。与相干布居数俘获现象相比，该

暗态不受探针光失谐量的限制，而且原子仅俘获在

一个能态上。当探针光的拉比频率比抽运光更小

时，布居数随探针光失谐量的增加起伏更小，从而

形成更加纯粹的电磁诱导透明现象。电磁诱导透

明现象下的布居数分布是获得非线性行为的基础。

综上所述，在电磁诱导透明系统中，除了共振

区，在非共振区（包括探针光和抽运光的非共振区）

也可形成暗态，具体的数值条件为

ì

í

î

ïï
ïï

ρ11 = 1
ρ22 = 0
ρ33 = 0

。 (34)

上述布居数的分布特性为电磁诱导透明系统

的稳态布居数分布特征。为了得到稳态条件下的

非对角密度矩阵元，将该稳态布居数代入（7）~（12）
式，同时考虑到 ρ31的幅值远大于 ρ32和 ρ21，而系统总

的极化强度为上述三者非对角密度矩阵元之和，相

较之下 ρ32和 ρ21的幅值可以忽略，因此只需得到密

度矩阵元 ρ31的幅值即可，只需考虑的方程分别为

( iΔ 1 - γ31 - γ32) ρ31 + iΩ 2 ρ21 + iΩ 1 = 0， (35)

( iΔ 1 - iΔ 2 - γ21) ρ21 + iΩ *
2 ρ31 - iΩ 1 ρ23 = 0，(36)

(- iΔ 2 - γ31 - γ32 - γ21) ρ23 - iΩ *
1 ρ21 = 0。 (37)

基于（35）~（37）式可以得到 ρ31的解，即

ρ31 =-
iΩ 1 ( )Q 1Q 2 + || Ω 1

2

Q 3 ( )Q 1Q 2 + || Ω 1
2
+ || Ω 2

2
Q 2

， (38)

式 中 ：Q 1 = iΔ 1 - iΔ 2 - γ21；Q 2 =-iΔ 2 - γ31 -

图 2 不同情况下布居数与探针光失谐量之间的关系。

（a）Ω 1 = Ω 2；（b）Ω 1 = 0.1Ω 2
Fig. 2 Relationship between population number and
detuning amounts of probe light under different conditions.

(a) Ω 1 = Ω 2; (b) Ω 1 = 0.1Ω 2

γ32 - γ21；Q 3 = iΔ 1 - γ31 - γ32。ρ31的解保留了拉比

频率 Ω 1和 Ω 2的所有阶，因此既包含了系统的线性响

应解，又包含了系统的非线性响应解。若要得到这

些线性和非线性响应的解，需要对其按照 Ω 1和 Ω 2进
行幂级数展开。以拉比频率 Ω 1的幂级数展开为例，

表达式为

ρ31 = ρ( )1
31 Ω 1 + ρ( )2

31 | Ω 1 |
2
+ ρ( )3

31 | Ω 1 |
2
Ω 1 +⋯， (39)

式中：ρ( )m
31 为各阶密度矩阵元，其中 m为级数展开后

该项的阶数。ρ( )m
31 可表示为

ρ( )m
31 =

1
m！ ( ∂m ρ31∂Ω m

1
) (Ω 1 = 0)。 (40)

（40）式是对 ρ31 关于 Ω 1 进行 m阶求导，并且在

获得的结果中使 Ω 1 = 0，其中 ρ( )1
31 与线性电极化率成

正比，ρ( )2
31 与二阶非线性电极化率成正比，ρ( )3

31 与三阶

非线性电极化率成正比，具体关系可表示为

χ( )1 =
2N || μ31

2
ρ( )1
31

ε0 ℏ
， (41)

χ ( )3 =
2N || μ31 4

ρ( )3
31

ε0 ℏ3
， (42)

χ ( )5 =
2N || μ31 6

ρ( )5
31

ε0 ℏ5
， (43)

式中：χ为非线性电极化率；N为原子数密度；μ为导

磁率；ε0 为真空介电常数。值得注意的是，（41）~
（43）式中原子的空间反演对称性偶次阶次的非线

性电极化率为零。在考虑自非线性效应的情况下，

（41）~（43）式所构成的电极化强度可表示为

P= ε0 χ ( 1 )E+ ε0 χ ( 3 ) | E |
2
E+ ε0 χ ( 5 ) | E |

4
E，（44）

式中：E为电场强度。基于 ρ31的解可以得到该电磁

诱导透明系统的线性和非线性密度矩阵元，即

ρ( )1
31 =-i

Q 1

Q 1Q 3 + || Ω 2 2， (45)

ρ( )3
31 =-i

Q 2 || Ω 2 2

( )Q 1Q 2Q 3 + Q 2 || Ω 2 2 2， (46)

ρ( )5
31 = i

Q 2Q 3 || Ω 2 2

( )Q 1Q 2Q 3 + Q 2 || Ω 2 2 3。 (47)

（45）~（47）式中，（45）式为系统的线性响应解，

（46）式和（47）式分别为三阶和五阶非线性响应解。

由于线性和非线性响应均是基于探针光的拉比频

率 Ω 1展开的，因此称其为自非线性响应，其在相位

调制方面对应自相位调制。

下面讨论互非线性问题。如果（38）式的幂级

数除了按照 Ω 1进行展开，同时还按照 Ω 2进行展开，

这可以得到互非线性响应，其在相位调制方面对应

互非线性相位调制。在（39）式的基础上以 Ω 2的幂

级数展开为例，即可以得到交叉相位项，表达式为

ρ( )1
31 = ρ( )1 ( )2 | Ω 2 | 2 + ρ( )1 ( )4 | Ω 2 | 4 +⋯， (48)

ρ( )3
31 = ρ( )3 ( )2 | Ω 2 | 2 + ρ( )3 ( )4 | Ω 2 | 4 +⋯。 (49)

（48）式和（49）式中，ρ( 1 )( 2 )对应三阶互非线性响

应，ρ( 1 )( 4 )和 ρ( 3 )( 2 )对应两种不同类型的五阶互非线性

响应，各自定义为

ρ( )1 ( )o = 1
o! ( ∂o ρ( )1

31

∂Ω o
2
) (Ω 2 = 0)， (50)

ρ( )3 ( )o = 1
o! ( ∂o ρ( )3

31

∂Ω o
2
) (Ω 2 = 0)， (51)

式中：o为以抽运光拉比频率进行展开的阶次。通

过（48）式和（49）式不仅可以得到三阶和五阶的互

非线性精确解，还可以得到更高阶次的非线性精确

解，本文的高阶非线性效应只讨论到五阶。三阶和

五阶交叉非线性的电极化率与幂级数展开系数的

关系可表示为

χ ( )3
H =

2N || μ31 2 || μ32 2
ρ( )1 ( )2

ε0 ℏ3
， （52）

χ ( )5
I =

2N || μ31 2 || μ32 4
ρ( )1 ( )4

ε0 ℏ5
， （53）

χ ( )5
II =

2N || μ31 4 || μ32 2
ρ( )3 ( )2

ε0 ℏ5
， （54）

式中：χ ( )3
H 为三阶的互非线性电极化率，对应的非线性

电极化强度 P ( )3
H = ε0 χ ( )3

H (ω 2，- ω 2，ω 1 ) | E 2 | 2E 1；χ Ι 和

χ ΙΙ分别为两个五阶的互非线性电极化率。为了区分

两个五阶的互非线性电极化率，分别使用 χ ( )5
I 和 χ ( )5

II 对

两 者 进 行 区 分 ，前 者 满 足 P ( )5
I = ε0 χ ( )5

I (ω 2，-

ω 2，ω 2，- ω 2，ω 1 ) | E 2 | 4E 1， 后 者 满 足 P ( )5
II =

ε0 χ ( )5
II (ω 2，- ω 2，ω 1，- ω 1，ω 1 ) | E 2 | 2 | E 1 | 2E 1。（48）式

和（49）式 中 的 密 度 矩 阵 元 分 量 分 别 为 ρ( )1 ( )2
31 =

iQ 1 ( )Q 1Q 3
2
、ρ( )1 ( )4

31 =-iQ 1 ( )Q 1Q 2Q 3
3
和 ρ( )3 ( )2

31 =

-iQ 2 ( )Q 1Q 2Q 3
2
。为了研究基于三阶和五阶的互

非线性电极化率会激发哪些光学非线性效应，必须

对非线性的电极化强度所导致的非线性耦合波方

程进行研究计算，表达式为
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γ32 - γ21；Q 3 = iΔ 1 - γ31 - γ32。ρ31的解保留了拉比

频率 Ω 1和 Ω 2的所有阶，因此既包含了系统的线性响

应解，又包含了系统的非线性响应解。若要得到这

些线性和非线性响应的解，需要对其按照 Ω 1和 Ω 2进
行幂级数展开。以拉比频率 Ω 1的幂级数展开为例，

表达式为

ρ31 = ρ( )1
31 Ω 1 + ρ( )2

31 | Ω 1 |
2
+ ρ( )3

31 | Ω 1 |
2
Ω 1 +⋯， (39)

式中：ρ( )m
31 为各阶密度矩阵元，其中 m为级数展开后

该项的阶数。ρ( )m
31 可表示为

ρ( )m
31 =

1
m！ ( ∂m ρ31∂Ω m

1
) (Ω 1 = 0)。 (40)

（40）式是对 ρ31 关于 Ω 1 进行 m阶求导，并且在

获得的结果中使 Ω 1 = 0，其中 ρ( )1
31 与线性电极化率成

正比，ρ( )2
31 与二阶非线性电极化率成正比，ρ( )3

31 与三阶

非线性电极化率成正比，具体关系可表示为

χ( )1 =
2N || μ31

2
ρ( )1
31

ε0 ℏ
， (41)

χ ( )3 =
2N || μ31 4

ρ( )3
31

ε0 ℏ3
， (42)

χ ( )5 =
2N || μ31 6

ρ( )5
31

ε0 ℏ5
， (43)

式中：χ为非线性电极化率；N为原子数密度；μ为导

磁率；ε0 为真空介电常数。值得注意的是，（41）~
（43）式中原子的空间反演对称性偶次阶次的非线

性电极化率为零。在考虑自非线性效应的情况下，

（41）~（43）式所构成的电极化强度可表示为

P= ε0 χ ( 1 )E+ ε0 χ ( 3 ) | E |
2
E+ ε0 χ ( 5 ) | E |

4
E，（44）

式中：E为电场强度。基于 ρ31的解可以得到该电磁

诱导透明系统的线性和非线性密度矩阵元，即

ρ( )1
31 =-i

Q 1

Q 1Q 3 + || Ω 2 2， (45)

ρ( )3
31 =-i

Q 2 || Ω 2 2

( )Q 1Q 2Q 3 + Q 2 || Ω 2 2 2， (46)

ρ( )5
31 = i

Q 2Q 3 || Ω 2 2

( )Q 1Q 2Q 3 + Q 2 || Ω 2 2 3。 (47)

（45）~（47）式中，（45）式为系统的线性响应解，

（46）式和（47）式分别为三阶和五阶非线性响应解。

由于线性和非线性响应均是基于探针光的拉比频

率 Ω 1展开的，因此称其为自非线性响应，其在相位

调制方面对应自相位调制。

下面讨论互非线性问题。如果（38）式的幂级

数除了按照 Ω 1进行展开，同时还按照 Ω 2进行展开，

这可以得到互非线性响应，其在相位调制方面对应

互非线性相位调制。在（39）式的基础上以 Ω 2的幂

级数展开为例，即可以得到交叉相位项，表达式为

ρ( )1
31 = ρ( )1 ( )2 | Ω 2 | 2 + ρ( )1 ( )4 | Ω 2 | 4 +⋯， (48)

ρ( )3
31 = ρ( )3 ( )2 | Ω 2 | 2 + ρ( )3 ( )4 | Ω 2 | 4 +⋯。 (49)

（48）式和（49）式中，ρ( 1 )( 2 )对应三阶互非线性响

应，ρ( 1 )( 4 )和 ρ( 3 )( 2 )对应两种不同类型的五阶互非线性

响应，各自定义为

ρ( )1 ( )o = 1
o! ( ∂o ρ( )1

31

∂Ω o
2
) (Ω 2 = 0)， (50)

ρ( )3 ( )o = 1
o! ( ∂o ρ( )3

31

∂Ω o
2
) (Ω 2 = 0)， (51)

式中：o为以抽运光拉比频率进行展开的阶次。通

过（48）式和（49）式不仅可以得到三阶和五阶的互

非线性精确解，还可以得到更高阶次的非线性精确

解，本文的高阶非线性效应只讨论到五阶。三阶和

五阶交叉非线性的电极化率与幂级数展开系数的

关系可表示为

χ ( )3
H =

2N || μ31 2 || μ32 2
ρ( )1 ( )2

ε0 ℏ3
， （52）

χ ( )5
I =

2N || μ31 2 || μ32 4
ρ( )1 ( )4

ε0 ℏ5
， （53）

χ ( )5
II =

2N || μ31 4 || μ32 2
ρ( )3 ( )2

ε0 ℏ5
， （54）

式中：χ ( )3
H 为三阶的互非线性电极化率，对应的非线性

电极化强度 P ( )3
H = ε0 χ ( )3

H (ω 2，- ω 2，ω 1 ) | E 2 | 2E 1；χ Ι 和

χ ΙΙ分别为两个五阶的互非线性电极化率。为了区分

两个五阶的互非线性电极化率，分别使用 χ ( )5
I 和 χ ( )5

II 对

两 者 进 行 区 分 ，前 者 满 足 P ( )5
I = ε0 χ ( )5

I (ω 2，-

ω 2，ω 2，- ω 2，ω 1 ) | E 2 | 4E 1， 后 者 满 足 P ( )5
II =

ε0 χ ( )5
II (ω 2，- ω 2，ω 1，- ω 1，ω 1 ) | E 2 | 2 | E 1 | 2E 1。（48）式

和（49）式 中 的 密 度 矩 阵 元 分 量 分 别 为 ρ( )1 ( )2
31 =

iQ 1 ( )Q 1Q 3
2
、ρ( )1 ( )4

31 =-iQ 1 ( )Q 1Q 2Q 3
3
和 ρ( )3 ( )2

31 =

-iQ 2 ( )Q 1Q 2Q 3
2
。为了研究基于三阶和五阶的互

非线性电极化率会激发哪些光学非线性效应，必须

对非线性的电极化强度所导致的非线性耦合波方

程进行研究计算，表达式为
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dEv ( r )
drv

= iμω2
2kv

a (ω )⋅P ( s ) (ω，r )exp ( ikv ⋅ r) ，（55）

式中：ω为光场的圆频率；a (ω )为波沿着偏振方向

的单位矢量；P ( s ) (ω )为 s阶非线性的电极化强度，

s≥ 2；r为沿着波矢方向的距离；k为波矢；v=1，2。
根据非线性耦合波方程，在三阶非线性电极化强度

的激励下可能出现双光子吸收、拉曼散射和四波混

频，在五阶非线性电极化强度的激励下可能出现四

光子吸收、超级拉曼散射和六波混频。具体产生什

么类型的非线性效应，主要取决于非线性电极化

率。在此不仅要关注非线性电极化率的实部，还要

关注非线性电极化率的虚部，其中实部主要会带来

非线性相位调制，从而引起折射率的变化。当虚部

为负时，会带来非线性增益，从而导致拉曼散射以

及超级拉曼散射。

3 三阶非线性的电极化率

3. 1 自非线性的电极化率

在相同的条件下，自 Kerr非线性系数比互 Kerr
非线性系数小得多。电极化率的实部可以反映相

位调制，虚部可以反映电极化强度变化（吸收或增

益），在此主要关心虚部。根据电极化强度的表达

式和非线性耦合波的方程，如果其虚部为正，那么

会产生双光子吸收，如果为负，那么会产生拉曼散

射。抽运光对非线性吸收的影响如图 3所示。从

图 3（a）可以看到，在共振峰处为正吸收，抽运光在

共振峰两边有小的三阶非线性增益，因此前者可以

导致双光子吸收，后者则可以导致拉曼散射。

在电磁诱导透明系统中抽运光对量子相干的

影响体现在两个方面，一个是抽运光的光强，另

一个是抽运光的失谐量，下面分别就这两个方面

对三阶自非线性电极化率的影响进行讨论。在

γ32 = γ31、γ21 = 0.01γ31 和 Δ 2 = 0的参数条件下，抽

运光的光强对非线性吸收的影响如图 3（a）所示。

在 Ω 2 = γ31、γ32 = γ31 和 γ21 = 0.01γ31 的 参数条件

下 ，抽 运 光 的 失 谐 量 对 非 线 性 吸 收 的 影 响 如

图 3（b）所示。从图 3（a）可以看到，最小的拉比频

率（当 Ω 2 = 0.5γ31）对应最强的自非线性吸收；当

Ω 2 = 2γ31 时 ，非 线 性 吸 收 率 约 为 Ω 2 = 0.5γ31 的
1/6。抽运光的光强增大会导致量子相干的现象

减弱，Aulter-Townes（AT）分裂现象增加，AT 分

裂 无 助 于 非 线 性 增 长 。 一 般 认 为 当 Ω 2 < 0.3γ31
时，AT的分裂作用完全消失［19］。从图 3（b）可以

看到，随着抽运光失谐量的增大，三阶自非线性

吸收逐渐增大，说明量子相干随着抽运光失谐量

的增大而增大。

3. 2 交叉非线性的电极化率

互非线性效应比自非线性效应具有更大的非

线性响应，为此受到科研学者更多的关注。由于在

电磁诱导透明系统中抽运光的光强远大于探针光，

所以产生的互非线性相位调制也同样可观。互非

线性吸收在双光子共振的情况下会出现很大的互

非线性增益，图 4为在不同抽运光失谐量的条件下

互非线性吸收和互非线性 Kerr系数。从图 4可以看

到，互非线性吸收在探针光失谐共振峰处出现强烈

的非线性增益，对应的互 Kerr非线性系数为正常色

散。互非线性电极化率的实部改变了非线性折射

率，因此其决定了相位调制，而互非线性电极化率

的虚部决定了双光子吸收或拉曼散射。三阶互非

线性的电极化率为 χ ( 3 )H (ω 2，- ω 2，ω 1 )，对应的电极化

率 强 度 为 P ( 3 ) (ω 1 )= 6ε0 χ ( 3 )H (ω 2，- ω 2，ω 1 ) | E 2 | 2E 1，

据此可以获得非线性耦合波方程，即

dE 1 ( z )
dz = i3ω 1

cn1
χ ( 3 )H | E 2 | 2E 1， (56)

式中：c为光在真空中的速度；z为传播方向上的位

移；n1为线性折射率。为了讨论在散射过程中光与

图 3 抽运光对非线性吸收的影响。（a）抽运光的光强对非线性

吸收的影响；（b）抽运光的失谐量对非线性吸收的影响

Fig. 3 Influence of pumping light on nonlinear absorption.
(a) Influence of intensity of pumped light on nonlinear
absorption; (b) influence of detuning of pumped light

on nonlinear absorption

介质的能量交换关系，如果只保留三阶互电极化率

的虚部，那么可以得到一个 e指数方程，即

E 1 = E 10 exp ( gI2 z/2 ), (57)

式中：I2 为抽运光的光强，具有 I2 = 0.5ε0 cn1 | E 2 | 2；
E 10为探针光进入介质的初始振幅；g为

g=- 12ω 1
ε0 c2n1n2

Im ( χ ( 3 )H )， (58)

式中：n2为由三阶非线性导致的非线性折射率。显

然可见，当三阶互电极化率的虚部小于零时，g为增

益因子，这种增益效应会使探针光的光场不断放大

而形成受激拉曼散射。拉曼效应在共振的情况下

具有最大的非线性响应，在非共振的情况下拉曼效

应 的 三 阶 非 线 性 电 极 化 率 逐 渐 减 小 。 在 γ21 =
0.01γ31和 γ32 = γ31的参数条件下，不同的抽运光失

谐量下三阶互非线性吸收和互 Kerr系数的变化曲

线如图 4所示。从图 4可以看到，非线性增益峰和

色散均出现在探针光失谐的位置，而且完全由抽运

光的失谐决定，探针光的失谐量与抽运光完全相

等，即双光子的失谐为零（或双光子共振），这显然

符合拉曼散射的能级特点。随着抽运光失谐量的

增大，抽运光与探针光都远离共振区，拉曼效应迅

速减小。此外，由于三阶非线性的电极化率与四波

混频也有关联，为此大的三阶电极化率同样可以产

生四波混频，不过在实验过程中必须满足相位守恒

和能量守恒。非线性增益表示拉曼跃迁中对探针

光产生放大的作用，表明探针光在获得非线性相移

的同时光信号也被放大，这在全光开关上有着重要

的应用价值。值得注意的是，在相同的参数条件下

互 Kerr非线性的幅值约为自 Kerr非线性幅值的

30倍，表明三阶交叉非线性效应比三阶自非线性效

应明显很多。

4 五阶非线性的电极化率

五阶非线性效应属于高阶的非线性效应，典型

的现象有超级拉曼散射和六波混频等。研究表明

五阶非线性响应在特定的情况下可以达到甚至超

过三阶非线性响应［20-21］，这自然会引起人们的兴趣。

4. 1 五阶自非线性的电极化率

下面讨论抽运光的光强和失谐量分别对五阶

自非线性吸收的影响，与三阶自非线性相比具有相

同的变化规律。在此展示并比较五阶自非线性与

三阶自非线性的差别。在 γ32 = γ31、γ21 = 0.01γ31和
Δ 2 = 0的参数条件下，不同抽运光强条件下的五阶

自非线性吸收如图 5（a）所示。从图 5（a）可以看到，

随着抽运光强度的增大，五阶自非线性吸收明显减

少。比较五阶自非线性吸收与自三阶非线性吸收

可以看到，在相同的参数条件下，五阶自非线性吸

图 4 不同抽运光失谐下的互非线性。（a）三阶互非线性吸

收；（b）互Kerr系数

Fig. 4 Cross nonlinearities under different detuning of
different pumping light. (a) Third-order cross nonlinearities

absorption; (b) cross-Kerr coefficient

图 5 抽运光对五阶非线性吸收的影响。（a）抽运光的光强对

非线性吸收的影响；（b）抽运光的失谐量对非线性吸

收的影响

Fig. 5 Influence of pumping light on fifth-order nonlinear
absorption. (a) Influence of intensity of pumping light
on nonlinear absorption; (b) influence of detuning
amount of pumping light on nonlinear absorption
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介质的能量交换关系，如果只保留三阶互电极化率

的虚部，那么可以得到一个 e指数方程，即

E 1 = E 10 exp ( gI2 z/2 ), (57)

式中：I2 为抽运光的光强，具有 I2 = 0.5ε0 cn1 | E 2 | 2；
E 10为探针光进入介质的初始振幅；g为

g=- 12ω 1
ε0 c2n1n2

Im ( χ ( 3 )H )， (58)

式中：n2为由三阶非线性导致的非线性折射率。显

然可见，当三阶互电极化率的虚部小于零时，g为增

益因子，这种增益效应会使探针光的光场不断放大

而形成受激拉曼散射。拉曼效应在共振的情况下

具有最大的非线性响应，在非共振的情况下拉曼效

应 的 三 阶 非 线 性 电 极 化 率 逐 渐 减 小 。 在 γ21 =
0.01γ31和 γ32 = γ31的参数条件下，不同的抽运光失

谐量下三阶互非线性吸收和互 Kerr系数的变化曲

线如图 4所示。从图 4可以看到，非线性增益峰和

色散均出现在探针光失谐的位置，而且完全由抽运

光的失谐决定，探针光的失谐量与抽运光完全相

等，即双光子的失谐为零（或双光子共振），这显然

符合拉曼散射的能级特点。随着抽运光失谐量的

增大，抽运光与探针光都远离共振区，拉曼效应迅

速减小。此外，由于三阶非线性的电极化率与四波

混频也有关联，为此大的三阶电极化率同样可以产

生四波混频，不过在实验过程中必须满足相位守恒

和能量守恒。非线性增益表示拉曼跃迁中对探针

光产生放大的作用，表明探针光在获得非线性相移

的同时光信号也被放大，这在全光开关上有着重要

的应用价值。值得注意的是，在相同的参数条件下

互 Kerr非线性的幅值约为自 Kerr非线性幅值的

30倍，表明三阶交叉非线性效应比三阶自非线性效

应明显很多。

4 五阶非线性的电极化率

五阶非线性效应属于高阶的非线性效应，典型

的现象有超级拉曼散射和六波混频等。研究表明

五阶非线性响应在特定的情况下可以达到甚至超

过三阶非线性响应［20-21］，这自然会引起人们的兴趣。

4. 1 五阶自非线性的电极化率

下面讨论抽运光的光强和失谐量分别对五阶

自非线性吸收的影响，与三阶自非线性相比具有相

同的变化规律。在此展示并比较五阶自非线性与

三阶自非线性的差别。在 γ32 = γ31、γ21 = 0.01γ31和
Δ 2 = 0的参数条件下，不同抽运光强条件下的五阶

自非线性吸收如图 5（a）所示。从图 5（a）可以看到，

随着抽运光强度的增大，五阶自非线性吸收明显减

少。比较五阶自非线性吸收与自三阶非线性吸收

可以看到，在相同的参数条件下，五阶自非线性吸

图 4 不同抽运光失谐下的互非线性。（a）三阶互非线性吸

收；（b）互Kerr系数

Fig. 4 Cross nonlinearities under different detuning of
different pumping light. (a) Third-order cross nonlinearities

absorption; (b) cross-Kerr coefficient

图 5 抽运光对五阶非线性吸收的影响。（a）抽运光的光强对

非线性吸收的影响；（b）抽运光的失谐量对非线性吸

收的影响

Fig. 5 Influence of pumping light on fifth-order nonlinear
absorption. (a) Influence of intensity of pumping light
on nonlinear absorption; (b) influence of detuning
amount of pumping light on nonlinear absorption
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收对抽运光光强的变化较三阶自非线性吸收更加

敏感。在 Ω 2 = γ31，γ32 = γ31 和 γ21 = 0.01γ31 的参数

条件下，抽运光的失谐量对五阶自非线性吸收的影

响如图 5（b）所示。从图 5（b）可以看到，五阶非线性

吸收的增益窗口在探针光的失谐量处与抽运光的

失谐有关，两者失谐相同，表明这是一个双光子共

振的情形。在相同增长的条件下，抽运光的失谐量

对五阶自非线性吸收的影响较三阶自非线性吸收

更为明显。当抽运光的失谐量 Δ 2 =±3γ31时，三阶

非线性增益较 Δ 2 = 0的五阶非线性增益增长了

3倍。对于三阶非线性效应在相同的参数条件下增

长不到五阶自非线性效应的 1/7，显然五阶非线性

效应对抽运光的失谐量较三阶非线性效应更加敏

感，表明量子相干对五阶自非线性效应的影响比三

阶自非线性效应更加明显。此外，五阶自非线性吸

收具有明显的非线性增益，该情况类似于五阶互非

线性的电极化率，在后面将解释该非线性增益会导

致超级拉曼散射。

4. 2 五阶互非线性的电极化率

五阶互非线性的电极化率有两种形式，一种是

由一阶自非线性密度矩阵元展开获得的，另一种是

由三阶自非线性密度矩阵元展开获得的。由于一

阶线性响应与三阶非线性响应完全不同，所以这两

种五阶互非线性效应的差别很大。首先研究从三

阶自非线性展开的五阶互非线性的电极化率。该

五阶互非线性的电极化率 χ ( 5 )II (ω 1；ω 2，- ω 2，ω 1，-
ω 1，ω 1 )，五 阶 互 非 线 性 的 电 极 化 强 度 P ( 5 )

II =

120ε0 χ ( 5 )II (ω 1；ω 2，- ω 2，ω 1，- ω 1，ω 1 ) | E 2 | 2 | E 1 | 2E 1，

对应的非线性耦合波方程为

dE 1 (ω 1，z )
dz = i60ω 1

cn1
χ ( 5 )II | E 2 | 2 | E 1 | 2E 1 ， (59)

dE 2 (ω 2，z )
dz = i60ω 2

cn2
χ ( 5 )II | E 2 | 2 | E 1 | 2E 2 。 (60)

另外两个方程与（58）式和（59）式相同，通过

（58）式和（59）式可以获得一个曼利-罗型关系，表明

4个光场同时被衰减，这是四光子吸收的现象。造

成这个结果的原因在于，当五阶互非线性的吸收率

为正时，表示光被介质吸收。但是对于六波混频，

其对五阶互非线性的电极化率的虚部没有特殊要

求，无论吸收或增益只要其模足够大即可，因此这

样的电极化率同样可以获得六波混频。在 γ21 =
0.01γ31和 γ32 = γ31的参数条件下，不同抽运光失谐

量的五阶互非线性的吸收和色散如图 6所示。从

图 6（a）可以看到，在五阶互非线性的吸收峰处，探

针光和抽运光的失谐量总是相等，即该吸收峰的出

现总是符合双光子共振；随着抽运光失谐量的增

大，五阶交叉非线性的吸收和色散均减小，在抽运

光的共振之处有最大的电极化率。

下面探讨另一种五阶互非线性的电极化率，该

非线性由一阶密度矩阵元展开获得，该电极化率在

双光子共振之处呈现强烈的非线性增益。这种效

应与上述效应不同，其在双光子共振之处体现为非

线性增益增强。该五阶互非线性的电极化率表示

为 χ ( 5 )I (ω 2，- ω 2，ω 2，- ω 2，ω 1 )，对应的五阶互非线性

电 极 化 强 度 P ( 5 )
I = 120ε0 χ ( 5 )II (ω 1；ω 2，- ω 2，ω 2，-

ω 2，ω 1 ) | E 2 | 2 | E 2 | 2E 1，其非线性耦合波方程为

dE 1 (ω 1，z )
dz

= i60ω 1
cn1

χ ( 5 )I | E 2 | 4E 1。 (61)

在 γ21 = 0.01γ31和 γ32 = γ31的参数条件下，不同

抽运光的失谐量下五阶交叉非线性的吸收和色散

如图 7所示。从图 7可以看到，五阶互非线性的电

极化率的虚部具有很强的非线性增益，类比（56）式

可以很容易看到，新产生的光场随着距离的增加呈

指数增长，该非线性的电极化率会激发拉曼散射，

由于其是由五阶非线性的电极化率激发的，因此称

为超级拉曼散射。下面对于激发六波混频的情况，

由于抽运光的强度很大，而且在作用过程中没有衰

图 6 不同抽运光失谐量下五阶交叉非线性的性能曲线。

（a）吸收；（b）色散

Fig. 6 Performance curves of fifth-order cross nonlinearity
under different detuning amounts of pumping light.

(a) Absorption; (b) dispersion

减，所以 6个耦合波方程只考虑 5个即可，其六波混

频的非线性耦合波方程可表示为

dE 1 (ω 1,z )
dz = i60ω 1

cn1
χ ( 5 )I | E 2 | 4E *

c ， (62)

dE c (ω 1,z )
dz =- i60ω 1

cn1
χ ( 5 )I | E 2 | 4E *

1 ， (63)

式中：E c 为新产生的光场；E *
c 和 E *

1 分别为各自光场

的共轭。考虑到边界条件，假设介质长为 L，E 1 从

z= 0面入射，此时 E 1不为零，E c未从 z= L面出射，

即 E c ( L )= 0，则方程的解为

E 1 ( z )=
cos [ || κ ( z- L ) ]
cos ( || κ L )

E 1 ( 0 )， (64)

E c ( z )= i
κ
|| κ
sin [ || κ ( z- L ) ]
cos ( || κ L )

E *
1 ( 0 )， (65)

其中

κ= 60ω 1
cn1

χ ( 5 )I | E 2 | 4 。 (66)

使用透射系数和反射系数来表示信号光 E 1和

产生光 E c之间的关系，表达式为

T = || E 1 ( L )
2

|| E 1 ( 0 )
2 = sec2 ( | κ |L )， (67)

R= || E c ( 0 )
2

|| E 1 ( 0 )
2 = tan2 ( | κ |L )， (68)

式中：T和 R分别为透射系数和反射系数。在 Ω 2 =
γ31、Δ 2 = 0、γ21 = 0.01γ31和 γ32 = γ31的参数条件下，

六波混频下探针光和产生光与介质传播距离的变

化关系如图 8所示。从图 8可以看到，六波混频下

探针光与产生光的变化趋势，无论是探针光还是产

生的新光场均随着在介质中作用距离的增加而增

加，说明该五阶互非线性的电极化率不仅在探针光

获得放大的同时激励新光场不断放大。

5 结 论

本文研究 Λ型电磁诱导透明系统的非线性效

应。研究结果表明，三阶互非线性的电极化率有很

强的非线性增益，可以导致受激拉曼散射和四波混

频；五阶互非线性的电极化率拥两个不同的电极化

率，一个电极化率可以产生很强的非线性吸收，该

非线性的电极化率可以激励四光子吸收和六波混

频，另一种电极化率可以产生很强的非线性增益，

该非线性的电极化率可以激励超级拉曼散射和六

波混频。
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减，所以 6个耦合波方程只考虑 5个即可，其六波混

频的非线性耦合波方程可表示为

dE 1 (ω 1,z )
dz = i60ω 1

cn1
χ ( 5 )I | E 2 | 4E *

c ， (62)

dE c (ω 1,z )
dz =- i60ω 1

cn1
χ ( 5 )I | E 2 | 4E *

1 ， (63)

式中：E c 为新产生的光场；E *
c 和 E *

1 分别为各自光场

的共轭。考虑到边界条件，假设介质长为 L，E 1 从

z= 0面入射，此时 E 1不为零，E c未从 z= L面出射，

即 E c ( L )= 0，则方程的解为

E 1 ( z )=
cos [ || κ ( z- L ) ]
cos ( || κ L )

E 1 ( 0 )， (64)

E c ( z )= i
κ
|| κ
sin [ || κ ( z- L ) ]
cos ( || κ L )

E *
1 ( 0 )， (65)

其中

κ= 60ω 1
cn1

χ ( 5 )I | E 2 | 4 。 (66)

使用透射系数和反射系数来表示信号光 E 1和

产生光 E c之间的关系，表达式为

T = || E 1 ( L )
2

|| E 1 ( 0 )
2 = sec2 ( | κ |L )， (67)

R= || E c ( 0 )
2

|| E 1 ( 0 )
2 = tan2 ( | κ |L )， (68)

式中：T和 R分别为透射系数和反射系数。在 Ω 2 =
γ31、Δ 2 = 0、γ21 = 0.01γ31和 γ32 = γ31的参数条件下，

六波混频下探针光和产生光与介质传播距离的变

化关系如图 8所示。从图 8可以看到，六波混频下

探针光与产生光的变化趋势，无论是探针光还是产

生的新光场均随着在介质中作用距离的增加而增

加，说明该五阶互非线性的电极化率不仅在探针光

获得放大的同时激励新光场不断放大。

5 结 论

本文研究 Λ型电磁诱导透明系统的非线性效

应。研究结果表明，三阶互非线性的电极化率有很

强的非线性增益，可以导致受激拉曼散射和四波混

频；五阶互非线性的电极化率拥两个不同的电极化

率，一个电极化率可以产生很强的非线性吸收，该

非线性的电极化率可以激励四光子吸收和六波混

频，另一种电极化率可以产生很强的非线性增益，

该非线性的电极化率可以激励超级拉曼散射和六

波混频。
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