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摘要 压缩感知中提高信号重构精度的关键问题是设计有效的感知矩阵,因此,提出了一种基于迁移学习的感知

矩阵优化方法。首先,通过迁移学习更新稀疏表示系数,将固定稀疏基转换为自适应的稀疏基。然后,用稀疏基与

测量矩阵的乘积构造一个Gram矩阵。最后,通过特征分解最小化Gram矩阵的非对角线元素,以减小Gram矩阵

的全局相干性,实现原始信号的精确重建。实验结果表明,相比其他方法,本方法重构的图像峰值信噪比更高,且
本方法的复杂度较低。
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1 引  言

传统奈奎斯特采样定理指出:在模拟/数字信号

的转换过程中,当采样频率大于信号中最高频率的

2倍时,采样后的数字信号才能完整恢复原始信号

中的信息。面对当今高带宽的数据,传统采样恢复

方法费时费力,而压缩感知[1-3]能有效解决该问题,
在光学领域[4-6]、无透镜成像[7]、指纹识别[8]以及相

位恢复[9-11]等领域得到了广泛的应用。
压缩感知的研究主要包括信号的稀疏化、测量

矩阵需满足的条件以及根据测量数据恢复原始信号

的方法。感知矩阵的设计是压缩感知的重要组成部

分,目前构造感知矩阵的方法有三类:第一类为随机

测量矩阵[12-13],即测量矩阵的元素均独立地服从某

一分布,如高斯(Gaussian)矩阵、伯努利(Bernoulli)
矩阵和亚高斯矩阵,这类测量矩阵与大多数稀疏信

号不相关,所需的测量数目较小,但计算复杂度较

高;第二类为结构化矩阵[14],即从正交矩阵中随机

选取 一 部 分 进 行 列 归 一 化 处 理,如 部 分 傅 里 叶

(Fourier)矩阵、部分阿达马(Hadamard)矩阵,这类
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测量矩阵计算速度快,但只能作用于时域稀疏信号;
第三类为确定性测量矩阵,通常采用特定的组合结

构生成,如多项式矩阵和Toeplitz矩阵[15]。感知矩

阵直接影响着信号恢复的效果,因此,如何设计和优

化感知矩阵一直是人们研究的热点问题[16-17]。测

量矩阵和稀疏基的互相干系数越小,表明信号重构

的效果越好;反之,则表明信号重构的效果越差。同

时,感知矩阵还需要满足有限等距性质(RIP)[18],一
般情况下随机高斯矩阵满足RIP。由于大多数自然

图像在小波基下是稀疏的[19],因此,通常用小波基

作为稀疏基,用随机高斯矩阵作为测量矩阵。但这

种方法缺乏灵活性,仅在某些实验中会表现出较好

的效果。Donoho等[20-21]用测量矩阵和稀疏基的乘

积构造了一个Gram矩阵,通过减小Gram矩阵非

对角线的元素优化测量矩阵。赵瑞珍等[22]给出了

一种减小Gram矩阵整体互相干系数的方法,通过

特征分解方法使矩阵的对角线元素趋近于某一特定

值,从而减小非对角线元素。虽然这种方法可以提

高重建信号的质量,但没有考虑稀疏基的选择,对不

同应用场景的适应性较差。
针对上述问题,本文提出了一种基于迁移学

习[23]和特征分解的感知矩阵优化方法。通过迁移

学习在固定的稀疏基和学习的稀疏基之间进行选

择,用学习得到的稀疏基与测量矩阵的乘积构建

Gram矩阵,并用特征分解方法优化测量矩阵。仿

真实验结果表明,本方法能有效提高数据的压缩

比率。

2 基本原理

2.1 压缩感知理论

压缩感知的测量模型可表示为

y=Φx=ΦΨs, (1)
式中,y 为m 个测量值组成的矩阵,x∈Rn 为原始

信号,Φ∈Rm×n(m≪n)为线性采样算子,Ψ∈Rn×n

为稀疏基,s 为一个k 稀疏表示,k 为稀疏稀度。
(1)式可简化为

y=As, (2)
式中,A 为感知矩阵。在信号稀疏且感知矩阵已知

的情况下,如果想要从测量值y 中恢复原始信号x,
则可将优化问题表示为

min
s

s 0,
 

s.t.
 

y=As,
 

(3)

式中,· 0 为l0 范数,表示非零值的个数。由于

l0 范数问题的非确定性多项式(NP)较多,因此,将
(3)式凸松弛为一个l1 范数问题,可表示为

min
s

s 1,
 

s.t.y=As。 (4)

  可以发现,当感知矩阵A 满足RIP时,(4)式的

解就近似于(3)式。

2.2 稀疏基的迁移学习

Lian等[23]提出了一种基于迁移学习稀疏基的

构造方法,该方法假设稀疏基 Ψ0(小波基)为固定

的。而现实中不同信号具有不同的特征,用固定稀

疏基恢复信号的效果较差,因此,通过迁移学习方式

得到一个自适应的稀疏基Ψ,其目标函数可表示为

min
Ψ,s

Ψx-s 2
F+αs 1+β Ψ -Ψ0

2
F,

s.t.
 

ΨTΨ =I, (5)
式中,· 2

F 为lF 范数的平方,为矩阵中所有元素的

平方和,I为单位矩阵。目标函数的第一项为数据的

损失项;第二项为稀疏约束项,以保证目标有更好的

稀疏表示;第三项为学习变换项。α和β为正则化参

数,其中,α为衡量稀疏约束项在目标中所占成分的

参数,β为规则参数。当β=0时,最小化目标函数可

得到正交的Ψ;当β=∞时,只有稀疏基Ψ 与固定稀

疏基Ψ0 近似,才能得到(5)式的目标函数值。

3 感知矩阵的构造

已有研究表明,在重构算法不变的情况下,降低

测量矩阵Φ 与稀疏基Ψ 的互相干系数可提高压缩

感知的重建性能;且互相干系数越小,重建信号所需

的测量值数目就越少,信号适应的稀疏度范围也

越大。

3.1 模型建立

将(4)式转化成等价的优化问题,可表示为

x̂=argmin
s

1
2 As-y 2

2,
 

s.t.
 

s 1 ≤k,
 

(6)

式中,x̂ 为信号的估计值。用增广拉格朗日乘子法

将(6)转化为无约束的优化问题,可表示为

x̂=argmin
s

1
2 As-y 2

2+λs 1, (7)

式中,λ为拉格朗日乘子。联立(5)式和(7)式,得到

目标函数
 

min
Ψ,x

Ψx-s 2
F+β Ψ -Ψ0

2
F+λs 1+

 γ As-y 2
2,

 

s.t.
 

ΨTΨ =I,
 

(8)
式中,β、λ和γ 为正则化参数,需要手动调节。通常

用交替方向乘子法求解多目标优化函数,即将(8)式
分为两个子问题进行交替求解,可表示为

 

Ψ(z)=argmin
Ψ
 Ψx-s 2

F+λs 1+

β Ψ -Ψ0
2
F ,

 

s.t.
  

ΨTΨ =I,
 

(9)
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s(z)=argmin
s

γy-As 2
2+λs 1  ,

 

(10)

式中,Ψ(z)和s(z)为第z 次迭代后的结果。一方面

需要通过迁移学习更新稀疏基Ψ,另一方面需要通

过特征值分解构造测量矩阵 Φ。(10)式为压缩感

知的重构问题,可通过现有重构算法求解,如正交匹

配追踪(OMP)[24]、基追踪(BP)[25]算法。

3.2 迁移学习更新稀疏基Ψ
稀疏基的迁移学习优化过程如表1所示,采用

交替投影迭代方法求解(9)式,第z 次迭代求解的

步骤如下。

1)
 

更新稀疏表示系数s:固定稀疏基Ψ(z-1),此
时,(9)式中的学习变换项与s无关,可表示为

 

min
s

Ψ(z-1)x-s 2
F+λs 1,

 

(11)

(11)式的解可用软阈值表示为

s(z)=Sλ/2 Ψ(z-1)x  , (12)
式中,软阈值算子Sλ/2(x)=sign(x)·max(x -
λ/2,0)。

2)
 

更新稀疏基Ψ:固定稀疏表示s(z),则(9)式
可表示为

min
Ψ

Ψx-s(z) 2
F+β Ψ -Ψ0

2
F,

s.t.
 

ΨTΨ =I, (13)
将(13)式用矩阵迹的形式表示为

 

Ψx 2
F+s(z) 2

F-2tr Ψx  Ts(z)  +
 λ Ψ 2

F+ Ψ0
2
F-2trΨTΨ0    。

 

(14)

  由于Ψ 是正交的,则(14)式可等价为
 

max
Ψ
trxTΨTs(z)  +βtrΨTΨ0  。 (15)

  根据矩阵迹的变换性质可知,trxTΨTs(z)  =
trΨTs(z)xT  。矩阵 Mn×p 和矩阵Nn×q 的约束最

小化问题可表示为[26]

Â =argmin
A

M -NAT ,s.t.
 

ATA=Iq×q。
 

(16)

表1 稀疏基的迁移学习优化

Table
 

1 Transfer
 

learning
 

optimization
 

of
 

the
  

sparse
 

base

Algorithm
 

1:transfer
 

learning
 

optimization
 

of
 

the
  

sparse
 

base

Input:signal
 

x,wavelet
 

basic
 

Ψ0,sparse
 

matrix
 

Ψ(0),

maximum
 

number
 

of
 

iterations
 

Imax,soft
 

threshold
 

parameters
 

λ
for z=1∶Imax

calculating
 

sparsity
 

coefficient
 

s(z)
 

by
 

Eq.
 

(12)

singular
 

value
 

decomposition
 

of
 

s(z)xT+βΨ0
 is

 

performed
 

to
 

obtain
 

UΣVT

update
 

Ψ(z)by
 

Eq.
 

(17)

end
   

for

Output:Ψ=Ψ(z)

  假设 MTN 的奇异值分解为UDVT,则 Â =
UVT。可以 发 现,s(z)xT+βΨ0 的 奇 异 值 分 解 为

UΣVT,即(13)式有唯一解,可表示为

Ψ(z)=UVT。
 

(17)

3.3 特征值分解构造测量矩阵Φ
通过特征值分解构造测量矩阵的过程如表2所

示,构造测量矩阵Φ 的目的是得到一个与稀疏基Ψ
不相干的测量矩阵,可用测量矩阵和稀疏基的乘积

构造Gram矩阵,通过最小化Gram矩阵的列不相

干系数提高信号的重构效果。设测量矩阵 Φ∈
Rm×n,矩阵的秩为 m,稀疏基 Ψ∈Rn×n,感知矩阵

A=ΦΨ,构造的Gram矩阵G=A
~TA

~,其中,A
~

为A
的列单位化。Gram 矩阵的非对角线元素 gij=

a~Tia~j,其中,a~Ti、a~j 分别为感知矩阵标准化后的第i
列和第j列,则矩阵的互相干系数可表示为

μ A  =max
i≠j

aT
iaj

ai ·aj  =
max
i≠j

a~Tia~j  =max
i≠j

gij 。 (18)

表2 构造测量矩阵的流程

Table
 

2 Process
 

of
 

constructing
 

measurement
 

matrix

Algorithm
 

2:
 

construction
 

of
 

measurement
 

matrix
 

Φ

Input:
 

measurement
 

matrix
 

Φ,
 

sparse
 

matrix
 

Ψ,
 

iterative
 

threshold
 

ε
Initialization:

 

Gaussian
 

random
 

matrix
 

Φ,
 

A=ΦΨ
while

 

halting
 

criterion
 

false
 

do

  G=A
~TA

~,eigenvalue
 

decomposition
 

G=VHVT

  Ĥ←diagH  = n/m
  Â=VĤVT

  ε0= Â  
 

sum
 

of
 

non-diagonal
 

elements

  if
  

ε0- ∑ n/m  2-n  <ε
 

do

    Φ̂=ÂΨ-1

    return
 

Φ←Φ̂
Output:

 

measurement
 

matrix
 

Φ

  如果半正定矩阵G 经过特征分解后有m 个特

征值ek>0,k=1,…,m,则

∑
m

k=1
ek =n, (19)

 

∑
m

k=1
ek  2=∑

n

i,j=1

<a~i,a~j>  2,
 

(20)

式中,n 为测量矩阵Φ 的列数,a~i i=1,…,n  为标

准化后感知矩阵A
~

的列向量。
为了构造非对角线元素平方和最小的Gram矩

阵G,利用特征分解优化构造感知矩阵,不仅能保证

矩阵的全局不相干性,且构造的感知矩阵满足RIP。
定义的目标函数为
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min∑
i≠j

gij  
2
=∑

m

k=1
ek  2-∑

n

i=1
gii  2,

s.t.
 

∑
m

k=1
ek =n。 (21)

  Gram矩阵的对角线元素gii=1,假设矩阵G 有

m 个特征值,对矩阵G 进行特征分解,令所有特征值

都为n/m,则∑
m

k=1
ek  2 达到最小值。(21)式的解为

min∑
i≠j

gij  
2
=∑

m

k=1
n/m  2-n。 (22)

  为了保证重构信号的质量,需使感知矩阵近似

为正交矩阵,即

ΨTΦTΦΨ ≈I, (23)
重构信号的误差可表示

 

ε=I-ΨTΦTΦΨ 2
F=I-ATA 2

F,
 

(24)
用ε对A 求导,得到

ε=
∂ε
∂A=4A ATA-I  。

 

(25)

  利用梯度下降法更新感知矩阵,可表示为
 

A(z+1)=A(z)-δA(z) A(z)  TA(z)-I  ,(26)
式中,δ为迭代步长。

4 仿真实验与结果分析

将 随 机 高 斯 矩 阵、Elad、EIG (Eigenvalue
 

decomposition)方法及本方法进行对比实验,计算

不同方法中感知矩阵的相干性、重构性能和复杂度,
以验证本方法对感知矩阵优化的有效性。

4.1 感知矩阵的相干性分析

优化测量矩阵的最终目标是最小化Gram矩阵

的非对角线元素,图1为不同方法得到的Gram矩

阵非对角元素直方图。可以发现,随机高斯矩阵、

Elad及EIG方法优化的矩阵相干性数值分布区间

大致为[0,0.6],而本方法优化后的Gram矩阵相干

性数值分布区间为[0,0.5],这表明相比其他方法,
本方法得到的Gram矩阵非对角元素均较小。
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图1 Gram矩阵的非对角元素直方图。(a)随机高斯矩阵;(b)
 

EIG方法;(c)
 

Elad的方法;(d)本方法
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  图2为OMP与BP算法重构信号的误差,可以

发现,OMP重构算法用本方法优化后的感知矩阵

能大幅度提高重构信号的精度,且在相同的重构误

差下,经迁移学习优化的感知矩阵需要的测量数目

更少、计算效率更高。为了验证本方法在不同重构
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图2 OMP与BP算法的重构误差

Fig 
 

2 Reconstruction
 

errors
 

of
 

OMP
 

and
 

BP
 

algorithm

算法中的性能,用BP重构算法进行对比。由于BP
重构算法是一个求解凸优化问题的过程,其重构精

度优于OMP算法。对比发现,使用迁移学习优化

后的感知矩阵能明显提高算法的重构精度,这表明

本方法在不同重构算法中都能有效降低重构误差,
提高压缩率。

4.2 不同方法的性能分析

为了测试本方法的性能,仿真了本方法在不同

采样率下的重构效果,结果如图3所示。可以发现,
当采样率远低于原始信号频率的2倍时,本方法仍

然可以恢复原始信号的结构信息。表3为4种方法

在不 同 测 试 数 据 中 重 构 结 果 的 峰 值 信 噪 比

(PSNR),可以发现,相比其他方法,本方法重构图

像的PSNR在不同采样率下的平均值均是最高的,
这表明本方法能有效提高信号重构的精度。
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	B
 	C
 	D
 	E


图3 不同采样率下的重构图像。(a)原始图像;(b)采样率为0.3;(c)采样率为0.4;(d)采样率为0.5
Fig 

 

3 Reconstructed
 

images
 

at
 

different
 

sampling
 

rates 
 

 a 
 

Original
 

image 
 

 b 
 

sampling
 

rate
 

is
 

0 3 
 

 c 
 

sampling
 

rate
 

is
 

0 4 
 

 d 
 

sampling
 

rate
 

is
 

0 5

表3 4种方法重构图像的PSNR
Table

 

3 PSNR
 

of
 

images
 

reconstructed
 

by
 

4
 

methods unit 
 

dB

Method Sampling
 

rate Barbara Boats House Lena Peppers Average

Gaussian
0.2 5.963 4.325 4.242 3.904 4.720 4.630
0.4 22.666 21.972 24.398 25.243 23.405 23.536
0.6 27.669 25.889 29.622 30.254 28.283 28.343

EIG
0.2 6.422 4.051 4.447 3.926 4.319 4.633
0.4 23.420 22.167 25.384 25.358 23.735 24.012
0.6 29.378 27.508 31.941 31.966 30.269 30.212

Elad
0.2 5.284 4.987 3.035 4.245 5.438 4.597
0.4 22.065 22.065 25.824 25.816 23.479 23.849
0.6 29.378 27.322 31.412 31.966 29.826 29.980

Ours
0.2 7.325 5.424 4.700 4.757 4.650 5.371
0.4 23.111 22.317 25.271 25.858 23.715 24.054
0.6 29.695 27.629 31.974 32.044 30.387 30.346

4.3 计算复杂度的分析

表4为不同优化方法运行消耗的时间,可以发

现,本方法运行消耗的时间大于随机高斯矩阵方法

和EIG方法,但小于Elad方法。原因是本方法经

过了迁移学习和特征分解优化两个步骤。在 OMP
算法中,对于k 稀疏信号x,从测量值y=Ax 重构

出原始信号的所需的测量数目m=O k2log(n)  。
表4 4种方法的运行时间

Table
 

4 Running
 

time
 

of
 

4
 

methods unit 
 

s
Method Barbara Boats House Lena Peppers
Gaussian 1.593 1.559 1.514 1.568 1.499
EIG 1.860 1.785 1.725 1.737 1.727
Elad 6.024 6.263 6.032 6.082 6.051
Ours 2.082 2.120 2.066 2.096 2.097

5 结  论

提出了一种基于迁移学习的感知矩阵优化方

法,首先,更新稀疏基,并将小波基作为固定稀疏基,
基于迁移学习的方法对不同信号产生不同的稀疏

基,优化了信号的稀疏性;然后,以稀疏基为基础构

造Gram矩阵,利用特征分解方法增大了信号的全

局不相干性,提高了算法的重构效果。实验结果表

明,本方法具有实现简单、计算参数少等优点。同

时,采用迁移学习特征分解优化的方法,可增大感知

矩阵的不相干性,提高压缩感知的性能和重建质量。
但之后研究中还需寻找一个更高效的重构算法,进
一步提高压缩感知的重构质量。
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