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单像素成像及其概率统计分析综述
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摘要 单像素成像的图像复原依赖于单像素接收信号和调制光源的关联,包括计算鬼成像和压缩感知成像两种方

案。其中,计算鬼成像利用光源和单像素信号之间的高阶强度关联函数复原图像,而压缩感知成像采用优化压缩

感知算法复原图像。单像素成像实验采用的光源种类繁多,既包括热光、X射线、电子、中子、单光子源等物理光

源,也包括由空间光调制器和数字微镜等系统调制的人工光源。这些光源遵从不同的统计概率分布,照明物体的

光场强度可看作统计独立的连续或离散随机变量,也被称为参考信号。单像素信号是所有参考信号的线性组合,

根据光源的统计性质确定了参考信号与单像素信号之间的联合统计概率分布。此外,还研究了参考信号概率分布

函数对关联鬼成像图像质量的影响,为单像素成像提供了物理和统计理论基础。
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Abstract The
 

image
 

restoration
 

of
 

single-pixel
 

imaging
 

relies
 

on
 

the
 

connection
 

between
 

the
 

received
 

signal
 

and
 

the
 

modulated
 

light
 

source 
 

including
 

computational
 

ghost
 

imaging
 

and
 

compressed
 

sensing
 

imaging 
 

Computational
 

ghost
 

imaging
 

uses
 

a
 

high-order
 

intensity
 

correlation
 

function
 

between
 

the
 

light
 

source
 

and
 

the
 

single-pixel
 

signal
 

to
 

restore
 

the
 

image 
 

while
 

compressed
 

sensing
 

imaging
 

uses
 

an
 

optimized
 

compressed
 

sensing
 

algorithm
 

to
 

restore
 

the
 

image 
 

Typically 
 

single-pixel
 

imaging
 

experiments
 

use
 

a
 

wide
 

variety
 

of
 

light
 

sources 
 

including
 

physical
 

light
 

sources 
 

such
 

as
 

thermal
 

light 
 

X-rays 
 

electrons 
 

neutrons 
 

and
 

single
 

photon
 

sources 
 

and
 

artificial
 

light
 

sources
 

modulated
 

by
 

spatial
 

light
 

modulators
 

and
 

digital
 

micromirror
 

systems 
 

These
 

light
 

sources
 

follow
 

different
 

statistical
 

probability
 

distributions 
 

and
 

the
 

light
 

field
 

intensity
 

of
 

the
 

illuminated
 

object
 

can
 

be
 

considered
 

as
 

a
 

statistically
 

independent
 

continuous
 

or
 

discrete
 

random
 

variable 
 

also
 

known
 

as
 

a
 

reference
 

signal 
 

The
 

single-pixel
 

signal
 

is
 

a
 

linear
 

combination
 

of
 

all
 

reference
 

signals 
 

The
 

joint
 

statistical
 

probability
 

distribution
 

between
 

the
 

reference
 

signal
 

and
 

the
 

single
 

pixel
 

signal
 

is
 

determined
 

according
 

to
 

the
 

statistical
 

properties
 

of
 

the
 

light
 

source 
 

In
 

addition 
 

we
 

investigate
 

the
 

effects
 

of
 

the
 

probability
 

distribution
 

functions
 

on
 

the
 

image
 

quality 
 

providing
 

theoretical
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of
 

physics
 

and
 

statistics
 

for
 

single-pixel
 

imaging 
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1 引  言

传统光学成像是指物体发出的光束经光学系统

成像后,再被感光介质记录的过程。普通光学成像

系统采用二维(2D)介质记录图像信息,如光学胶

片、CCD芯片。Takhar等[1-2]基于压缩感知(CS)提
出了一种单像素成像方法,Shapiro[3]基于热光强度

关联提出了计算鬼成 像(CGI)理 论 模 型,之 后,

Bromberg等[4]通过实验验证了该模型的可行性。
单像素成像的标志性技术特点是只包含一个感光像

素器件,光源或物光信号的空间分布经时空调制后,
被单像素感光器件接收。但单像素器件仅起到收集

光强的作用,采集的信号不包含任何空间分布,没有

空间分辨能力,无法直接进行成像。由于单像素信

号与参考信号(随机空间结构光场)存在物理关联,
因此,可利用CS优化算法[5-6]或高阶关联函数[7-12]

复原图像。

CS可以突破奈奎斯特采样极限,对信号进行欠

采样,然 后 进 行 图 像 重 构,实 现 单 像 素 成 像[1]。

Candès等[5]提出了一种从高度不完备频率信息中

重建信号的方案,Donoho[6]提出了一种可稀疏化信

号的CS重建算法,随后,Candès等[13]对CS重建算

法进行了对比分析。Chan等[14-15]研究了基于CS
的THz单像素成像,在位置空间和傅里叶空间进行

随机调制,利用优化的CS算法及相位恢复算法重

构图像。Shrekenhamer等[16]采用半导体光学激发

制备了空间 THz波调制器,实现了实时高保真的

THz波单像素成像,输出图像的频率为0.5
 

Hz。

Radwell等[17]研究了红外可视化单像素显微镜,成
像帧频可达0.6~10

 

Hz。

Klyshko[18]研究了量子纠缠光子的空间关联行

为,Pittman等[19]通过实验研究了纠缠光子的鬼成

像,Strekalov等[20]通过实验研究了纠缠光子的鬼

干涉效应。在鬼成像实验中,存在量子纠缠的一对

光子分别进入物光系统和参考系统,物光光子被桶

探测器(Bucket
 

detector)接收,参考光子进入成像

系统后由空间分辨探测器测量。桶探测器没有空间

分辨本领,参考光场与物体也没有直接关联,导致两

路探测信号均不能独立对物体进行成像。将桶探测

物光信号和参考信号进行符合计数测量,就能通过

纠 缠 光 子 高 阶 关 联 函 数 获 取 物 体 的 图 像 信 息。

Bennink等[21-22]利用经典随机光源观察到鬼成像和

鬼干涉效应;Cheng等[7]在X射线傅里叶成像研究

中提出了一种热光关联成像算法;Gatti等[8]研究了

热光关联成像和关联干涉现象;Wang等[23-24]提出

了一种基于亚波长干涉的热光成像算法,并通过实

验验证了该算法的可行性;Cao等[12]研究了热光关

联成像的共轭成像几何行为;Zhang等[11]实现了真

热光的关联成像实验;Cai等[25]从黑体辐射理论角

度研究了热光关联的高阶相干函数,这些原创性研

究为热光关联效应(高阶关联干涉与关联成像)的研

究奠定了基础。
热光关联成像原理简单,近年来得到了人们广

泛的研究,而CS单像素成像借助优化算法也可以

提高成像质量。从系统结构来看,热光CGI与CS
成像方案非常相似,CS中的测量矩阵就是CGI中

的参考信号,都是具有特定随机性质的空间结构光

场。Katz等[26]利用CS原理研究了热光CGI,以较

少的测量数据获得了高质量的图像;Luo等[27]研究

了热光关联的Talbot自成像效应;Li等[28]研究了

运动物体的热光关联成像。非定域关联成像在随机

介质[29]和大气湍流[30-32]中的应用研究也已逐步展

开,如 Liu等[33]研究了热光关联层析成像,Tian
等[34-36]研究了荧光关联成像,Liu等[37-38]研究了快

速第一光子鬼成像和 光 子 受 限 单 像 素 成 像,Xu
等[39]研究了空间结构光照明下的快速CGI,Zhou
等[40]研究了迭代鬼成像的边缘测量,Sun等[41-42]研

究了二阶相干归一化鬼成像方案和基于运动目标追

踪的渐变鬼成像方案,Pan等[43]完成了啁啾调幅外

差鬼成像的实验研究,Fu等[44]研究了基于时间相

关单光子计数的三维(3D)成像,Ye等[45]研究了基

于主动非视见成像的CS技术。Luo等[46-47]提出了

一种基于逻辑条件阈值法的正负条件对应鬼成像

(PNCCGI)方法,该方法不需要考虑单像素信号的

具体量值,而是通过判断单像素信号与某一阈值的

大小进行成像。如果单像素信号高于阈值,则对相

应的参考信号进行平均运算,得到正像;反之,得到

负像。PNCCGI的实验和计算都非常简单,相关成

像技术的研究也取得了突破性进展[48-50],但该方法

的成像机制不明确[51],因此,需要建立单像素成像

的统计概率模型,为单像素成像提供理论支撑。
本文首先介绍了单像素成像中的CS和CGI两

个方案,并对比了两个方案的实验装置、信号调制和

图像恢复原理。然后介绍了PNCCGI的研究现状

和理论挑战,建立了单像素成像的概率论模型,分别

提出了一种基于连续随机变量和离散随机变量的单

像素成像理论分析,并提出了一种极弱光单像素成

像和分数阶关联成像方案。最后对单像素成像的前
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沿发展进行了分析与讨论,为研究CS和CGI的基本

原理、发展历程及融合提供了理论基础。

2 单像素成像的实现方案

单像素成像的原理性实验需要空间分布可控的

光源,光学控制系统包括数字微镜器件(DMD)、数
字光处理器件(DLP)和空间光调制器(SLM)等光

学器件。

2.1 基于压缩感知的单像素成像

基于CS的单像素成像一般采用后调制方法,
即成像系统将物体成像在光学调制器件上,成像光

场经空间调制后,被单像素探测器接收,如图1所

示。图1(a)为Takhar等[1]设计的实验装置,被激

光照明的物体经过成像透镜投影到空间光学调制系

统。空间光学调制系统由 DMD和附属光调制器

(ALP)组成,如图1(b)所示。DMD的分辨率为

1024
 

pixel×768
 

pixel,每个微镜均可在±12°两个

方向反射光束,单像素探测器放置在±12°方向收集

光强。单像素探测器的核心部件是一个光学二极

管,其前面的透镜仅起到会聚光束的作用。由于单

像素探测器没有空间分辨本领,获得的信号本身无

法直接进行成像。图1(c)的实验结果是根据相互

关联的DMD调制信号和单像素信号,利用CS优化

成像算法重构的图像。

图1 基于CS的单像素成像。(a)成像系统;(b)
 

DMD的结构;(c)重构图像[1-2]

Fig 
 

1 Single-pixel
 

imaging
 

based
 

on
 

CS 
 

 a 
 

Imaging
 

system 
 

 b 
 

structure
 

of
 

the
 

DMD 
 

 c 
 

reconstructed
 

image 1-2 

  考虑到物体和DMD均为一维信号,假设物体

分布由N×1的列向量x=[x1,x2,…,xN]T 表示,
其中,N 为物体的像素数目。DMD产生的一系列

空间随机调制信号构成测量矩阵 Φ:ϕm  M
m=1,其

中,M 为测量次数。单像素信号可表示为

y=Φx, (1)
式中,y 为M×1的列向量。由于DMD的空间调制

信号是随机统计信号,很难直接对(1)式进行求解。
如果物体分布是可稀疏表示,即x=Ψs,则

y=ΦΨs, (2)
式中,Ψ 为N×N 的标准正交变换矩阵,s 为稀疏

信号,大部分元素值为零。当测量次数小于原图像

像素数,即M<N 时,可以找到满足(2)式的解s。
此时,图像的恢复变成解l0 范数或l1 范数的优化

问题,可表示为

min
x

x 0
 subject

 

to
 

y=Φx, (3)

min
x

x 1
 subject

 

to
 

y=Φx, (4)

式中,… 0 和 … 1 分别为l0 范数和l1 范数。近

年来,基于傅里叶正交基[52]和 Walsh-Hadamard正

交基[53]的单像素成像方法相继被提出,基于标准正

交变换矩阵的CS图像恢复算法也得到了快速发展。

2.2 计算鬼成像

Shaprio[3]提出的 CGI方案原理如图2(a)所
示,其中,连续波(cw)激光经空间光调制器后,形成

空间分布确定可控的激光散斑并照射到物体上。从

物体出射的光被桶探测器接收后,通过桶探测信号

和 调 制 信 号 间 的 高 阶 关 联 函 数 给 出 恢 复 图 像。

Silberberg等[4]研究的CGI实验装置如图2(b)所示,

图2 CGI示意图。(a)原理示意图[3];(b)实验装置图[4]

Fig 
 

2 Diagrams
 

of
 

the
 

CGI 
 

 a 
 

Principle
 

diagram 3  
 

 b 
 

experimental
 

setup 4 
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其中,连续波激光经二维SLM 编码调制后,形成分

布为φr(x,y)的随机光场E(ρ,t),其中,ρ、t分别

为空间位置、时间。随机光场经自由传播形成照明

光场E2(ρ,t)并照明物体T(ρ),物光通过透镜会

聚至桶 探 测 器,最 后 由 电 脑 计 算 出 桶 探 测 信 号

i2(t)和SLM调制信号ΔI1(ρ1,t)的高阶关联函数

ΔC(ρ1),并恢复出图像。
假设照明物体的随机光场强度分布为I(r),则

桶探测信号Ib=∫drI(r)T(r)。其中,r为空间位

置坐标,T(r)为物体空间分布。桶探测信号Ib 和

SLM调制信号I(r)的高阶关联函数可表示为

G(2)(r)=<IbI(r)>=kI20+I20T(r), (5)
式中,<·>为系综平均,k 为图像的非零像素数目。
假设调制信号为负指数分布的赝热光信号,各点系

综平均值为常数。桶探测信号的系综平均<Ib>=
k×I0。可以发现,热光鬼成像总是携带常数背景,
因此,鬼成像的可见度为

V=
1

1+2k
。 (6)

  可以发现,CGI的高阶关联函数恢复图像的可

见度总是小于1/3。Silberberg等[4,26]先后实现了

CGI
 [4]和 CS 成 像[26],结 果 如 图 3 所 示,其 中,

图3(a)和图3(b)是鬼成像(GI)得到的图像,图3(c)
和图3(d)是CS成像的结果。可以发现,CS单像素

成像是成像之后进行空间调制,采用被动光源;CGI
是用调制光场照明物体,采用主动光源。在成像效

果上,CGI中高阶关联函数法输出图像的质量较差,
而基于CS得到的图像质量较高,原因是CS单像素

图3 CGI与CS成像的结果。(a)~(b)
 

CGI的结果;

(c)~(d)
 

CS成像的结果[26]

Fig 
 

3 Results
 

of
 

CGI
 

and
 

CS
 

imaging 
 

 a -- b 
 

Results
 

of
 

the
 

CGI 
 

 c -- d 
 

results
 

of
 

the
 

CS
 

imaging 26 

成像采用了优化算法。但两种方案的照明光源、调
制方式和单像素采集都可以相互交换,互通有无。

CS成像决定了单像素成像的应用前景,CGI能表明

单像素成像的物理本质,二者在原理和技术等方面

相互促进、相互融合。

3 正负条件对应鬼成像理论

鬼成像的图像恢复依赖于单像素信号与参考信

号高阶关联函数的计算,但PNCCGI不需要计算高

阶关联函数。在PNCCGI方案中,将单像素信号按

量值大小进行分类,如以平均值为阈值将单像素信

号分成大于和小于平均值两类,再将不同类单像素

信号对应的参考信号进行算数平均,从而恢复出物

体信息。该方案只需对部分参考信号进行平均计

算,无需进行高阶关联函数的计算和复杂算法的迭

代计算。

3.1 正负条件对应鬼成像

PNCCGI的实验装置与经典鬼成像实验装置相

同,文献[46]中对应鬼成像的系统装置如图4所示。
其中,热光被分束器(BS)分成两束,透射光(物光)
照明物体后被桶探测器 DB 在xB 处接收,反射光

(参考光)由空间分辨探测器DR 在xR 处测量。物

体和探测器DR 到BS的距离相等,即dB=dR
[12]。

图4 PNCCGI的实验装置[46]

Fig 
 

4 Experimental
 

device
 

for
 

PNCCGI 46 

图5(a)为按测量时间(t)排列的单像素信号

IB,图5(b)为以平均值为阈值将单像素信号分为大

于和小于平均值的两个部分的概率P(IB)随桶探

测信号的变化量
 

ΔIB/IB。图5(c)为以平均值为阈

值的单像素信号得到的图像,低于阈值的单像素信

号对应负像,高于阈值的单像素信号对应正像,
图5(d)为以三个阈值将单像素信号分为4组(P1,

P2,P3,P4)。图5(e)是将单像素信号按照三种分类

方法得到的鬼成像,单像素信号的4组数量分别为

N1,N2,N3 和 N4,第1行四张图像对应的 N1≈

N2≈N3 ≈N4,第 2 行 四 张 图 像 对 应 的 N1∶
N2∶N3∶N4≈0.5∶4.5∶4.5∶0.5,第3行四张
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图5 PNCCGI的结果。(a)单像素信号;(b)单像素信号的统计直方图;(c)以平均值为阈值得到的恢复图像;(d)单像素

信号的4分组;(e)4分组对应的鬼成像[46]

Fig 
 

5 Results
 

of
 

the
 

PNCCGI 
 

 a 
 

Single-pixel
 

signal 
 

 b 
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图像对应的 N1∶N2∶N3∶N4≈4∶1∶1∶4,其
中,单像素信号低于平均值大概率会得到负像,高于

平均值大概率会得到正像。

3.2 理论挑战

目前,PNCCGI技术的成像机制还不明确,虽然

文献[46-47]对PNCCGI的单像素信号分类和成像

进行了详细论述,但没有给出PNCCGI的严格理论

证明,即未给出正像和负像的成因以及图像质量随

相应参数的变化规律。Wu等[54]在国际国内会议上

分享了当时最新的实验结论,Wen[51]给出了一些有

益的理论探索,但这些尝试局限于高阶关联函数和

单像素信号分组的讨论,仍需进行深入分析和研

究。因此,本课题组从概率论角度研究了单像素成

像,分析了参考信号和单像素信号的统计分布规律,
并建立了单像素信号和参考信号之间的联合概率密

度分布函数[55]。该方法不仅能解释鬼成像中单像

素 信 号 和 参 考 信 号 之 间 的 高 阶 关 联,还 能 对

PNCCGI的 正 像 和 负 像 给 出 合 理 解 释,阐 明

PNCCGI的物理机制[50],基于该理论,还发展了基

于分数阶矩[56]和代数函数矩[57]的鬼成像及暗场鬼

成像[58]。并将单像素鬼成像的概率理论从连续随

机变量推广至离散随机变量[59],讨论了以离散随机

变量作为参考信号的单像素鬼成像的成像机制和图

像质量。

4 连续变量光源照明的单像素成像

在经典统计光学中,热光场各模式间统计独立、

相位随机,因此,可将热光强度作为满足负指数分布

的随机变量。在热光关联单像素成像方案中,像面

任一像素受到的照明强度概率密度分布函数可表示

为p(I)=
1
I0
exp -

I
I0




 


 ,其中,I 为参考信号,I0 为

参考信号的平均值。函数p(I)可作为参考信号的

统计分布,单像素信号是有限个参考信号之和,也可

以看成满足特定统计分布的随机变量。因此,需要

建立单像素成像的连续变量概率统计模型,计算单

像素信号的概率密度分布函数以及单像素信号和参

考信号之间的联合概率密度分布函数,研究极弱光

条件下的PNCCGI。

4.1 单像素成像的概率统计理论

为了进行简便讨论,给出了3个假设:1)物体和

图像的空间离散化假设,即认为物体和图像是由若

干个空间离散单元(像素)构成的;2)像素间统计独

立假设,即各个像素物光之间相互统计独立;3)二值

物体假设,即物体灰度仅有0和1两个取值。在该

假设条件下,参考信号和物体均可表示为空间离散

变量Ii 和Ti,其中,i=1,
 

2,
 

3,
 

…,
 

N,对于二值

物体Ti=0或1,单像素信号Ib=∑
N

i=1
IiTi。 显然,

Ti=0的部分对单像素信号没有贡献,因此,只需考

虑Ti=1的部分对单像素信号的贡献,得到单像素

信号的概率密度分布函数为

P(k)
b (Ib)=

Ik-1
b

(k-1)!Ik
0
exp -

Ib

I0




 




 , (7)
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式中,k为物体(图像)灰度值Ti=1的像素数目。
可以发现,(7)式中单像素信号的统计分布不再满足

负指数分布,而是平均值为kI0、方差为kI20 的伽马

分布。
若单像素信号是k 个参考信号之和,对于灰度

值为1的某个像素,其参考信号必定包含在单像素

信号内。即在单像素信号内部,可将参考信号分为

指定研究像素的参考信号和其他参考信号。这两类

参考信号相互统计独立,因此,单像素信号和指定参

考信号之间的联合概率密度分布函数为

P(Ib,Ii)=
(Ib-Ii)k-2

(k-2)!Ik
0
exp -

Ib

I0




 



 。 (8)

  可以发现,单像素信号和参考信号之间存在物

理关联,彼此不再统计独立。如果参考信号恰好对

应于物体灰度为零(Ti=0)处,则单像素信号和参

考信号之间完全统计独立,概率密度函数 P'(Ib,

Ii)=P
(k)
b (Ib)p(Ii)。单像素信号的概率密度分布

函数和单像素-参考信号联合概率密度分布函数也

验证了单像素信号和参考信号的统计关联。

4.2 单像素信号与参考信号的高阶关联函数

在经典CGI中,单像素信号与参考信号的高阶

关联函数可通过高斯矩定理计算[23],当二者之间的

联合概率密度分布函数确定后,通过概率平均计算

的高阶关联函数可表示为

<IbIi>1=∫
�

0
dIb∫

Ib

0
dIiIbIi×P(Ib,Ii)=

(k+1)I20, (9)

<IbIi>0=∫
�

0
dIb∫

Ib

0
dIiIbIi×P'(Ib,Ii)=kI20,

(10)
式中,<IbIi>1 和<IbIi>0 分别为参考信号位置Ti=
1和0时的关联函数。可以发现,高阶关联函数的

计算结果与经典CGI一致,但(9)式中的是像面关

联值,而(10)式中的是成像背景。

4.3 单光子正负条件对应鬼成像的单像素成像

为了描述单像素信号的阈值划分,引入两个逻

辑符号

σp(Ib)=
1+sgn(Ib-βI0)

2
,σn(Ib)=1-σp(Ib),

(11)
式中,阈值参数β>0,符号函数

sgn(s)=
1, s>0
0, s=0
-1,s<0







 , (12)

式中,参数σp 和σn 为描述单像素信号划分及相应

参考信号对应关系的参数。在PNCCGI实验中,正
像是通过高于阈值单像素信号对应的参考信号平均

值获得的。因此,在概率理论中,正像的概率平均可

表示为

<σpIi>1=∫
�

0
dIb∫

Ib

0
dIiσpIi×P(Ib,Ii)=

I0
k!Γ

(k+1,β), (13)

其中,不完全伽马函数可表示为

Γ(k,β)=∫
�

β
uk-1exp(-u)du。 (14)

  同理可知,正像的背景为

<σpIi>0=∫
�

0
dIb∫

�

0
dIiσpIi×P'(Ib,Ii)=

I0
(k-1)!

Γ(k,β), (15)

正像的可见度为

Vp=
Γ(k+1,β)-kΓ(k,β)
Γ(k+1,β)+kΓ(k,β)

。 (16)

  按照概率理论,负像的概率平均为

<σn(Ib)Ii>=I0-<σp(Ib)Ii>, (17)
负像的可见度为

Vn=
Γ(k+1,β)-kΓ(k,β)

2k!-Γ(k+1,β)-kΓ(k,β)
。 (18)

  三个可见度函数如图6所示,可以发现,经典

CGI的可见度V 不超过1/3,正像可见度Vp 随参数

β的增大而减小,负像可见度Vn 的变化与正像相

反。此外,正像和负像的可见度不会受到1/3极限

的约束,最高值趋近于1。

图6 三种可见度[55]

Fig 
 

6 Three
 

visibility
 

functions 55 

单光子PNCCGI的实验装置如图7所示,其
中,投影仪发出模拟负指数分布的一系列光束散斑

图,这些按时间排列的散斑图构成参考信号序列

Ir={Ii}。光束照明物体后会被强烈衰减,光学衰

减器由两个石英偏振片(P1,P2)和一个中性密度
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图7 单光子PNCCGI实验装置示意图[55]

Fig 
 

7 Diagram
 

of
 

the
 

experimental
 

setup
 

of
 

single-photon
 

PNCCGI 55 

滤波片F组成,L为收集透镜。衰减后的单像素信

号由单光子计数器(SPD)探测,同时将单像素信号

送入逻辑器件中,按照设定阈值对单像素信号进

行分类。超过阈值时,逻辑分类系统输出逻辑信

号σp;低于阈值时,系统输出逻辑信号σn,然后根

据逻辑信号和参考信号的关联函数恢复正像和

负像。
理论上,物光受到强烈衰减后,单个像素物光的

统计规律仍然满足负指数分布,只是其平均值和方

差减小了。因此,对于单像素信号,理论计算中的强

度随机变量只需要乘上一个衰减因子γ[55]。实验

中,单光子探测器的曝光时间约为400
 

ms,图8为

典型的单光子PNCCGI实验结果,每张图像均通过

约1600帧参考信号得到。在单次曝光时间内,正负

像(1~4列)对应的单像素信号平均光子数约为

1600,2000,2400和2800。可以发现,该方案能在物

光信号极度衰减的情形下工作,这表明单像素成像

的鲁棒性较好。

图8 单光子PNCCGI的实验结果[55]

Fig 
 

8 Experimental
 

results
 

in
 

single-photon
 

PNCCGI 55 

4.4 分数阶矩单像素成像

在CGI的单像素成像方案中,概率论方法将高

阶关联函数的计算从光场演化关联推广至关联矩的

计算[56],从而将高阶关联函数的幂次改为任意数

(不再限制为正整数),单像素信号和参考信号的任

意阶关联矩可表示为

<Iμ
bIν

i>=∫
�

0
dIb∫

Ib

0
dIiIμ

bIν
i ×P(Ib,Ii),(19)

式中,μ 和ν 分 别 为 单 像 素 信 号 和 参 考 信 号 的

幂次。 
离散变量分数阶关联矩的成像结果如图9所

示,其中,参考信号的阶数ν=2.7183,在图9(a)~
图9(j)中,单像素信号阶数μ=-16.5,-12.5,

-4.5,-1.5,-0.5,0.5,1.5,4.5,12.5,16.5。可

以发现,当关联阶数μ 取负值时,得到负像;当关联

阶数μ 取正值时,得到正像。理论分析和实验结果

表明,关联阶数的绝对值越大,图像的可见度就越

高;且一般情况下,关联阶数μ 的绝对值相同时,负
像的图像质量优于正像。

图9 离散变量分数阶关联矩的成像结果。(a)
 

μ=-16.5;(b)
 

μ=-12.5;(c)
 

μ=-4.5;(d)
 

μ=-1.5;(e)
 

μ=-0.5;

(f)
 

μ=0.5;(g)
 

μ=1.5;(h)
 

μ=4.5;(i)
 

μ=12.5;(j)
 

μ=16.5
[56]

Fig 
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results
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5 离散变量光源照明的单像素成像

在基于CS的单像素成像实验中,随机光源大

多采用数字化离散变量光源,但在基于CGI的单像

素成像实验中,既有经典数字化离散光源,又有量子

光源。Khakimov等[60]进行的原子鬼成像实验采用

的粒子源是处于玻色-爱因斯坦凝聚态的超冷亚稳

态氦原子。Yu等[61]和Pelliccia等[62]分别在中国

上海同步辐射中心和欧洲同步辐射中心实现了硬X
射线鬼成像。之后,Schori等[63]和Zhang等[64]分

别用低辐射度的台式X光源实现了鬼成像,为X射

线低损伤成像提供了思路。Li等[65]用3.2
 

MeV超

亮电子束实现了电子鬼成像,Kingston等[66]和 He
等[67]利用受空间调制的热中子源实现了中子鬼成

像。这些物理光源在单像素成像中的应用不仅拓展

了单像素成像的应用范围,还进一步强化了单像素

成像的量子本质。但无论是人工制造的数字化离散

光源,还是量子化物理粒子源,其强度取整数后均可

以作为离散随机变量。因此,采用离散随机变量的

概率统计理论,分析了这类单像素成像中单像素信

号的概率分布以及单像素信号-参考信号间的联合

概率统计分布。

5.1 单像素信号-参考信号间的联合概率分布

光源任意处的发光强度统计即参考信号的概率

密度分布函数满足离散变量统计分布p(Ii),在单

像素成像中,假设物体取值为Ti=1的元素总数为

k,k个统计独立光源分量的概率密度分布函数可表

示为

Ptotal(I1,I2,…,Ik)=p(I1)p(I2)…p(Ik)。
(20)

  由于单像素信号Ib=I1+I2+…+Ik,其概率

密度分布函数是所有单一变量概率密度分布函数的

连续卷积,可表示为

Pb(Ib)=p(Ib)*…*p(Ib)  
k-1

 

convolutions

, (21)

式中,*为 离 散 变 量 卷 积,p(Ib)*p(Ib)=∑
Ib

I'b=0

p(Ib-I'b)p(I'b),连续k-1次卷积的k个p(Ib)函
数形式完全相同。根据傅里叶变换的卷积定理可

知,单像素信号的概率密度分布函数为

Pb(Ib)=F -1
ω→Ib

pk(ω)  , (22)

式中,F -1 为逆傅里叶变换,参考信号概率密度分布

函数的傅里叶变换p(ω)= ∑
Imax

Ii=0
p(Ii)expj

2πωIi

Imax  ,

Imax 为参考信号的最大整数取值。需要说明的是,
(22)式只是一个形式表达式,采用拉普拉斯变换

的卷积定理也是一样的[55-56,59],只需区别函数的定

义域。根据(22)式和参考信号的统计独立性质,
得到单像素信号-参考信号的联合概率密度分布函

数为

P(2)(Ib,Ii)=P(Ii)F -1
ω→(Ib-Ii)

pk-1(ω)  。(23)

  可以发现,联合概率密度分布函数可以反映单

像素信号Ib 和参考信号Ii 的内在统计关联。

5.2 三种离散随机概率分布与单像素成像

从统计理论来看,伯努利分布是二项式分布的

特殊形式。二项式分布的参考信号Ii=0,1,2,…,

m 的概率密度分布函数为

p(Ii)=C
Ii
mp

Ii(1-p)
m-Ii, (24)

式中,p 为Ii=1的概率,也是参考信号平均值。单

像素信号的概率密度分布函数为

Pb(Ib)=C
Ib
mkp

Ib(1-p)
mk-Ib, (25)

式中,单像素信号Ib=0,1,2,…,mk。单像素信号-
参考信号之间的联合概率密度分布函数为

P(2)(Ib,Ii)=C
Ib-TiIi
m(k-Ti)C

Ii
kp

Ib+(1-Ti)Ii ×

(1-p)
mk-Ib+(m-Ii)(1-Ti), (26)

单像素信号和参考信号间的高阶关联函数为

<IbIi>=∑
km

Ib=0
∑

min{Ib,m}

Ii=0
IbIi×P(2)(Ib,Ii)=

m(mk-Ti)p2+mpTi。 (27)

  当Ti=1时,高阶关联函数给出的是像面,
当Ti=0时给出的是背景,则高阶关联像的可见

度为

Vm =
1

1+2
mkp
1-p

。 (28)

  m=1时,可得到伯努利分布的结果。伯努利

分布关联成像的可见度随概率p 的变化情况如

图10(a)所示。二项式分布(m=5)关联成像的可

见度随p 的变化曲线如图10(b)所示,其可见度随

p 的减小而增大并逐渐趋近于1;且像素数目越多,
增长速度越慢。图10(c)为泊松分布可见度随参

数λ的变化曲线,可以发现,可见度随λ的减小而

增大并逐渐趋近于1;且像素数目越多,增长速度

越慢。
当参考信号满足泊松分布时,参考信号Ii=0,

1,2,…,�的概率密度分布函数为
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图10 不同分布的可见度。(a)伯努利分布;(b)二项式

分布;(c)泊松分布[59]

Fig 
 

10 Visibilities
 

of
 

different
 

distributions 
 

 a 
 

Bernoulli
 

distribution 
 

 b 
 

binomial
 

distribution 
 

      c 
 

Poisson
 

distribution 59 

p(Ii)=
λ

Ii

Ii!
exp(-λ), (29)

式中,λ 为参考信号的平均值。k 个参考信号和的

单像素信号概率密度分布函数为

Pb(Ib)=
(kλ)

Ib

Ib!
exp(-kλ), (30)

单像素信号-参考信号之间的联合概率密度分布函

数为

P(2)(Ib,Ii)=
λ

Ii[(k-1)λ]
Ib-TiIi

Ii(Ib-Ii)!
×

exp[-(k+1-Ti)λ], (31)
单像素信号和参考信号之间的高阶关联函数为

<IbIi>=∑
mk

Ib=0
∑

min{Ib,m}

Ii=0
IbIi×P(2)(Ib,Ii)=

kλ2+λTi。 (32)

  当Ti=1时,可得到高阶关联函数给出的像面

值;当Ti=0时,可得到像的背景。高阶关联像的

可见度为

V=
1

1+2kλ
。 (33)

  图11为离散随机变量作为参考信号的CGI数

值模拟结果,物体为字母“WLRC”。其中,伯努利分

布(k=1)、二项式分布(k=5)和泊松分布(λ0=
0.0037)的曲线均为二维图像中心线的分布情况,伯
努利分布和二项式分布中的概率参数p0=0.0037。
可以发现,图像分布和图像质量与理论分析结果

一致。
在离散变量作为参考信号的单像素成像中,参

考信号和单像素信号之间的联合概率密度分布函数

能更好地体现二者的内在关联,从而构成单像素成

像的物理基础。同时,基于离散变量的CGI图像可

图11 图像恢复的数值拟合结果。(a)伯努利分布;

(b)二项式分布;(c)泊松分布[59]

Fig 
 

11 Numerical
 

fitting
 

results
 

of
 

image
 

restoration 
 

 a 
 

Bernoulli
 

distribution 
 

 b 
 

binomial
 

     distribution 
 

 c 
 

Poisson
 

distribution 59 

见度并不受1/3的制约;且在具体实验中,离散变量

参考信号的可控性好,更容易进行测量和计算,受到

了单像素成像研究者的青睐。

6 结  论

热光鬼成像方案是近年来单像素成像的研究重

点,Abouraddy等[68]认为鬼成像和鬼干涉是量子纠

缠系统特有的量子行为,随后Bennink等[21-22]利用

随机反射的He-Ne激光源获得关联成像,并在经典

光源下得到关联干涉效应[22]。Scarcelli等[69]认为

热光关联并非双光子效应,不能同时产生鬼成像和

鬼干涉两种效应,但该质疑在后续实验和理论分析

中被否定[10]。目前,关于关联成像量子物理本质问

题的争议仍在持续[70-72],并继续推动着该技术在理

论研究和实验技术上的发展[73-76]。
单像素成像具有成像结构简单、优化程序多、成

像质量好等优点,得到了人们的广泛关注,研究内容

也逐渐从实验室走向实际应用。因此,从单像素成

像的概率统计基础出发,讨论分析了几种成像方案,
集中探讨了两大类单像素成像的基本原理,深入分

析了连续随机变量和离散随机变量下单像素信号的

随机统计规律以及参考信号和单像素信号之间的联

合概率密度分布函数,并给出了单像素信号和参考

信号之间的内在物理关联。虽然单像素成像技术

在多个领域中得到了快速发展,如三维成像[77]和

超材料成像[78-79]。但目前单像素成像仍然有一些

短板需要克服,如成像速度、成像系统的成本和图

像质量。
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