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摘要 对于一个非相干成像系统,可以将两个非相干点光源的空间分辨能力当作分辨率的标准。除了直接成像

外,还可以对像平面上的光场进行其他探测,然后从测量结果中对光源的信息进行统计推断。统计推断的误差极

限是由测量结果中的随机性决定的,不同测量方案产生的随机性程度也不同。通过考虑像平面的光场的量子态,

使用量子检测和估计理论,可以获得两个关于非相干点光源分辨率的量子极限和最优化测量方案。最近的研究发

现,横向空间模式分解复用等方法可以很大程度地改进亚瑞利区域内的两个非相干点光源的分辨率,超越直接成

像方法下的经典分辨率极限。本综述介绍了基于量子检测和估计理论的非相干超分辨成像的研究和进展。
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Abstract For
 

incoherent
 

imaging
 

systems 
 

we
 

can
 

regard
 

the
 

spatial
 

resolution
 

of
 

two
 

incoherent
 

point
 

sources
 

as
 

the
 

standard
 

of
 

resolution 
 

In
 

addition
 

to
 

direct
 

imaging 
 

we
 

can
 

perform
 

measurements
 

on
 

the
 

optical
 

field
 

on
 

the
 

image
 

plane
 

and
 

statistically
 

infer
 

the
 

source
 

information
 

from
 

measurement
 

results 
 

The
 

error
 

limit
 

of
 

statistical
 

inference
 

is
 

determined
 

by
 

the
 

randomness
 

of
 

measurement
 

results 
 

Moreover 
 

the
 

randomness
 

of
 

different
 

measurement
 

schemes
 

is
 

different 
 

By
 

considering
 

the
 

quantum
 

state
 

of
 

the
 

light
 

field
 

in
 

the
 

image
 

plane
 

and
 

using
 

the
 

quantum
 

detection
 

and
 

estimation
 

theory 
 

the
 

quantum
 

limit
 

of
 

the
 

resolution
 

of
 

the
 

two
 

incoherent
 

point
 

light
 

sources
 

and
 

optimal
 

measurement
 

scheme
 

can
 

be
 

obtained 
 

According
 

to
 

recent
 

studies 
 

the
 

resolution
 

of
 

two
 

incoherent
 

point
 

sources
 

in
 

the
 

sub-Rayleigh
 

region
 

can
 

be
 

significantly
 

improved
 

using
 

the
 

method
 

of
 

transverse
 

spatial
 

mode
 

decomposition
 

and
 

multiplexing 
 

which
 

is
 

beyond
 

the
 

classical
 

resolution
 

limit
 

of
 

direct
 

imaging
 

method 
 

In
 

this
 

review 
 

we
 

will
 

introduce
 

the
 

research
 

and
 

development
 

of
 

incoherent
 

super-resolution
 

imaging
 

based
 

on
 

quantum
 

detection
 

and
 

estimation
 

theory 
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1 引  言

衍射会对成像系统的空间分辨率产生影响。使

用分辨率来评价成像系统的成像性能。通常使用对

两个理想点光源的区分能力来表征分辨率[1-2],其中

最著名的就是瑞利判据[3]。根据瑞利判据,当两个

非相干点光源像斑中心的距离小于其衍射图案(艾
里斑)第一零点的半径时,则认为它们是不可分辨
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的。瑞利判据的思想是:两个像斑的重叠会增加对

它们进行视觉分辨的难度。因此在亚瑞利区域(瑞
利判据认为非相干点光源不在能被分辨的距离之

内),借助其他手段来实现更好的分辨率具有重要的

科学意义和应用价值。
然而,瑞利判据本身存在着诸多局限。首先,其

基于视觉感知的可分辨标准带有一定的主观性。正

如《费曼物理学讲义》中提到的那样,如果能对确切

的光强分布进行足够细致的测量,那么即使在瑞利

极限距离内的点光源,照样能被很好地分辨[4]。其

次,对于分辨率来说,非常重要的测量噪声也未被考

虑在瑞利判据之中[5]。因此,为了更好地研究能提

高成像分辨率的技术,需要考虑更为客观的分辨率

标准。

1955年,di
 

Francia[6]从采样理论的角度出发,
讨论了图像中包含的信息自由度。他在这一工作中

指出,除非被成像的物体拥有一定的先验信息,否则

成像系统精确区分所有含两个点光源情况是不可能

的。Jaynes[7]意识到成像问题是一个广义逆向问

题。他认为di
 

Francia虽然尝试使用了信息论来分

析成像问题,却很遗憾地没有发现(贝叶斯)概率理

论更适合用来分析成像问题。Jaynes所提(贝叶

斯)概率理论指的是统计推断理论[8]。1964年,

Harris[9-10]将统计推断中的假设检验应用到成像分

辨率的问题上,使用以下两种假设情况下统计决策

的平均误差来作为非相干点光源分辨能力的表征:
一个点源的假设和两个间距很小的非相干点源的假

设。另外,统计推断中的参数估计也是一种常用的表

征分辨率的方法。在参数估计的框架内,分辨率可以

用对两个点源间距的估计准确程度来度量[11-16]。
基于统计推断的分辨率标准,能够更客观地讨

论分辨率的极限问题和优化方案。随着量子科技的

发展,研究尝试将光量子态和测量技术应用到成像

方面。利用光的量子特性,提高了成像的性能,促进

了量子成像领域的发展[17-20]。理论上,在像平面光

场量子态上进行量子测量是提高成像分辨率的一种

重要途径。Helstrom[21-22]就曾经考虑过基于量子

测量优化下非相干光源两点分辨率极限的问题,并
进行了一系列的开端工作,但是 Helstrom 的这些

工作逐渐被忽视和遗忘了。直到2016年,Tsang
等[23]发现在亚瑞利区域,区分两个非相干点光源

时,直接成像的性能与最优化测量的性能差距非常

大,表明最优化测量方案可以实现超分辨,提出的最

优测量在后续的一些实验中得到了原理验证。

本文将介绍基于优化测量的非相干点光源分辨

的原理和实验方案,及该领域取得的最新进展、展望。

2 非相干点光源优化测量分辨的理论

研究

2.1 量子检测和估计理论

从优化测量的角度来研究非相干点光源分辨问

题,可用理论工具是量子检测和估计理论[21]。经典

的检测和估计理论考虑的是对统计信号处理方法的

最优化[24],而量子检测和估计理论是在经典理论最

优处理方法的基础上,考虑对量子测量的最优化。
如果信号是离散的,则可以使用假设检验的框架,以
错误判断的概率作为性能评估的标准;如果信号是

连续的,则可以用参数估计的框架,以估计值与真实

值之间的均方误差作为性能评估的标准。量子检测

和估计理论提供了测量无关的错误概率或者误差的

下界,为量子测量的最优化提供指导。
量子检测和估计的过程如图1所示。系统的状

态用密度算符ρθ 来描述,其中下标表示量子态依赖

于信号参数θ。量子测量在数学上可以用正定算符

测度 (POVM)来 描 述,它 是 一 组 满 足 条 件

∑qEq =I  的正定算符集{Eq},其中q 是测量结

果,I是恒等算符。如果测量结果是连续取值的,则
条件中的求和变成相应的积分。根据量子力学的概

率解释,测量结果是一个随机变量,其概率质量函数

为p(q)=Tr(Eqρθ)。图1中的θ̂ 代表对测量结果

进行数据处理后做出的决策。量子测量本身的随机

属性和物理过程中的其他噪声使最后的决策θ̂(q1,

q2,…,qM)也是一个随机变量。而判断决策好坏的

依据是其能更好地接近真实信号θ。根据真实信号

的取值是离散的还是连续的(分别对应假设检验和

参数估计),使用不同的性能评估标准。经典检测和

估计理论关注的是如何优化数据处理算法,而量子

检测和估计理论是在经典最优算法的基础上,研究

如何优化量子测量。

图1 量子检测和估计

Fig 
 

1 Quantum
 

detection
 

and
 

estimation

2.2 早期工作

作为量子估计和检测理论的前驱者,Helstrom
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于1976年在该领域的开创之作Quantum
 

Detection
 

and
 

Estimation
 

Theory 一书[21]第七章和第八章的

最后小节中,分别用量子检测理论和量子估计理论

探讨了非相干点光源的分辨问题。
在量子检测理论中,考虑的是将以下两种假设

情况下统计决策的平均误差作为对非相干点光源的

分辨能力的表征:即一个点光源的假设(H1)、两个

间距很小的非相干点光源的假设(H2),如图2所

示。统计决策的性能可由平均误差概率来描述:

Pe=p1Pr(H2|H1)+p2Pr(H1|H2),(1)
式中:p1 和p2 分别为假设 H1 和 H2 的先验概率;

Pr(Hi|Hk)为将真实情况 Hk 判断为Hi 的概率。
为了将研究重心集中在对非相干光源的空间分辨能

力上,可以假设点光源的频率特征一样、双光源情况

下两个点光源强度相等且等于单光源情况下光源强

度的1/2。1973年,Helstrom[22]计算了平均误差概

率的量子极限,但是并没有提出实际的量子优化测

量方案,也没有表明最优测量方法能比现有成像方

法改进多少性能。

图2 非相干点光源分辨能力的假设检验和参数估计描述

Fig 
 

2 Hypothesis
 

testing
 

and
 

parameter
 

estimation
 

descriptions
 

for
 

incoherent
 

point
 

light
 

source
 

   resolution

在量子估计理论中,大多数情况下,测量的直接

最优化非常复杂。因此,往往需要借助不依赖于测

量的误差下界来指导测量的优化过程。这方面最强

有力的理论工具是 Helstrom 得到的 Cramer-Rao
误差下界的量子版本。作为性能评估标准的估计子

的均方误差表达式为
 

R=E (̂θ-θ)2  , (2)
式中:E[·]为统计期望值。经典和量子的Cramer-
Rao误差下界可以表示为

E[(̂θ-θ)2]≥C-1 ≥Q-1,
 

(3)
式中:C 和Q 分别为经典Fisher信息和量子Fisher
信息。经典Cramer-Rao误差下界对于所有无偏估

计子都满足,在大样本数的情况下最大似然估计子

渐进达到该下界。经典Fisher信息是测量结果的

概率分布定义的,因此它依赖于所选取的测量。而

量子Fisher信息是描述量子态的密度算符定义的,
与所选取的测量无关。Helstrom[21]考虑了对非相

干点光源光场强度和频率的估计,在有背景噪声的

模型中计算了对单个点光源位置的估计精度。但是

对于成像分辨率来说,更为重要的是对两个点光源

间距的估计精度,而 Helstrom 并没有完成在这一

问题上关于精度的量子极限的计算。

2.3 两个点光源间距估计的量子极限

2006年,Ram等[16]从经典参数估计理论出发,
用Fisher信息定义了非相干点光源的成像分辨率,
并且将其应用到单分子显微镜上。该项工作的主要

思想是将成像分辨率看成是两个非相干点光源的间

距估计,将对间距的估计误差用来度量成像分辨率。
他们的工作还揭示了用估计误差来度量的成像分辨

率在直接成像下的确受制于“瑞利魔咒”———在亚瑞

利区域,估计误差随间距的减小而急剧增加。
由于像平面上的光场是一个量子态,对它进行

量子测量并不仅仅局限于直接成像。对像平面光场

上采用的量子测量进行最优化,可以借助量子参数

估计理论来解决。
利用量子参数估计理论,2016年 Tsang等[23]

计算得到了关于两个非相干点源间距测量误差的基

本量子极限。出乎意料的是,量子Cramer-Rao误

差下界不依赖于两个非相干点光源的间距。这说明

分辨率的量子基本极限并没有受到“瑞利魔咒”的制

约,而受到制约的仅仅是在像平面上测量光强分布

的手段。两个非相干点光源的间距越小,传统的直

接成像方案的可改进空间就越大。在这个工作中,

Tsang等使用了空间模式分解复用(SPADE)手段

来构造最优化测量方案,并得到实验上的原理验证。
而其他一些最优和近优量子测量方案也在后续理论

工作中被不断提出和发展。由于该方法适用于非相

干源成像分辨,可以采用线性光学实现,对天文成

像、生物显微成像等潜在应用有着非常重要的意义。

Tsang等的研究考虑了远场光学成像系统对两

个非相干点源的分辨能力。为了将研究重心聚焦在

空间分辨能力上,假设光源为准单色光,有一个特定

的偏振,且两个光源强度相等。为了简单起见,考虑

无放大的一维成像系统。假设光源的强度很弱,在
给定的观察时间间隔内探测到一个以上光子的可能

性很小,因此在像平面上光场量子态的密度算符可

近似表示为ρ≈(1-ε)Tvac><Tvac +ερ1,其中ε≪
1,|Tvac>表示真空态,ρ1 表示光场中单光子部分的
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密度算符。令 ψj>=∫
�

-�
dxψj(x)x>表示从第j

个点光源辐射出来的光子在像平面上描述横向空间

自由度的量子态,其中|x>为像平面上位置算符的

本征态,ψj(x)为相应的波函数,代表像平面上坐标

为x 处的点光源对物平面上坐标为X 处的点光源

的幅度响应。对于两个非相干光源,ρ1 可以表示为

ρ1=
1
2
(ψ1><ψ1 + ψ2><ψ2 )。

 

(4)

  对于非相干光成像分辨率问题而言,感兴趣的

待估参数为间距,即θ=X2-X1,因此需要计算ρ1
中关于间距的量子Fisher信息。假设成像系统具

有空间平移不变性,那么每个波函数可以由(归一

化)幅度点扩展函数ψ(x)来描述,即ψj(x)=

ψ(x-Xj)。假设点扩展函数具有空间无关的相

位,因此可以表示为实函数。于是,Tsang等计算得

到ρ1 中关于间距的量子Fisher信息为
 

Q=∫
�

-�

dx ∂ψ(x)
∂x

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 2。 (5)

  对于高斯型点扩展函数,有
 

ψ(x)=(2πσ2)-1
/4exp-

x2

4σ2  , 

(6)

式中:量子Fisher信息Q=1/(4σ2);σ 为成像系统

的特征尺度,和系统的有效数值孔径相关。
在关于间距的量子Fisher信息的表达式中,最

重要的性质是它不依赖于间距本身的真实值。这意

味着如果这一量子极限是可以达到的,那么在亚瑞

利区域,非相干成像的可改进空间是十分巨大的。

2.4 两个点光源间距估计的优化测量

如果关于间距估计的量子Cramer-Rao误差下

界是可以达到的,那么就可以找到一个最优测量,在
这个测量下的经典Fisher信息等于量子Fisher信

息。根据量子力学,理论上可以使用相应 Hilbert
空间中的任意正交基进行测量。在这个问题中,相
应的 Hilbert空间是光场的横向模式空间[25]。设

{|φq>}为选择的正交模基矢,那么根据量子力学,
在模式|φq>上探测到光子的概率为

p(q)≡ <φq|ρ1|φq>。 (7)

  根据这一概率,则可以计算出相应的关于间距

的Fisher信息。而直接成像可以解释成在像素模

式[25]上的探测。当像素尺寸趋向于零时,对应的模

式为|x>,因此概率分布p(x)=<x|ρq|x>中关于

间距的Fisher信息就代表着直接成像的最高精度,
任何有限尺寸像素下的直接成像,其Fisher信息都

不会大于该值。Ram 等[16]已给出了直接成像的

Fisher信息。其最重要的特征就是进入亚瑞利区域

后,直接成像的Fisher信息将会随间距减小而减

小,并在间距接近零时趋向于零。
对于高斯型的点扩展函数,Tsang等[23]证明了

在像平面上测量的Hermite-Gauss横向空间模式上

的光子占据数是估计间距的最优化测量,这一类探

测方案被称为SPADE。如图3所示,它需要将特定

的光场横向空间模式耦合到不同的通道中并进行光

子计数。不依赖于间距的量子Fisher信息、SPADE
测量能达到的量子Fisher信息、直接成像的Fisher
信息在亚瑞利区域随间距减小趋于零这三个结论综

合起来,表明在亚瑞利区域,优化量子测量能提高非

相干成像分辨率。

图3 SPADE方案[23]

Fig 
 

3 SPADE
 

scheme 23 

Tsang 等[23] 还 认 为 如 果 只 对 最 低 阶 的

Hermite-Gauss模式和其他正交模式进行区分,那
么所构成的双端口测量(使用两个光子计数器)具有

在亚瑞利区域的近优性能。Paúr等[26]构造了基于

“基本模式”和“导数模式”的二元测量,其分辨率在

亚瑞利区域超越了直接成像的分辨率。这些在亚瑞

利区域下的二元测量可以按照如下的数学结构来理

解。首先,将坐标原点取在中点位置。当间距很小

时,在θ=0处进行Taylor展开,可得
 

ψx±
θ
2  ≈ψ(x)±

θ
2
∂ψ(x)
∂x

。 (8)

  令 ψ>=∫dxψ(x)|x>和 ψ'>=∫dx∂ψ
(x)
∂x

|x>,注意|ψ'>没有归一化。将 ψ>和|ψ'>的归一化

版本分别称为基本模式和导数模式[27]。在间距很

小情况下,单光子的横向空间自由度的密度算符可

近似表示为

ρ1 ≈
1

1+
θ2

4
<ψ'|ψ'>

ψ><ψ +
θ2

4 ψ'><ψ'  。 

(9)

1011015-4



特邀综述 第58卷
 

第10期/2021年5月/激光与光电子学进展

  对于实数值的点扩展函数,基本模式和导数模

式是正交的。因此,(9)式中的密度算符在基本模式

和导数模式构成的基矢下可以表示为对角矩阵。可

见,基本模式和导数模式是这种情况下的最优化测

量基矢。这一结论只要求点扩展函数是实数值的,
而对点扩展函数的具体形式没有要求。

在2017年,Rehacek等[28]指出对于实对称的

点扩展函数而言,任何由确定宇称(奇宇称和偶宇

称)模式构成的完备集都是分辨两个非相干点光源

的最优化测量模式。这种测量的最优性是普适的,
与点扩展函数的具体形式无关。而在实际情况中,
测量空间模式的整个完备基是不现实的,因而需要

在少数几个模式上实现超越成像的优越性。而这种

近优化测量可以根据具体的点扩展函数来选择。

3 空间模式分解复用实现方案及实验

研究

3.1 SLIVER方案

2016年,Nair等[29]提出了一种基于图像反转

干涉仪的超定位(SLIVER)方案。SLIVER方案如

图4所示,在干涉仪的一个臂上进行一个图像反转

图4 SLIVER方案示意图[29]

Fig 
 

4 SLIVER
 

scheme 29 

的操作,然后在干涉仪的两个输出端口进行光子计

数。从空间模式分解复用的角度来看,SLIVER方

案将空间模式分成了对称和反对称两个子空间。

SLIVER方案对具有圆对称的点扩展函数都适用,
相比直接成像方案,在亚瑞利区域能更准确地估计

双光源的间距。2016年,Tang等[30]对SLIVER方

案进行了相关实验。在该实验中,两个非相干点光

源是用偏振分束器(PBS)的两个输出来模拟。Nair
等[31]还提出在图像反转干涉仪两个端口使用探测

器阵列来替代没有空间分辨能力的桶探测器的方

案,称为Pix-SLIVER方案,该方案在大间距的情况

下可以显著改善SLIVER方案的分辨率。

3.2 基于数字全息术的方案

2016年,Paúr等[26]提出一种利用全息术进行

空间模式分解复用的方案,并在实验上对该方案进

行了验证。实验装置如图5所示。在该实验中,两
个非相干点光源由数字微镜设备(DMD)来模拟,不
同空间模式的分解由空间光调制器(SLM)来实现。
通过SLM,在像平面放置一个待测空间模式和参考

光束干涉而成的全息图。当两个非相干点光源照在

全息图上时,沿参考光传播方向上的强度正比于像

平面光场在待测空间模式上分解的强度。该实验选

择的测量模式为基本模式和一阶导数模式。该实验

研究了高斯型和sinc型两种类型的点扩展函数。
对于高斯型,使用了特征宽度σ=0.05

 

mm的点扩

展函数。当选取最小间距(0.2σ)时,实验的间距估

计均方误差是量子极限值的2.35倍,而相同情况下

直接成像的间距估计均方误差是量子极限值的

51.2倍。对于sinc型点扩展函数,使用了特征宽度

w=0.15
 

mm 的点扩展函数。在选取最小间距情

况 下,间 距 估 计 的 均 方 误 差 是 量 子 极 限 值 的

2.23倍,而直接成像下间距估计的均方误差是量子

极限值的10.1倍。

图5 基于数字全息术的两个点源分离方案装置[26]

Fig 
 

5 Setup
 

for
 

two
 

point
 

source
 

separation
 

schemes
 

based
 

on
 

digital
 

holography 26 
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3.3 SPLICE方案

2017年,Tham等[32]提出并实现了沿边缘相干

反转的超分辨定位(SPLICE)方案。实验装置如

图6所示。该实验中的两个非相干点光源是用单光

子源经过50/50分束器来模拟的。其中两路光的光

程差远大于光的相干长度,以确保在像平面上的两

路光线是非相干的。两个高斯型像斑的特征长度σ
约为0.434

 

mm和0.42
 

mm。SPLICE方案的关键

装置由相位板和TEM00 单模光纤组成。相位板将

π相移引入到图像平面的一半区域。因此,只有那

些经过相位板后变作TEM00 空间模式的光场才能

被耦合到单模光纤中并被检测到。这一空间模式是

奇宇称的。尽管它与导数模式不一样,他们仍然在

实验中得到约5倍于量子极限值的间距估计均方误

差,并且相比直接成像方案有显著的性能优势。

图6 SPLICE装置[32]

Fig 
 

6 Setup
 

of
 

SPLICE 32 

3.4 基于外差探测的方案

2016年,Yang等[33]在TEM01 模式下使用外差

检测和本地振荡器来检测双缝结构中两个狭缝的分

离。实验装置如图7所示。通过腔的温度控制来产

生本地振荡器上的TEM01模式,然后通过外差探测

图7 外差检测方案实验装置图[33]

Fig 
 

7 Experimental
 

device
 

diagram
 

of
 

heterodyne
 

detection
 

scheme 33 

可以得到像场投影到TEM01 模式的幅度信息。该

实验在0.28个 瑞 利 极 限 的 间 距 情 况 下 达 到 了

0.019个标准差的估计误差。2017年,Yang等[34]

通过计算Fisher信息,对于两个达到一定强度的非

相干热光源来说,该测量方案具有比直接成像方案

更好的分辨率。但是对于弱光源来说,在亚瑞利区

域,该测量方案的估计误差仍然不能接近其量子

极限。

3.5 基于 MPLC的方案

2020 年,Boucher等[35]通 过 多 平 面 光 转 换

(MPLC)技术来实现 Hermite-Gauss空间模式的分

解复用,MPLC方案如图8所示。该实验利用两个

达夫棱镜生成沿光轴对称分布的两束光。光源发出

的激光相干长度为15
 

μm,而装置臂长在30
 

cm量

级。在像平面上,通过无法看到两束光的干涉来确

认非相干性,然后将这两束光注入到 MPLC进行模

式分解。该实验使用了 TEM00、TEM01、TEM02、

TEM10、TEM11、TEM12、TEM20、TEM21、TEM22 这

9个横向模式的分解,完成了两个非相干点光源间

距和方向的同时估计,其间距估计的误差在亚瑞利

区域明显优于直接成像方案。在 MPLC方案中,影
响分辨率的因素是不同模式间的串扰。Gessner
等[36]详细分析了模式串扰下超分辨成像的量子

极限。

图8 MPLC方案的示意图[35]

Fig 
 

8 Schematic
 

of
 

the
 

MPLC
 

scheme 35 

3.6 SPADE方案的比较

上述各方案以不同的方法实现了像场在特定空

间模式上分解强度的测量。这些方案理论上都可以

在亚瑞利区域实现比直接成像方案更好的双点源分

辨率。因为目前的实验以原理验证为主,所以尚不

能从实验展示的分辨精度来推断出对应方案的优

劣。另外,包含更多空间模式的测量能提取像场中

更多的信息,用以分辨非相干点光源。上述方案中

除了 MPLC外,关于如何包含更多空间模式的测量
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还尚待研究。最后,SPLICE方案和SLIVER方案

的实验装置相对其他方案来说较为简单,在实验中

可能较易实现。

4 非相干成像的其他相关问题研究

4.1 其他评估标准

2018年,本课题组和新加坡、美国合作者一起,
在基于假设检验的成像分辨率标准下,研究了优化

量子测量对成像分辨率的影响[37]。该工作在一定

程度上弥补了 Helstrom 在1973年 的 开 创 性 研

究[22]的遗憾。Helstrom计算得到的基于假设检验

错误概率的量子极限是针对全部量子测量优化的,
这包括那些在全体样本上的集体测量。这类集体测

量虽然在理论上是允许的,但是实际上集体测量的

实现难度远远高于在每份样本上进行的独立测量。
因此,Helstrom没有给出实际的测量方案,也没有

论证其论文中的量子极限是否可以被独立测量。另

外,Helstrom[22]也没有给出量子极限和直接成像的

对比。而在2018年的论文[37]中,通过使用描述错

判概率在大样本下渐进衰减的Chernoff指数,论证

了只探测最低两阶 Hermite-Gauss模式的SPADE
方案及SLIVER方案,和直接成像方案对比,它们

都具有明显的优越性。

4.2 热光源和其他类型的光源

2016年,Tsang等[23]通过弱光源的假设来计算

密度算符中的量子Fisher信息。同年,Nair等[31]

计算了任意强度的两个热光源间距估计的量子

Cramer-Rao误差下界,并且得出通过空间模式分解

复用可以达到这一量子极限的结论。Lupo等[38]计

算得到了一般情况下两个光源间距估计的量子

Cramer-Rao误差下界。

4.3 双光源位置中点的估计问题

上述空间模式分解复用方案以两个点源的连线

的中点当作需要分解的空间模式的坐标原点。而在

实际情况中,这一中点位置也是未知参数。Tsang
等[23]在2016年指出可以使用一部分光子,通过直

接成像来估计中点位置,然后根据中点位置的估计

值来对估计间距的SPADE装置进行对齐。由于直

接成像可以精确地定位质心数值模拟显示这种先估

计中心位置再估计间距的两步组合方案在亚瑞利区

域仍比直接成像方案有优势。Grace等[39]在2020
年更为细致地优化了这种两步组合的方案。

4.4 双光源不同强度的影响

两个非相干点光源的强度在实际场景中也可能

是未知的。Řehǎcek等[40-41]研究了同时估计中点、
间距和相对强度时估计误差的量子极限和其优化方

案。2017年,̌Rehǎcek等[40]通过计算量子Fisher信

息矩阵,发现当两个非相干点光源的强度不相等时,
在间距非常小的情况下,瑞利魔咒会重现,估计误差

会变大,但是优化测量相比直接成像仍然有很大的

性能改进。2018年,̌Rehǎcek等[41]以基本模式和导

数模式为基础构造了优化测量模式,进一步确认了

在区分两个非相干点光源问题上量子测量优越性的

存在。2019年,Bonsma-Fisher等[42]针对两个非相

干点光源强度不同的情况,在SPLICE前加上了一

个根据相对强度比来调整SPLICE装置的步骤,相
比直接成像,通过数值模拟展现了在亚瑞利区域内

优化测量的优越性。

4.5 轴向距离的分辨

2016年,Ang等[43]将两个非相干弱光源分辨

的量子极限及其最优测量从一维成像推广到二维。
而在实际场景中,关于点光源分辨的另一个重要问

题是轴向距离的分辨,即三维成像问题。轴向距离

和横向距离的分辨有许多不同的性质,但是可以利

用 相 同 的 量 子 参 数 估 计 工 具,通 过 计 算 量 子

Cramer-Rao误差下界来揭示误差的量子极限,再通

过具体测量的构造来尽可能达到或者接近量子极

限。相关的工作可参见文献[44-50]。

4.6 多个点光源及扩展光源的估计问题

双点源的分辨率经常被作为成像系统的性能评

估标准,在参数估计理论的框架下,能方便探讨多个

点光源的估计误差,并以此作为成像系统对多个点

光源的分辨率。2019年,Bisketzi等[51]通过数值计

算得到在相互间距任意小的情况下,量子Fisher信

息矩阵的非零本征值个数不超过2,这意味着,当相

互间距趋于零时,能被有效估计出的独立参数不超

过2个。Lupo等[52-53]也对各种情况下的多点源位

置估计进行了分析。

2019年,Dutton等[54]在量子参数估计的框架

内研究了线光源长度的估计量子极限及其优化测量

的问题。为了研究更多的实际成像场景,Tsang
等[55-57]将点光源分辨的问题推广到二维扩展源,在
这个问题上,需要估计的参数是发光物体的各阶矩。
对此,横向空间模式分解复用的优越性仍然存在。

5 展望与总结

随着光子散粒噪声在现代应用中的主导作用越

来越大,需要从量子测量的角度去进行研究和优化。
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量子估计和检测理论可以在一个统一的框架中解决

这些测量优化问题,并揭示量子力学决定的基本极

限。Tsang等[23]通过将量子估计理论应用到两个

非相干点光源分辨的问题中,揭示优化量子测量在

这个问题中比直接成像更具有量子优越性。这个工

作之后,许多研究者都开始关注基于优化测量的非

相干成像问题。
这一领域的主要进展可以分成两条路线。一方

面,科研人员开始利用各种类型的装置来实现优于

直接成像的估计精度。越为简单的实验装置,被应

用在实际中的希望也越大。另一方面,在理论上科

研人员从两个点光源的简单模型开始,逐渐把这个

理论推广到处理任何衍射极限下的物体的非相干成

像问题上,结果表明空间模式分解复用的测量方案

在这些更为复杂的场景下仍然具有独特的优势。
这些新型的优化测量方案在成像问题上具有很

好的应用前景。作为一种远场技术,SPADE非常

适合于生物成像领域,在天文学和遥感领域应用也

非常广泛。SPADE方案只需要低损耗光学元件,
并且对特征尺寸没有严格要求,因此制造更加简单。
在超分辨荧光显微成像应用中,SPADE是一种无

源远场测量,通过从光中提取更多信息或减轻对源

控制的需求,可以是超分辨技术的一种补充或替代。
在天文学领域中,显然光源无法控制,由于SPADE
采用传统的线性光学元件,可以说是天文成像的优

越方案。在实际应用方面,需要在正确的波长上有

效地实现SPADE。在大气湍流和其他技术噪声存

在的情况下,SPADE的性能也需要评估。另外,如
何将优化量子测量和关联成像[58]、计算成像[59]、点
扫描移频超分辨显微成像[60]等技术结合起来,也是

有待研究的十分有意义的问题。
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