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摘要 为了描述对前、后选择的量子系统进行弱测量的测量结果,Aharonov、Albert和 Vaidman在1988年提出了

弱值的概念。可观测量的弱值在取值上可以突破可观测量的最大本征值,甚至可以取复数,为弱值在量子力学基

本原理和发展新型量子技术的研究中提供了丰富的物理内涵。本文主要回顾了弱值在量子精密测量和量子层析

中应用的进展情况。弱值在量子精密测量中的应用被称为弱值放大,弱值放大可以实现对微小物理量的放大测

量,因而在精密测量领域获得了广泛关注。由于信号的放大伴随着后选择成功概率的降低,因此弱值放大技术的

测量精度是否优于传统的测量方式一直是一个有争论的话题。本文先回顾了弱值放大和传统测量方式在测量精

度方面的比较,阐述了弱值放大方案在特定条件下的精度优势;之后回顾了经过改进的弱值放大技术的最新进展。

弱值在量子层析中的应用被称为直接量子层析,“直接”指的是该层析方案能够通过测量复数的弱值实现对量子态

波函数概率幅的直接测量。本文还回顾了直接量子层析技术被推广并被应用到各种形式的量子态、量子过程、量
子测量表征的理论和实验方案,分析了直接量子层析技术的准确度、精度,并回顾了提高直接层析技术效率的最新

进展。最后,本文总结了基于弱值的这两项技术的发展状况,并提出了未来可能的发展方向。
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Abstract To
 

describe
 

the
 

results
 

of
 

a
 

weak
 

measurement
 

of
 

post-
 

and
 

preselected
 

quantum
 

systems 
 

Aharonov 
 

Albert 
 

and
 

Vaidman
 

proposed
 

the
 

concept
 

of
 

weak-value
 

in
 

1988 
 

Weak-values
 

can
 

lie
 

far
 

outside
 

the
 

eigenvalue
 

spectrum
 

of
 

the
 

observable
 

and
 

even
 

be
 

complex 
 

which
 

provides
 

rich
 

physical
 

insight
 

in
 

the
 

investigation
 

of
 

quantum
 

foundations
 

and
 

development
 

of
 

quantum
 

technologies 
 

This
 

paper
 

mainly
 

reviews
 

the
 

progress
 

of
 

weak-
value

 

applied
 

to
 

quantum
 

metrology
 

and
 

tomography 
 

The
 

former 
 

known
 

as
 

weak-value
 

amplification
 

 WVA  
 

can
 

amplify
 

ultrasmall
 

physical
 

effects 
 

thus
 

attracting
 

extensive
 

interest
 

in
 

precision
 

metrology 
 

Because
 

the
 

amplified
 

signals
 

are
 

received
 

from
 

the
 

successful
 

post-selection
 

with
 

low
 

probabilities 
 

whether
 

the
 

WVA
 

outperforms
 

the
 

conventional
 

measurement
 

schemes
 

in
 

terms
 

of
 

precision
 

remains
 

unclear 
 

Here 
 

we
 

review
 

the
 

comparison
 

in
 

precision
 

between
 

the
 

WVA
 

and
 

the
 

conventional
 

measurement
 

and
 

clarify
 

the
 

potential
 

advantages
 

of
 

WVA
 

under
 

certain
 

circumstances 
 

Subsequently 
 

we
 

review
 

the
 

recent
 

progress
 

in
 

the
 

modified
 

WVA 
 

The
 

application
 

of
 

weak-
value

 

in
 

quantum
 

tomography
 

is
 

known
 

as
 

direct
 

quantum
 

tomography 
 

in
 

which
 

direct 
 

refers
 

to
 

the
 

ability
 

to
 

directly
 

measure
 

the
 

probability
 

amplitude
 

of
 

the
 

wave
 

function
 

based
 

on
 

the
 

measurable
 

complex
 

weak-value 
 

We
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review
 

the
 

generalization
 

of
 

the
 

direct
 

tomography
 

method
 

to
 

characterize
 

various
 

quantum
 

states 
 

processes 
 

and
 

measurements 
 

The
 

accuracy 
 

precision 
 

and
 

feasibility
 

of
 

the
 

direct
 

tomography
 

protocol
 

are
 

analyzed 
 

We
 

also
 

review
 

the
 

advances
 

in
 

promoting
 

the
 

operational
 

efficiency
 

of
 

direct
 

tomography 
 

Finally 
 

we
 

draw
 

conclusions
 

regarding
 

these
 

two
 

techniques
 

based
 

on
 

weak-value
 

and
 

propose
 

possible
 

future
 

research
 

directions 
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1 引  言

量子态|Ψ>是量子力学中的最基本概念,它在

最大程度上给出了该量子系统与外界发生相互作用

的信息。由于量子测量会造成量子态坍缩,仅用

|Ψ>来描述量子系统的状态不具有时间对称性。为

了移除该不对称性,Aharonov、Bergmann、Lebowitz
(ABL)提出了用双态矢量形式(two-state

 

vector
 

formalism)<Φ‖Ψ>来描述量子系统的状态,其中正

向演化的量子态|Ψ>由量子系统在t时刻之前的前

选择来决定,而反向演化的量子态<Φ|则由量子系

统在t时刻后的后选择来完成[1-2]。在此描述下,利
用ABL规则得到的可观测量的平均值不满足乘积

规则[3],为 探 索 反 直 觉 的 量 子 现 象 提 供 了 新 视

角[4-6]。为了降低t时刻的观测对量子系统的影响,
需要利用弱测量的方法,在几乎不干扰量子态的情

况下对量子系统进行测量,从而使得测量结果同时

受双态矢量前、后选择态的影响,测量仪器态对可观

测量的测量结果可以用弱值来描述[7]。与传统的冯·
诺依曼测量不同,弱值的取值可以远远超过可观测

量的本征值谱,甚至取复数。弱值的奇特性质以及

构造弱值测量系统丰富的可调节自由度,为利用弱

值研究量子力学基本原理、开发新型量子技术奠定

了基础[8-13]。
对于不同的前、后选择的量子系统及其可观测

量,弱值可以被赋予不同的物理意义[14]。在利用弱

值探究量子力学基本理论(如 Hardy悖论[15-17]、三
盒悖 论[18]、Leggett-Garg不 等 式[19-20]、量 子 互 文

性[21]、量子轨迹理论[22]、互补性原理[23]等)时,弱值

的实部可以被理解为条件平均值[24],而弱值的虚部

对应弱测量过程对量子系统的干扰[25]。在该解释

下,弱值可以用于研究和测量一些实际的物理量,比
如远距离通信光纤的偏振模色散和偏振关联损

耗[26]、用于直接测量光子超光速的群速度(快光)和
慢光效应[27-28]、几何相位[29-30]、光子双缝干涉由近

场到远场的平均动量流,进而描绘出光子的波姆轨

迹[31]等。

本文聚焦于回顾两种基于弱值性质发展起来的

量子技术:1)“弱值放大技术”,该技术反映的是弱值

在量子精密测量中的应用,它通过构造取值远超本

征值谱的弱值来实现对微小物理量的放大观测;

2)“直接量子层析”技术,该技术反映的是弱值在量

子层析中的应用,它将弱值作为广义的测量结果,与
表征量子系统的参数(如波函数概率幅、密度矩阵的

矩阵元等)建立对应关系,既给出了量子态的一种可

操作的定义方式,又提供了一种直接、简洁、无需重

构算法的量子系统表征手段。本文系统地回顾这两

种量子技术的提出、应用、性能与发展。本文的具体

安排如下:第二章介绍弱值放大的基本原理与推广,
并列举弱值放大技术在测量微小物理量方面的应

用。第三章介绍评价量子精密测量技术的重要指

标———量子Fisher信息与信噪比,并根据这两个指

标系统地分析弱值放大技术的性能。在此基础上,
本文回顾了利用量子资源提升弱值放大技术的重要

工作,并且总结了在各种实际噪声存在的情况下,弱
值放大技术可能存在的精度优势。该章最后回顾了

几种经过改进的弱值放大技术。第四章介绍利用弱

值进行直接量子层析的基本理论及其在表征多种量

子态(混合态、高维量子态、纠缠态等)、量子过程、量
子测量中的应用。第五章介绍评价量子层析性能

(准确度、精度)的重要指标,如量子态的迹距离、平
均保真度、方差等,并回顾了强测量在改善直接量子

层析性能中的重要作用。该章最后回顾了几种经过

改进的直接层析技术,进一步提升了直接层析技术

的可行性与实用性。

2 弱值放大的基本原理与应用

2.1 弱值放大的基本原理

如图1所示,考虑一个本征态为|-1>和|+1>
的二能级量子系统,将量子系统的初态前选择为

|ψi>,选取量子系统的可观测量A=|+1><+1|-
|-1><-1|。根据冯·诺依曼测量理论框架[32],对
量子系统进行测量时,需要将测量仪器态|Φ>与量

子系统通过相互作用的哈密顿量H=gδ(t-t0)AP
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图1 弱值放大的原理图

Fig 
 

1 Schematic
 

for
 

the
 

weak-value
 

amplification

耦合起来,形成量子系统与测量仪器的联合态 Ψj>=exp-i∫Hdt  ψi>Φ>,其中:g 为耦合强度,

δ(t-t0)
 

表示该哈密顿量在t0 时刻的瞬时相互作用,P 为测量仪器态的可观测量。本文以在p 空间上平均

值为<P>=0、方 差 为 <P2>=1/(4σ2)的 高 斯 测 量 仪 器 态|Φ>=∫dq 1
(2πσ2)1/4exp-q2

4σ2  q>=

∫dp 2σ
2

π  
1/4

exp(-σ2p2)p>为例(|p>和|q>分别为可观测量P 和Q 的本征态,p 与q 互为共轭变量),则

量子系统与测量仪器的联合态|Ψj>=|-1><-1|ψi>|Φ(q+g)>+|+1><+1|ψi>|Φ(q-g)>。当g≫σ
时,该测量过程被称为强测量,此时,通过观测测量仪器态可以清晰地读取量子态坍缩到的A 的本征态;通
过多次强测量,可以得到测量仪器态的平均位移为g<A>。当g≪σ时,测量过程被称为弱测量,由于几乎不

能从弱测量结果中得到量子系统的信息,且经过弱测量的量子系统几乎保持|ψi>不变,因此暂不读取测量仪

器态,而是将联合态投影到量子系统态|ψf>进行后选择,后选择成功的测量仪器态为|Φf>=<ψf|Ψj>/

pf,其 中 pf 为 后 选 择 成 功 的 概 率。在 弱 测 量 极 限 下,耦 合 过 程 的 幺 正 算 符 可 以 近 似 为 U =

exp-i∫Hdt  ≈1-igAP,此时后选择成功的测量仪器态近似为

|Φf>≈ <ψf|(1-igAP)|ψi>|Φ>/ pf =<ψf|ψi>(1-ig<A>wP)|Φ>/ pf, (1)

式中:<A>w=<ψf|A|ψi>/<ψf|ψi>定义为弱值。在

满 足 maxng
<ψf|An|ψi>1/n

<ψf|ψi>
≪σ 的 条 件 下,

1-ig<A>wP≈exp(-ig<A>wP),此时|Φf>≈<ψf|

ψi>|Φ(q-g<A>w)>/ pf,其中pf≈ <ψf|ψi>2。
假设弱值为纯实数,上式表明后选择成功的测量仪

器态在q空间的位移为g<A>w。当<ψf|ψi>→0时,
<A>w 的取值可以远大于可观测量A 的本征值,相
较于无后选择的情况,测量仪器态在q 空间的平均

位移被放大了<A>w/<ψi|A|ψi>倍。这种利用弱值

放大效应来测量微小物理量g 的技术被称为弱值

放大(WVA)。公式 maxng
<ψf|An|ψi>1/n

<ψf|ψi>
≪σ

所示的近似被称为弱值放大近似。

2007年,Jozsa[33]推导得到了弱值为复数的

情况下,其实部和虚部分别对应测量仪器态在不

同表象 下 的 位 移<Q>f=gRe(<A>w)和<P>f=
g
2σ2
Im(<A>w),其中<·>f 代表可观测量在|Φf>下的

平均值且假定dσ/dt=0。对于更一般的测量仪器

态的可观测量M,其在|Φf>下的位移由弱值的实部

和虚部共同决定,可以写为

<M>f =igRe(<A>w)<P,M  >+gIm(<A>w)(P,M  -2<P><M>), (2)

式中:<·>代表算符在|Φ>下的平均值;P,M  =
PM-MP;P,M  =PM+MP。Parks和 Gray[34]

推导了弱值为复数的情况下,任意可观测量M 在测

量仪器态|Φf>下的方差Δ2|Φf
>M,并认为当 M=P

或M=Q 时,该方差与弱值的虚部以及可观测量P
或Q 在测量仪器态|Φ>下的三阶中心矩相关。由于
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作为复数的弱值能够同时引起测量仪器态在q 和p
空间的位移,因此 Knee和Pan用量子态的准概率

分布(即 Wigner函数)来描述|Φ>f 在q-p 空间的

联合分布情况,以更直观地描述任意可观测量在

|Φ>f 下的位移与方差[35-36]。实际上,测量仪器态的

形式除了是常用的高斯分布态外,还可以是更为一

般的量子态,甚至可以是混合态[37-51]。
从上文的推导可以看出,弱值放大理论依赖于

两个近似条件的成立。条件之一为弱测量近似

(g≪σ),该近似条件为利用冯·诺依曼测量提取前、
后选择量子系统的弱值提供了可能。条件之二为弱

值放大近似,该近似决定了不能在测量仪器态|Φ>f
下观测到固定耦合强度g 无限放大的位移。当

<A>w 很大时,公式 maxng
<ψf|An|ψi>1/n

<ψf|ψi>
≪σ 中

n>1的高阶项不能被忽略。Wu等[52]引入广义高

阶弱值<A>m,lw 的概念,并将测量仪器态的位移展开

至耦合强度的二次项,结果发现测量仪器态的位移

随着 <ψf|ψi> 的 减 小 存 在 一 个 极 值。当 满 足

A2=I时,可以得到<Q>f 和<P>f 关于任意耦合强

度g 的精确表达[53-61]。2020年,Pan等[36]在实验工

作中给出了测量仪器态在不同耦合强度下的位移随

后选择量子态的变化趋势,展示了从强测量到弱测

量再到弱值放大极限下,测量仪器态的位移由正比

于可观测量A 在后选择态|ψf>下的平均值<A>f 转

变为正比于g<A>w 的过程。
在利用弱值描述测量仪器态以及前、后选择的

量子系统相互作用后的位移时,在<ψf|ψi>=0的条

件下,<A>w 的定义是缺失的,这种情况被称为正交

弱测量。为了沿用弱值的概念描述正交弱测量时测

量仪器态的位移,Wu等[52]提出了正交弱值<A>ow
的概念,在正交弱测量情况下,测量仪器态的位移与

正交弱值之间存在简洁的正比关系。Nakamura
等[57]在满足A2=I 的条件下给出了<Q>f 和<P>f
关于任意耦合强度g 的精确表达,Pang等[62]系统

分析了正交弱测量和接近正交弱测量时,测量仪器

态位移的具体表现。

2.2 弱值放大的应用

1991年,Ritchie等[63]首先在光学系统中实现

了对弱值的测量。在该实验中,研究者将光子的偏

振自由度作为量子系统,将光子的横向空间分布作

为测量仪器态,利用偏振片实现了对量子系统的前、
后选择,将由双折射晶体引起的光束横向位移放大

了近20倍。该实验所展示的在光学系统中测量弱

值的实验思路为利用弱值放大技术测量微小物理量

提供了参考。2008年,Hosten等[64]利用弱值放大

实现了对光子自旋霍尔效应引起的光束横向位移放

大10000倍的测量,其测量灵敏度在未隔离空气扰

动和机械振动下可达0.1
 

nm,揭开了弱值放大技术

在 测 量 微 小 物 理 量 方 面 应 用 的 序 幕;2009—

2010年,Dixon团队[65-66]利用弱值放大技术对处于

Sagnac干涉仪中的反射镜的微小偏转进行了测量,
测量灵敏度可达400

 

frad;2009年,
 

Qin等[67]将弱

值放大技术用于研究平板空气-玻璃界面反射的自

旋霍尔效应[67];2010年,Brunner等[68]结合光学探

测器在时域和频域的分辨率,在理论上证明了弱值

放大技术在测量纵向相位的分辨率极限上比传统的

干涉方法高三个数量级;2010年,Starling等[69]发

现用弱值放大技术测量相位可以达到与平衡零差探

测器相近的灵敏度,并用2
 

mW 连续激光实现了光

学频率 灵 敏 度 为129
 

kHz/ Hz的 精 密 测 量[70];

2011年,Feizpour等[71]提出了对单光子非线性效应

进行放大测量的理论方案,Zilberberg[72]提出了对

电荷传感进行放大测量的理论方案,还有学者提出

了基于弱值放大的干涉光学自准直方案[73]、基于光

学杠杆增强的角度偏转传感方案[74]和旋光性测

量[75]方案;2012年,Zhou等[76]利用弱值放大技术

研 究 了 光 在 纳 米 金 属 薄 膜 上 的 自 旋 霍 尔 效 应,

Gorodetski等[77]同时利用弱值的实部和虚部分别

在位置和动量空间上观测了等离激元的自旋霍尔效

应,Stone等[78]将对温度变化的感知转化为对光束

偏转的测量,利用弱值放大技术实现了灵敏度为

0.2
 

mK的温度测量;2013年,Viza等[79]利用宽脉

冲对物体移动导致的多普勒效应进行了弱测量,通
过对脉冲到达时间进行测量实现了对灵敏度为

400
 

fm/s的物体运动速度的放大测量;2013年,

Jayaswal等[80]实现了对光在全反射时产生的Goos-
Hänchen位 移 的 放 大 测 量;2011—2013 年,Xu
等[81-82]利用白光光源对光脉冲延迟实现了阿秒级分

辨率 的 测 量;2014 年,Jayaswal等[83]实 现 了 对

Imbert-Fedorov效应的测量;同年,Magaña-Loaiza
等[84]利用含有角动量的光学模式作为测量仪器态,
首次实现了对径向旋转角度放大100倍的测量;

2017年,Hallaji等[85]在实验中实现了对单光子非

线性效应的放大,使得观测到的单光子造成的非线

性相位变为原来的8倍;2017—2018年,文双春团

队利用弱值放大技术对光子在光学超表面上的自旋

霍尔效应[86]、石墨烯上的古斯汉欣位移[87]、外尔半
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金属在动量空间中的外尔点的分离[88]进行了观测。

2021年,Steinmetz等[89]在光学芯片上实现了对光

学频率的弱值放大测量,在2
 

mW 的光功率下,测

量精度可以达到19
 

Hz/ Hz。

3 弱值放大技术的性能与发展

随着弱值放大效应在微小物理量测量方面的广

泛应用,人们对弱值放大技术能否提供超越传统测

量方案的测量精度展开了激烈讨论。3.1节介绍量

子精密测量理论以及评价量子精密测量方案的两个

重要指标———量子Fisher信息和信噪比;3.2节回

顾量子精密测量理论应用于分析弱值放大的测量精

度;3.3节回顾量子资源应用于弱值放大以提升测

量精度的若干方案;3.4节回顾弱值放大技术在抵

抗测量装置动力学噪声以及在非理想探测情况下展

现出的测量精度优势;3.5节回顾若干经过改进的

弱值放大方案,这些方案进一步提升了弱值放大方

案的参数估计精度以及抵抗噪声的能力。

3.1 量子精密测量理论

在量子精密测量理论中,对单个参数g 进行估

计的一般流程如图2所示:首先制备一个量子态ρ,
并将其作为指针,将其在含有参数g 的过程Ug 中

进行幺正演化,演化结果为含有待测参数g 的量子

态ρg =UgρU†
g;接 着 对 ρg 进 行 正 值 算 子 测 量

(POVM)Πx 得到概率分布P(x|g);最后利用适当

的估计方法Ω(x)实现对参数g 的估计。

图2 量子精密测量的一般过程

Fig 
 

2 General
 

procedure
 

of
 

quantum
 

metrology

  对参数g 估计的精度是指多次测量结果相互

接近的程度,通常用方差δ2g(或标准差)来量化。
对于一个特定的概率分布P(x|g),不同的估计方

法得到 的 g 的 估 计 值 的 方 差 存 在 一 个 下 限,即

Cramér-Rao界限:δ2g≥1/(νFg),其中ν为测量次

数,Fg 为概率分布P(x|g)关于参数g 的Fisher
信息。Fisher信息量化了概率分布中蕴含的关于参

数估计精度的信息量,描述了概率分布P(x|g)对
参数g 改变的敏感程度。Fisher信息Fg 对量子态

的混合具有凸性,对多次独立的测量具有可加性。

Cramér-Rao界限是一个渐进界限,在无偏估计中,
使用有效的估计方法(如贝叶斯估计和最大似然估

计)对足够多次的测量结果进行估计能够渐近达到

该精度极限。
上面的讨论均固定量子态ρg 和测量算符Πx,

只针对估计方法Ω(x)进行优化;然而采用不同的

测量算符对量子态ρg 进行测量时,会得到不同的

概率分布,需要进一步对测量方式进行优化,使得得

到的概率分布关于参数g 的Fisher信息最大,该最

大的 Fisher信 息 被 称 为 量 子 Fisher信 息 Qg =
max Πx  Fg。量子Fisher信息 Qg 量化了量子态

ρg 对于参数g 改变的敏感程度[90-91]。
为了探索量子精密测量的精度极限,需要对入

射指针态ρ 以及演化过程Ug 进行优化,以最大化

ρg 的量子Fisher信息。m 个经典关联的指针态

ρc=ρ
(1)ρ

(2),…,ρ
(m)的最大量子Fisher信息

Qg=mQ(j)
g ,其中Q(j)

g 为量子态ρ
(j)
g 的量子Fisher

信息。根据Cramér-Rao界限,可以得到ρc
g 对参数

g 估计的精度极限满足δg∝1/ m,该极限称为标

准量子极限(SQL)。在光学精密测量中,平均光子

数为 N 的光学相干态在线性光学干涉仪中的相位

估计精度极限为δφ∝1/ N ,该极限与标准量子极

限的表现相同,被称为散粒噪声极限(SNL)[92]。

m 个指针态的最大纠缠态ρq 对参数g 估计的精度

极限满足δg∝1/m,该极限称为海森堡极限(HL),
在使用相同指针态数目的情况下,海森堡极限的精

度相较标准量子极限提升了 m 倍[93-96]。
除了测量精度以外,信噪比(SNR)也是衡量测

量系统性能的一个重要指标。在上文所描述的量子

精密测量方案中,信噪比定义为

SNR=
νg
Var(g)

, (3)

式中:g=∫gP(g|x)dx 和Var(g)=∫(g-g)2·
P(g|x)dx 分别为待估参数g 的平均值和方差,其
中条件概率P(g|x)=P(x|g)P(g)/P(x)。从

(3)式中可以看出,信噪比评价的是量子态ρg 经过

量子测量Πx 得到概率分布P(x|g)后,利用对所有

测量结果求平均值的估计方法得到的参数估计值与

其涨落之间的比值。因此,当用相同的测量算符Πx
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对量子态ρg 进行测量,并且采用求测量结果平均值

的估计方法能够饱和Cramér-Rao界限时,利用经

典的Fisher信息和信噪比这两个指标评价一个测

量方案的测量精度是等价的。进一步地,如果该测

量算符Πx 是满足经典Fisher信息等于量子Fisher
信息的最优测量时,信噪比与量子Fisher信息在评

价一个量子精密测量方案的测量精度上是等价的。

3.2 弱值放大方案的精度分析

在弱值放大方案中,测量系统的初始态为量子

系统和测量仪器的联合态|Ψ>=|ψi>|Φ>,演化

过程遵循相互作用的哈密顿量H=gδ(t-t0)AP,
得到相互耦合的联合态为|Ψj>,耦合强度g 为待估

参数。当A=|+1><+1|-|-1><-1|时,测量仪

器态为1)式所示的高斯态,则Qj=1/σ2。在传统的

测量方案中,测量仪器态|Φ>经过哈密顿量 H=
gδ(t-t0)P 的演化,得到|Φc>,|Φc>关于参数g 的

量子Fisher信息为Qc=4<P2>=1/σ2=Qj
[97]。弱

值放大的后续过程包括对量子系统的后选择以及对

测量仪器态进行量子测量,研究证明,在测量阶段的

量子资源(如使用非经典态进行后选择等)并不会提

高对参数估计的精度极限[93-94];因此,联合态|Ψj>
包含的量子Fisher信息Qj 决定了弱值放大方案中

量子Fisher信息的上限,即在上述典型的弱值放大

技术理论模型下,弱值放大方案的测量精度始终不

优于传统的测量方案[41,98-99],然而后选择过程可以

将几乎全部的关于参数的测量精度信息集中于后选

择成功的少量样本中,使其有可能在特定的环境下

发挥测量精度的优势[100-102]。

Zhang等[103]对经历后选择过程的经典或量子

Fisher信息在子系统各个组分上的分布进行了详细

分析。对联合态|Ψg>进行后选择时,将量子系统投

影到后选择态|ψf>上,联合态的量子Fisher信息

Qj 被分为三部分:概率为pf 的后选择成功时测量

仪器态|Φf>所包含的量子Fisher信息Qf,概率为

pr=1-pf 的后选择失败时测量仪器态|Φr>所包

含的量子Fisher信息Qr,后选择成功或失败的概

率分布{pf,pr}中所包含的关于参数的经典Fisher
信息Fp。即

Qj =pfQf +(1-pf)Qr +Fp。 (4)
人们通常只关注后选择成功的测量仪器态|Φf>所
包含的量子Fisher信息pfQf,以及后选择成功的

概率pf 所包含的经典Fisher信息Fp,因此通常定

义弱 值 放 大 过 程 的 量 子 Fisher信 息 为 Qwva=
pfQf+Fp。

接下来,在满足公式 maxng
<ψf|An|ψi>1/n

<ψf|ψi>
≪

σ所示的弱值放大近似条件下,比较Qwva 与Qj。此

时,后选择成功的概率pf 为参数g 的常函数,因
此Fp=0。在平衡的测量仪器态条件下(<P>=0)
可以 得 到 pfQf =4 <ψi|A|ψf>2<P2>和 Qj=
4<P2>[104-105]。因此,当量子系统的前后选择态满足

|ψf>=A|ψi>/<A2>1/2 时,pfQf=Qwva=Qj=Qc,
即后选择成功的测量仪器态可以承载联合态中所有

关于参数g 的量子Fisher信息,并且最优化的弱值

放大方案对参数估计的精度极限与传统测量方案的

精度极限相同。当 <ψf|ψi>逐渐趋近于0时,弱

值放大近似条件 maxng
<ψf|An|ψi>1/n

<ψf|ψi>
≪σ 不满

足,此时仍然选择|ψf>=A|ψi>/<A2>1/2,pfQf 会

逐渐减小,Fp 会逐渐增大,保持prQr~O(g2),因
此弱值放大的量子Fisher信息Qwva 仍与Qj 十分

接近[106]。
若要提取量子态中参数的信息,就需要对量子

态进行最优的量子测量,将关于参数的所有信息由

量子态转化到经典的概率分布中,使得到的概率分

布关于参数g 的经典Fisher信息Ff 等于Qf。有

两种特殊情况是弱值为纯实数或纯虚数,在当前耦

合方式下,它们对应的最优测量分别为q 或p 空间

的投影测量。由于这两种投影测量在实验操作中容

易实现,因此基于纯实数或纯虚数的弱值放大方案

得到了广泛应用。以下将基于纯实数或纯虚数的弱

值放大分别简称为“实弱值放大”或“虚弱值放大”。
在虚弱值放大方案中,对耦合系数g 的测量可

以从传统测量方式在q空间的测量转化到该方式在

p 空间的测量。在最优化精度的虚弱值放大方案

中,|ψi>与|ψf>的 选 择 均 与 耦 合 强 度 相 关。

2017年,Li等[107]模拟了利用自适应方法寻找最优

测量精度的虚弱值放大方案的过程。在最优的|ψi>
和|ψf>下,对测量仪器态进行测量得到的概率分布

的经典Fisher信息满足pfF
(p)
f =pfQf=4<P2>。

值得注意的是,该结论对测量仪器为混合态的情况

仍然成立,可以通过对测量仪器态加入经典噪声增

大<P2>来获得更高的测量精度。这一重要结论说

明虚弱值放大方案在利用白光测量光学相位、利用

压缩态提高测量信噪比、利用混合相干态实现海森

堡斜率的测量精度以及抵抗动力学噪声等方面发挥

了重要作用。
在最大化pfQf 的条件|ψf>=A|ψi>/<A2>1/2
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下,弱值 Aw=<A2>/<A>始终为实数,并且pf=
<A>2。因此,在实弱值放大中可以灵活地选取

|ψi>和|ψf>,使后选择成功概率pf 在满足弱值放

大近似的一定范围内变化,而始终保持经典Fisher
信息pfF

(q)
f =pfQf=Qj。该性质为实弱值放大方

案在灵活选择探测光子数(以应对光电探测器的噪

声与饱和)方面提供了最优的解决方案[108]。

3.3 量子增强的弱值放大方案

在量子精密测量中,使用纠缠态、压缩态等量子

资源可以将参数的测量精度极限由散粒噪声极限提

升到海森堡极限。上文所介绍的弱值放大过程仅使

用了单粒子的叠加态,鉴于此,研究人员开始探讨是

否有可能利用量子资源提升弱值放大的测量精度。
下面主要介绍三类工作,分别从弱值放大技术中的

量子系统态、测量仪器态以及量子系统与测量仪器

之间的耦合方式着手,利用量子资源提升弱值放大

的测量精度。

2014年,Pang等[109]从量子系统的前、后选择

态出发,在理论上证明了利用n 个纠缠的量子比特

作为量子系统前选择态|Ψi>,在保持弱值相同的情

况下可以将后选择成功概率提高n 倍(与n 个独立

的量子比特相比),在保持后选择成功概率不变的情

况下可以将弱值提升为原来的 n倍;这两种提升效

果均可以使弱值放大的测量精度提升至海森堡极

限。Chen等[110]与Stárek等[111]分别在光子系统的

实验中验证了该理论。2015年,Pang等[112]在理论

上分析了利用纠缠的量子系统态可以实现对探测器

读出噪声的抑制。

2015年,Pang等[113]从测量仪器态出发,利用

压缩相干态作为测量仪器态,分别基于平均测量结

果所对应的信噪比以及最大似然估计所对应的

Fisher信息这两个指标,比较了弱值放大方案和传

统测量方案。在信噪比的相关分析中发现,在相互

作用的哈密顿量H=gAΩδ(t-t0)以及虚弱值放大

的情形下,弱值放大与传统测量方式的信噪比分别

满足SNRwva∝
 

Var(Ω)和SNRcm∝
 

1/Var(M),由
于压缩相干态下测量仪器态的共轭可观测量Ω 和

M 不满足最小不确定性关系,Var(Ω)Var(M)大于

满足最小不确定性关系的相干态,因此利用压缩相

干态的弱值放大与传统测量方式的信噪比之比

SNRwva/SNRcm 相较于相干态的测量仪器会有所提

高。在利用量子Fisher信息Q 对弱值放大与传统

测量方式的信噪比进行分析后发现,最优后选择下

弱值 放 大 方 案 下 的 量 子 Fisher 信 息 Qwva =

4<A2>i Var(Ω),最直接(量子系统初始态为A 的本

征态,<A>i =1)的传统测量方式下的量子Fisher
信息Qcm=4Var(Ω),其中<·>i 为可观测量在前选

择态下的平均值,可以看出Qwva≤Qcm。

2015年,Zhang等[103]在理论上提出了将量子

比特系统和相干态测量仪器在相空间进行耦合的方

案,耦合哈密顿量为H=-gδ(t-t0)Anm,其中nm

为光子数算符。分析后发现,在这种耦合方式下,联
合态关于参数g 的量子Fisher信息Qj 可以达到海

森堡极限的尺度(Qj~O(n2),以下称为“海森堡尺

度”),并且量子系统的投影测量可以达到该海森堡

尺度的精度极限,即后选择成功或失败的概率分布

所包含的经典Fisher信息Fp∝n2[103-114]。在实验

上,Chen等[115]利用非线性光纤中的交叉相位调制

效应实现了相空间耦合的哈密顿量,耦合强度g 为

待测的三阶非线性系数。Chen等采用两种测量仪

器态及对应的测量方式实现了对参数g 的测量。
第一种测量仪器态为相干态[115],采用Zhang等[103]

提出的理论框架对经过耦合的量子系统单光子末态

进行投影测量,实现对参数g 的估计(其精度达到

海森堡尺度的原因目前还是一个开放的问题)。第

二种测量仪器态为相干态的混合[116]。其采取的测

量方式如下:对经过后选择的测量仪器末态的光子

统计分布进行测量,然后利用前文所述的虚弱值放

大技术结合经典混合技术,将平均光子数为N 的光

学态沿相空间径向的光子数涨落由相干态δn=

N 增加到δn=N,对参数g 实现了海森堡尺度的

估计精度,该估计精度的提升主要来自相干态经典

混合的贡献。

3.4 弱值放大在特定噪声存在下的优势

噪声是阻碍精密测量方案实现量子极限测量精

度的重要因素,为了避免噪声对测量精度的影响,通
常需要设计精良的实验器件以及控制严格的实验环

境来隔绝噪声,这为实用的精密测量技术增加了一

定成本。为了提高测量技术的实用性,发展具有噪

声容忍度的测量方案具有重要意义。鉴于弱值放大

方案在未隔绝噪声的前提下测量微小物理量所取得

的成功,人们开始具体研究弱值放大方案在有噪声

存在的实验条件下,相比传统测量方案是否具有测

量精度的优势[117]。2013年,Knee等[118]在理论上

证明了弱值放大方案在量子系统的退相干噪声下测

量量子系统的相位参数时,相较于传统测量方式不

具备测量精度的优势。2016年,Pang等[119]在理论
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上得出了对耦合强度进行测量时,大的弱值会对测

量过程中由量子系统退相干导致的系统误差具有抑

制作用的结论。本节主要回顾在光学精密测量中,
弱值放大方案与传统测量方式在两类噪声存在下的

性能比较。其中,第一类噪声是由空气抖动、光学器

件偏转或位移等导致的动力学噪声,第二类噪声是

光电探测器在响应过程中的电噪声以及饱和造成的

非线性响应。
在将高斯光束的空间模式作为测量仪器态的弱

值放大方案中,对光束偏转或位移的测量可以分别

由实弱值放大或虚弱值放大来完成,同时,初始测量

仪器态可能存在的噪声也分为横向的位移噪声与偏

转噪声。本文首先讨论噪声与待测参数在同一空间

的情况下,当测量仪器态噪声为高斯白噪声时,利用

实弱值放大并不会带来测量精度或信噪比提升的优

势。2011年,Feizpour等[71]分析了该测量仪器态噪

声为关联噪声的情况,由于大多数情况下关联噪声

的具体参数是未知的,因此只能通过求平均的方法

对参数进行估计。当噪声的关联时间比信号的采集

时间长时,对信号的平均几乎不能改善关联噪声带

来的误差,因此传统测量失去了其探测样本多的优

势,而弱值放大对信号的放大作用可以提升信噪比。

2014年,Ferrie等[120]与Jordan等[121]的工作共同表

明:若已知关联噪声的具体参数,当利用最大似然估

计实现对参数的估计时,弱值放大中的放大效应并

不会带来测量精度的提升。而利用虚弱值放大方案

可以实现在傅里叶空间中对参数的测量,此时,与待

测参数处于同一空间的噪声对测量精度的影响仅来

源于光学传播衍射效应的修正项,该修正项在弱值

放大极限下可以忽略[121,122-124]。
当噪 声 存 在 于 测 量 信 号 的 傅 里 叶 空 间 时,

Kedem等[124]发现虚弱值放大可以利用噪声带来的

测量仪器态的额外展宽来提升测量的信噪比。该原

理与上文提到的Pang等利用压缩态在相空间特定

方向的展宽来提高信噪比以及利用白光光源实现对

光脉冲时间延迟测量的原理相同。Knee等[125]进一

步考虑了测量仪器态在位置和动量空间相对于各空

间的展宽具有同等强度的噪声,得到结论:仅利用弱

值放大中的放大效应进行测量不会表现出比传统测

量方案更高的信噪比。

2014年,Jordan等[121]还比较了探测器位置出

现横向移动的高斯白噪声时,弱值放大方案与传统

测量方式的测量精度。传统的测量方式需要使用长

焦距透镜来实现光束偏转在傅里叶空间的测量,当

焦距足够大时,传统测量方式对探测器的位移噪声

具有鲁棒性,但是光路长度的增加也会导致测量仪

器态存在额外的受空气扰动影响的风险;而虚弱值

放大技术使用了增大光束宽度的措施,在提高测量

精度的同时,也增加了对该噪声的鲁棒性,并且对光

路长度没有要求,因此更具优势[126]。
光电探测器是光学精密测量中不可或缺的组成

部分。为了在短时间测量过程中获得尽可能高的测

量精度,人们希望将强度尽可能大的光入射到测量

装置中,因此就造成了探测阶段可能存在探测器饱

和的问题。2017年,Harris等[127]在理论上系统探

讨了利用弱值放大技术规避探测器饱和,从而提升

测量精度的可能性。

Xu等[108]在2020年的工作中比较了最优化精

度的实弱值放大和虚弱值放大情况下,测量仪器态

所承载的最大的量子Fisher信息随后选择成功概

率的变化,结果发现:对于实弱值放大方案,越大的

后选择成功概率意味着越大的量子Fisher信息,并
且在很宽的后选择成功概率范围内,后选择成功的

测量仪器态总能承载几乎所有的量子Fisher信息。
基于对光电探测器噪声的准确标定,该工作通过实

验比较了实弱值放大与传统测量方式的测量精度,
演示了传统测量方式下探测器存在饱和时,弱值放

大方案能够有效规避饱和,进而提供更高的测量精

度。进一步,弱值放大方案可以根据探测器噪声与

饱和阈值的具体情况调整后选择成功的概率,在特

定入射光子数情况下实现最优的测量精度,进而在

远大于传统测量探测器动态范围的情况下实现接近

散粒噪声极限的测量精度。

3.5 改进的弱值放大方案

随着人们对弱值放大方案测量精度以及对特定

噪声条件下弱值放大方案测量精度优势的研究,一
系列受弱值放大方案启发或在弱值放大基础上进行

改进的精密测量方案被陆续提出。本节主要回顾四

种改进的弱值放大方案,并阐明这些方案相比标准

的弱值放大方案在测量精度与信噪比方面的优势。
第一种改进方案被称为“能量回收的弱值放大”

(power-recycling
 

weak-value
 

amplification)方 案。

Dressel等[128]与Lyons等[129]分别在理论上研究了

脉冲光与连续光在弱值放大中的能量回收方案,其
基本思想是利用普克尔斯盒(脉冲光)或部分反射镜

(连续光),将后选择失败的光子回收利用后继续入

射测量装置,等效于在回收反射镜与干涉仪的出射

端口形成光学腔,在保持弱值不变的前提下,大幅提
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高通过后选择的光子数,进而提高信噪比和测量精

度。2016年,Wang等[130]在实验中演示了能量回收

的弱值放大方案,该方法得到的对光束微小偏转的

测量信噪比超过了传统测量方式或标准弱值放大方

案下的散粒噪声极限。
第二种改进方案被称为“接近平衡的弱值放大”

(almost
 

balanced
 

weak-value
 

amplification)方案,

该方案将|ψi>=(|0>+|1>)/2作为前选择态,将
两个与|ψi>内 积 几 乎 相 等 的 态|ψq>=(|0>+

iqeiε|1>)/2(q=-1,+1)作为后选择态,通过测量

后选择成功的测量仪器态得到概率分布fq=-1 和

fq=+1,待测参数可以从两组概率分布中估计得到。

2013年,Strübi等[131]在消除系统误差以及对相位

噪声的鲁棒性等方面验证了该方案优于标准弱值放

大方案。2016年,Fang等[132]在实验中演示了该方

案的优越性,并发现该方案对由波长依赖的光学器

件 造 成 的 误 差 也 有 一 定 的 容 忍 度。Martínez-
Rincón等[133]利用该方案测量了波片转速,通过计

算I+=fq=+1+fq=-1 和I-=fq=+1-fq=-1,得到

了与虚弱值放大类似的对参数的放大效果(放大系

数为弱值的一半),然而该放大效果对应的信号强度

(反比于放大系数)大于弱值放大对应的信号强度

(反比于放大系数的平方)。由于I+ 为初始的测量

仪器态,因此在利用该方案测量参数时,不需要提前

标定测量仪器态的参数,从而避免了测量的系统误

差。2017年,Liu等[134]利用该方案对反射镜偏转速

度进行测量,演示了接近平衡的弱值放大方案对不

完美的光学干涉更不敏感,能够在弱值放大方案由

于不完美的干涉效应失效时,能够提供的放大倍数为

弱值放大最大放大倍数的24倍。
第三种方案称为“倒弱值放大”(inverse

 

weak-
value

 

amplification)方案。该方案工作在弱测量近

似成立,且前后选择态十分接近正交导致弱值放大

近似不成立的条件下。该方案通过引入微小的耦合

参数g,实现对量子系统前选择态中的相位ϕ 进行

放大测量。由于弱值 <A>w ∝1/ϕ,后选择成功的

测量仪器态的平均位移<x>∝ϕ/g∝1/ <A>w ,因
此该方案称为倒弱值放大方案。2010年,Starling
等[69]利用该方案实现了对相位的放大测量,在仅探

测15%入射光子的前提下,测量灵敏度就与平衡零

差探测器接近。2017年,Martínez-Rincón等[135]利

用该方案在低频情况下实现了对反射镜偏转的精密

测量。2018年,Lyons等[136]在理论上证明了倒弱

值放大与标准弱值放大技术在噪声抑制方面有相似

的鲁棒性。
第四种方案称为“偏斜弱值放大”(bias

 

weak-
value

 

amplification)方案。该方案利用预设的耦合

参数β将前选择的量子态|ψi>=
1
2
(|0>+|1>)与

平均值为p0 的测量仪器态耦合起来,并将量子系

统后选择到量子态|ψf>=
1
2
(eiε|0>+e-iε|1>)。当

满足p0β+ε=mπ时,后选择成功的测量仪器态的

位移由标准的弱值放大方案中正比于测量仪器态在

p 空间的方差(Δp)2 变为正比于p2
0,当p0≫Δp

时,该方案能够在更低的后选择成功概率下实现比

标准弱值放大更大的参数放大倍数,因而能够有效

避免探测器饱和,通过探测更少的光子来提高测量

精度[137]。偏斜弱值放大方案在通过测量光谱位移

实现光学纵向相位改变的精密测量中具有重要应

用[138-140]。

4 直接层析的基本原理与应用

量子层析是表征量子系统(包括量子态、量子过

程和量子测量)的重要手段,本文以量子态层析为例

来简述量子层析理论的基本过程。考虑一个d 维

的未知量子态(用密度矩阵ρ 来表示),为了得到密

度矩阵中d2-1个独立的未知参数,至少需要用

d+1组d 输出的投影测量构成层析完备的测量集

E(k)
j  对未知量子态的多个拷贝进行测量。根据波

恩规则,第k组投影测量得到测量结果j 的概率为

P(k)
j =TrρE

(k)
j  。由于统计误差的存在,通常用最

优化方法重构得到最接近测量结果概率分布的量子

态ρ
[141-142]。在传统量子态层析过程中,完备的量子

测量集与态重构算法是必不可少的。随着量子态维

度的增加,完备测量集的规模以及重构算法的复杂

度也会随之增加。量子态层析方法是对量子态全部

信息的整体重构,在某些情况下,比如对量子纠

缠[143]、量子相干性[144]进行探测以及对量子态进行

验证[145]时,只需要量子态的部分信息,因此利用传

统的量子态层析技术表征量子态就会造成效率低下

和资源浪费。本章将介绍基于弱值的量子层析方

法———直接量子层析,该方法通过设计量子系统的

可观测量和后选择态,建立未知量子态波函数的概

率幅或密度矩阵矩阵元与弱值的关系,通过测量对

应的弱值(无需重构算法)即可直接得到量子态的对

应信息。
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4.1 纯态波函数的直接层析

当测量波函数|ψ>在|x>表象下的概率幅ψ(x)
时,如果利用投影算符πx=|x><x|对|ψ>进行强测

量,|ψ>将坍缩到投影算符πx 的本征态上,得到概

率分布P(x)= ψ(x)2,因此会丢失ψ(x)的相位

信息。2011年,Lundeen等[146]首先提出了利用弱

测量和弱值直接测量量子态波函数的方案,该方案

首先用一个光子偏振态|Φ>作为测量仪器态与光子

的空 间 波 函 数|ψ>在 相 互 作 用 哈 密 顿 量 H =
απxσy 下进行耦合,其中σy=-i|0><1|+i|1><0|。
当α≪1时,该耦合过程可以实现对投影算符πx 的

弱测量。随后再将量子系统投影到动量空间|p>作
后选择,可以得到弱值

<πx>w =
<p|x><x|ψ>
<p|ψ>

。 (5)

  当只考虑一个特定动量本征态|p=0>的后选

择时,结合<p|x>=exp(ipx),(5)式可以化简为

<πx>w=kψ(x),其中k=1/ϕ(0)。ϕ(p)为|ψ>在p
表象下的波函数,即投影测量算符πx 的弱值正比

于光子在x 空间的波函数。通过测量后选择成功的

测量仪器态|Φp>,可以提取弱值的实部和虚部,为

<πx>w =
1
sin

 

α
(<Φp σx Φp>-i<Φp σy Φp>)。

 

(6)
将对πx 的弱测量在x 空间进行扫描,并在每个位

置x 测量出<πx>w,再利用归一化条件,即可得到完

整的波函数ψ(x)=<πx>w∫dx <πx>w 2。

这种对波函数直接测量的方法给出了波函数在

实验操作角度上的定义,简化了传统量子态层析中

所需要的信息完备的量子测量,避免了传统量子态

层析中所需的重构算法,为层析复杂的高维量子态

打开了新的大门。2012年,Fischbach等[147]将该方

法推广到对光场相空间波函数的直接测量中;这种

直接测量波函数的方法也适用于分立的量子态空

间,例如光子偏振、光子轨道角动量等。2013年,

Salvail等[148]将直接测量波函数的方法应用到对光

子偏振态的层析中;2014年,Malik等[149]利用该方

法实现了对27维光子轨道角动量叠加态波函数的

直接测量。

4.2 一般量子态的直接层析

上节所述的直接层析的方法仅适用于对纯态波

函数的直接测量,而一个量子系统有可能与外部环

境发生相互作用而导致经典的不确定性,变成一个

混合态,这种更为一般的量子系统通常用密度矩阵

ρ 或 狄 拉 克 分 布 Sρ 来 描 述[150-151]。2012 年,

Lundeen等[152]在直接测量纯态波函数的基础上提

出了两种对一般的量子态密度矩阵进行直接测量的

方法。
第一种方法是对量子态狄拉克分布进行直接测

量。量子态ρ 在相互正交基矢 |a>  下的密度矩阵

的矩阵元为ρa1a2=<a1|ρ|a2>,而量子态的狄拉克

分布需要另一组相互无偏基 |b>  满足 <a|b>=

∑
N-1

a=0
exp(i2πab/N)/ N,因此 |b>  始终是 |a>  的

一组傅里叶基,ρ 的狄拉克分布定义为Sρ(a,b)=
<a|ρ|b><b|a>。要实现对Sρ(a,b)的直接测量,仍
然需要对投影测量算符πa=|a><a|进行弱测量,之
后再将量子系统投影到|b>作后选择,得到弱值

<πw
a>bρ=<b|πaρ|b>/<b|ρ|b>=Sρ(a,b)/pb,其中

pb 为在弱测量近似下后选择成功的概率。对投影

测量算符πa=|a><a|和 后 选 择 态|b>分 别 在

|a>  和 |b>  中进行扫描,并记录后选择成功的概

率 pb 以 及 测 量 对 应 的 弱 值 <πw
a>bρ,即 可 得 到

Sρ(a,b)=pb<πw
a>bρ。2013年,Salvail等[148]将该理

论方案应用于一般的光子偏振态的直接层析中;在
实验中,他们将光子的横向空间分布波函数作为测

量仪器态,利用薄的双折射晶体将光子偏振与光子

的空间位置耦合起来,实现了对光子偏振态狄拉克

分布的直接测量。2014年,Bamber等[151]利用光子

偏振态作为测量仪器,将对纯态的光子横向分布波

函数的测量扩展到混合态,实现了对光子横向自由

度混合态的狄拉克分布的直接测量。
第二种方法是利用串行弱测量对量子态密度矩

阵元素ρa1a2=<a1|ρ|a2>进行直接测量,对量子态

进行串行弱测量是研究不确定性关系[153]以及实现

量子层析的重要手段[154-158]。该直接层析方案引入

多个投影算符乘积Πa1a2=πa2πb0πa1
进行弱测量,

其中πb0=|b0><b0|,<a|b0>=1/d,得到的测量结

果称为弱平均值,即<Πw
a1a2
>ρ=<a1|ρ|a2>/d=

ρa1a2
/d。在实验操作中,对πa2

的弱测量可以由强

测 量 代 替。文 中 给 出 了 两 种 测 量 弱 平 均 值

<(EF)w>ρ 的方案。在方案一中,量子系统依次与

两 个 测 量 仪 器 耦 合,其 演 化 过 程 为 UT =
exp(ig2FP2)exp(ig1EP1),其中下标1、2代表两个

测量仪器态,弱平均值<(EF)w>ρ 可以通过对两个

后选择成功的测量仪器态进行联合测量得到,即
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<(EF)w>ρ=(g1g2)-1(2σ)2<a1a2>f,其中σ代表高

斯测量仪器态在q 空间的标准差,a=Q/2σ+iPσ。

2016年,Thekkadath等[159]在实验中利用该方案实

现了对光子任意偏振态的直接测量。在方案二中,
量子系统首先与第一个测量仪器态通过演化过程

U1=exp(-igDFD1)相互耦合,其中D1 为测量仪

器态的可观测量。量子系统与第二个测量仪器耦合

的强度取决于第一个测量仪器的位移,其演化过程

为U2=exp(-ig2EP2Q1)。在弱测量近似下,弱平

均值<(EF)w>ρ 的实部和虚部分别对应可观测量

D1 为P1 和Q1 时,测量仪器态在q空间的位移。

2013年,Wu[160]提出了针对一般量子态密度矩

阵的部分元素进行直接测量的方案。2019年,Ren
等[161]对直接测量密度矩阵的方案进行改进,提出

了仅用一个测量仪器态和一次量子系统与测量仪器

耦合即可实现对量子态密度矩阵进行直接测量的方

案。假 设 密 度 矩 阵ρ 在 |s>  基 下 的 矩 阵 元 为

ρs',-s,当s'=s时,ρs,-s 代表矩阵反对角线上的元

素。主对角线上的元素ρs,s 可以直接由投影测量获

得,非对角元素ρs'≠-s,-s 的测量需要先对X's',-s进行

弱测量,再将量子系统投影到|-s>上,得到弱值与

矩阵元的关系为ρs'≠-s,-s=<-s|ρ|-s><X's',-s>w/s。

4.3 多系统量子态的直接层析

上文回顾的应用都是对局域的量子态进行直接

测量。在量子力学中,多系统的量子态有可能出现

非局域或纠缠等特性,这些特性对量子信息领域的

发展至关重要,因此很有必要将该直接测量的层析

方法推广应用到多系统态。
对非局域的量子态进行直接测量需要对隶属于

各个子系统的可观测量A1,A2,…,AN 的联合弱值

 ∏
N

n=1
An w 进行测量,Lundeen和Resch[162]给出了

测量联合弱值的方案,即:用 N 个测量仪器分别与

N 个子量子系统进行耦合,之后对量子系统进行后

选择,通过测量N 个后选择成功的测量仪器态之间

的关联来提取联合弱值。研究结果表明,这种方法

对联合弱值的测量精度较低,需要大量的资源才能

够实现较为准确的测量[163]。Kedem和Vaidman[164]

对测量联合弱值的方法进行了改进,提出了通过测

量“模值”进而求解联合弱值的方法,有效提高了测

量联合弱值的效率和可行性。
当将量子比特作为测量仪器态时,量子系统的

可观测量O 在前后选择态|ψi>、|ψf>下的模值定义

为Om=<ψf|exp(-igO)|ψi>/<ψf|ψi>;当O=

Pn=|n><n|为投影测量算符时,弱值(Pn)w 与

(Pn)m 的关系可以表示为(Pn)m=1+s(Pn)w,其
中s=exp(-ig)-1。将A、B 两个子系统的投影

算符PA
j 和PB

j 相互对易后,联合弱值可以写为

(PA
jPB

l)w =s-2 (PA
j +PB

l)m -
(PA

j)m -(PB
l)m +1 。 (7)

该联合弱值(PA
jPB

l)w 正比于描述A、B 系统的量子

态|Ψ>在|j>A|l>B 基下的展开系数Ψj,l,可以被用

来实现对非局域两光子态波函数的直接测量。2019
年,Pan等[165]首次在实验中演示了采用测量模值的

方法对双光子纠缠态波函数进行直接测量。在实验

中,他们构造了双光子超纠缠源,将双光子路径纠缠

态作为测量仪器,对双光子的偏振纠缠态进行直接

测量。

2019年,Ren等[161]将测量单个系统量子态密

度矩阵的方法推广到多个系统密度矩阵矩阵元的直

接测量中。假设一个由 N 个子系统组成的量子态

ρ,每个子系统的维度为d,ρ 所在态空间的维度为

O(d)=N
n=1dn,则ρ 可以展开为

ρ=∑
O(d)

S,S'
ρS,S'|s1,…,sN><s'1,…,s'N|。 (8)

对矩阵元ρS,S'的测量可以转化为测量∏
N

n=1
An,1 的弱

值,其中第n 个子系统的后选择态为|sn>,则

ρS,S' =
ρS,S ∏

N

n=1
An,1 w

∏sn≠s'n
sn

。 (9)

在测量弱值时,将 N 个测量仪器分别与N 个子系

统在幺正过程U=∏
N

n=1
exp -igntnAn,1Fn  下进行

耦 合,之 后 将 量 子 系 统 后 选 择 到 |S>=
s1,…,sN 上,则弱值可以通过对后选择成功的 N
个测量仪器态的联合态进行测量得到,即

∏
N

n=1
An,1 w

 =
1

∏
N

n=1
gntn

∏
N

n=1
Kn f, (10)

式中:Kn=Rn+iFn,Rn 为Fn 傅里叶变换的共轭算

符。该测量方案对 N 系统量子态密度矩阵的直接

层析只需要对每个子系统进行一次耦合和一次后选

择即可,为通过实验直接层析N 系统量子态提供了

较高的可行性,且该方案易于扩展和集成,为集成量

子芯片实现直接量子态层析奠定了基础。

4.4 量子过程和量子测量的直接层析

量子态、量子过程、量子测量是量子信息处理的

1011004-11



特邀综述 第58卷
 

第10期/2021年5月/激光与光电子学进展

三个必不可少的要素,发展更简洁快速的方法对三

要素进行表征具有同等重要的意义。随着弱值在量

子态直接层析中取得巨大成功,研究人员开始探索

该直接层析方法在层析量子过程和量子测量中的

应用。

2018年,Kim等[166]首次提出并实现了利用两

个不相容可观测量的串行弱值[158]对量子过程进行

直接层析。该实验分别将两个光子的偏振态作为量

子系统和测量仪器,通过引入附属系统的方法,改进

了以往串行弱值测量过程中对两个测量仪器态的关

联测量,直接对最终的测量仪器态进行测量即可直

接得到串行弱值。通过合理选择量子系统的前、后
选择态以及可观测量,可以得到表征一个量子过程

的χS 矩阵的矩阵元正比于串行弱值,从而实现了

对量子过程的直接层析。

2020年,Xu等[167]利用未知的量子测量对量子

系统进行后选择,通过设计合理的量子系统的前选

择态和可观测量,首次提出了对量子测量[167-170]进

行直接层析的方案。该方案从对量子测量的回溯性

描述出发[171-176],结合弱值对量子系统前、后选择的

对称性,将对秩为1或更高秩的量子测量进行直接

层析的过程类比于对纯态或混合态的直接层析。
量子测量对应每个输出的测量算符的等效探测效

率是区别量子态层析的重要因素。由于量子测量

的各个测量结果对应的测量算符满足完备性条件

∑
n
Πn =I  ,因此使用量子测量对量子系统进行

后选择不会丢失任何资源。恰当地利用量子测量的

完备性条件会进一步提高对量子测量算符直接层析

的精度。

5 直接层析的性能与发展

基于弱值的直接量子层析最重要的是对弱值的

测量过程,对弱值测量的准确度和精度直接决定了

层析结果的可靠性。而最初的对弱值的测量依赖于

弱值放大近似,耦合强度越小,使用该近似得到的弱

值的准确性越高,但是对弱值测量的精度越低;增大

耦合强度虽然会提高对弱值的测量精度,但却会降

低对弱值测量的准确度。因此,为了同时提高弱值

测量的准确度和精度,必须开发一种在强测量条件

下测量弱值的方案。本章首先介绍量化量子态层析

准确度和精度的常用指标,接着介绍在任意耦合强

度下成立,无需近似的直接量子层析方案,最后介绍

几种能够进一步提高量子态层析效率的经过改进的

直接量子态层析方案。

5.1 量子态层析的准确度与精度

通常情况下,量子态层析的准确度由测量得到

的量子态ρexp 与理论量子态ρt 在态空间中的迹距

离D(ρexp,ρt)=Tr(ρexp-ρt )/2来量化。当量子

态为纯态时,即ρexp=|ψexp><ψexp|和ρt=|ψt><ψt|时,

D(ρexp,ρt)= 1- <ψexp|ψt>2= 1-F(ψexp,ψt),
其中F(ψexp,ψt)= <ψexp|ψt>2 定义为两个纯态的

保真度。对于两个一般形式的量子态ρexp 与ρt,保

真度定义为F(ρexp,ρt)=Tr ρtρexp ρt  2。保

真度与迹距离都是量化两个量子态相似程度的重要

指标,可以用于评价量子态层析的准确度。
量子态层析的精度是指层析得到的量子态在真

实量子态附近涨落的大小。传统的量子态层析基于

对量子态的全局重构,用 N 次实验重构(第k 次重

构得到的量子态为ρ
(k)
exp)的平均非保真度in

 

F=1-
1
N∑

N

k=1
F(ρ

(k)
exp,ρt)来量化量子态层析的精度。而直

接量子态层析的方法是对表征量子态的参数逐一进

行测量,因此通常将量子态中所有参数的涨落进行

加和来量化量子态层析的精度。对于纯态|ψ>=

∑
x
ψx|x>的直接层析,其精度可以定义为δψ=

∑
x
δψx

2,由密度矩阵ρ(狄拉克分布Ω)表征

的一 般 量 子 态 的 层 析 精 度 可 以 定 义 为 δ2ρ =

∑
d

i,f=1
δ2ρi,f δ2Ω=∑

d

i,f=1
δ2Ωi,f  ,其中δ2x=δ2Re(x)+

δ2Im(x)。除此以外,还可以用表征量子态特征参

数的涨落来量化量子态层析的精度,比如纯态的

量子比特与Bloch球面上的点一一对应,可以由俯

仰角θ 与方位角φ 来唯一确定,此时量子态的测量

精度 可 以 由θ 和φ 的 涨 落 来 描 述,即 δψqb =

δ2θ+sin2
 

θδ2φ。

5.2 基于强测量的直接量子层析

2014年,Maccone和Rusconi[177]利用蒙特卡罗

模拟的方法比较了直接量子态层析与传统量子层析

对量子态估计的准确度和精度。他们在模拟中发

现,传统重构得到的量子态的准确度和精度都优于

直接层析方案。在用弱测量方法对纯态或者混合态

进行直接层析过程中,随着使用的量子态拷贝个数

的增加,直接层析得到的量子态与真实量子态之间

的迹距离由刚开始的减小逐渐收敛到一个固定值,
该固定值是由弱值测量过程中的近似引入的系统
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误差导致的。如果增大耦合强度,重构的量子态

的信噪比会在一定范围内有所提升,然而系统误

差也会变大,从而制约了直接量子态层析准确度

和精度的进一步提高。因此,为了使直接量子态

层析方案同时具有较高的准确度和精度,需要发

展无需近似并且在强耦合情况下成立的直接量子

态层析方案。

2015年,Zou等[178]推导了强耦合情况下对离

散量子系统进行直接量子态层析的方案,包括对纯

态、混合态狄拉克分布以及混合态密度矩阵的直接

层析方案,由于该方案不需要近似,因此消除了以往

在弱测量近似下工作的直接量子态层析方案中的系

统误差,量子态估计的统计误差随着使用的量子态

拷贝个数的增加不断降低,并且不会收敛到一个固

定值。2016年,Vallone和Dequal[179]系统地研究和

比较了基于弱测量和强测量的直接量子态层析的准

确度和精度,通过推导任意耦合强度下测量弱值的

精确表达式,给出了基于弱测量的直接量子态层析

成立的充分条件(该条件涵盖了对待测量子态和耦

合强度的要求),并演示了即使在弱测量直接量子态

层析近似成立的情况下,使用强测量进行直接量子

态层析也普遍具有更高的准确度和精度。
基于弱值的直接层析理论的核心问题是对弱值

的测量。在弱测量近似下,如(5)式所示,通常对测

量仪器态进行测量就可以分别得到弱值的实部和虚

部,而这种近似在强测量下会有很大误差。2016
年,Zhang等[180]开发了一种变形的可观测量q(g)
和p(g),它们是耦合强度g 的函数,对它们进行测

量能够 精 确 地 提 取 出 弱 值 的 实 部 和 虚 部。Zhu
等[181]将变形的可观测量用于直接量子态层析,在
理论上推导了任意耦合强度下的直接量子态层析,
同时分析了直接层析量子态的精度与耦合强度的关

系,得 到 了 最 优 精 度 的 耦 合 强 度。2017 年,

Denkmayr等[182]分别利用弱测量和强测量直接层

析方案测量了中子路径态波函数,证实了基于强测

量的直接层析方案在测量纯态的准确度和精度上的

优越性。2018年,Calderaro等[183]利用强测量实现

了对单光子偏振态密度矩阵的直接测量,演示了基

于强测量的直接层析方案在对一般量子态测量时相

比弱测量在准确度和精度上的优势。2019年,Zhu
等[184]提出了混合的直接量子态层析方案,采用该

方案对高维度纯态层析时,获得了比传统量子态层

析方法更高的精度。2020年,Zhang等[185]利用强

测量实现了对二维光子空间波函数的直接测量。

5.3 新型的直接量子层析方案

直接量子层析虽然避免了传统量子层析方法中

复杂的重构过程,但对d 维纯态的直接层析需要扫

描并测量d 个可观测量的弱值,因此在对高维量子

态(光子横向空间分布)进行直接层析时,需要耗费

大量的时间。为了推进直接量子态层析理论的实用

化,人们开始开发新型的直接量子层析方案,以缩短

扫描过程所需的时间,甚至避免扫描过程。下面主

要介绍四种新型的直接量子态层析方案,分别是基

于压缩感知的直接态层析方案、免扫描直接量子态

层析方案、基于指针控制的系统演化算符的直接量

子态层析方案和基于区域重构算法的直接量子态层

析方案。

2014年,Howland等[186]与 Mirhosseini等[187]

分别独立提出了基于压缩感知的直接层析光子横向

空间波函数|ψ>的方案。该方案在测量光子空间波

函数时,利用空间光调制器实现光子空间位置与偏

振态的耦合,以实现对位置投影算符πj=|xj><xj|
的弱测量。不同于对量子系统展开基逐个扫描的直

接层析方案,该方案在第m 次测量时随机挑选位置

投影算符组成新的算符Qm =∑
j
Qm,jπj,其中Qm,j

取值0或1。通过测量后选择成功的测量仪器态可

以得到算符Qm 的弱值,记为ϕm。则 M 次测量组

成的弱值向量φ、随机系数矩阵Q(矩阵元为Qm,j)、
空间波函数在位置本征态|xj>(j=1,2,…,N)表象

下的态矢量ψ 满足ϕ∝Qψ。最后采用压缩感知中

的最优化方法对ψ 进行优化求解。Mirhosseini等

在其论文中展示了以下结果:当N=19200时,仅使

用态空间维度 M/N=20%的测量次数,即可达到

高准 确 度 的 图 像 识 别;当 N =192 时,仅 使 用

M/N=25%的测量次数即可达到与原图像90%以

上的保真度。Howland等在其论文中演示了仅用

15%的测量次数即可恢复一个256
 

pixel×256
 

pixel
的高质量图像。上述两个方案均使用单像素光探测

器对纯态的光子波函数进行直接层析。2018年,

Knarr等[188]在上述方案的基础上使用阵列光电探

测器结合压缩感知算法对一般的光子横向分布量子

态的狄拉克分布进行了直接测量。

2015年,Shi等[189]提出了免扫描的直接量子态

层析方案,并以测量光子横向分布的波函数为例演

示了该方案。该免扫描方案首先对光子在动量空间

的投影算符πp=|p0><p0|进行弱测量,然后将量子

系统投影到不同的空间位置|x>本征态上进行后选
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择得到弱值,即

<πp>wx =
<x p0><p0 ψ>

<xψ>
=

ν
ψ(x)

, (11)

式中:ν 为 常 数。因 此 波 函 数 概 率 幅 ψ(x)∝
1/<πp>wx。Shi等在实验中演示了对120万维光子

态进行表征的过程。不同x 位置的弱值可以通过

对实验装置的一次配置得到,避免了直接量子态层

析中的扫描过程,极大地提高了对量子态的表征效

率,为实时表征高维量子态提供了可行方法。

2019年,Ogawa等[190]利用指针控制的系统演

化算符T,推导了对光子空间波函数进行直接层析

的理论方案。该方案将偏振量子比特(本征态为

|H>,|V>)作为测量仪器态,测量仪器的初始态为

|Φ>=
1
2
(|H>+|V>),演化算符T=|p0><p0|

|H><H|+1|V><V|。利用阵列探测器以及偏振

检测器对所有位置x 的偏振态进行测量,测量结果

νψ(x)正比于该位置的波函数ψ(x)。其中,比例系

数ν 与x 无关,可以通过对波数的归一化得到。

2021年,Ogawa等[191]利用该方案在单光子级别下

对超快光子的时间模式进行了直接层析,层析的时

间分辨率可以达到亚皮秒量级;Zhou等[192]利用该

方案对580×580的光子横向空间分布量子态密度

矩阵进行了直接测量,为即时研究光场的空间互相

干函数提供了可行方案。

2019年,Yang等[193]在利用弱测量直接测量光

子轨迹工作的基础上,先利用薄的双折射晶体对光

子在不同横向位置的动量进行弱测量,之后对光子

的不同位置进行后选择,得到了动量弱值的形式,
即:

<kr>=
<r Pr ψ>
<rψ>

。 (12)

之后再根据光子动量与相位的差分关系,通过局域

重构得到了光子在不同位置的相位信息。该方案同

样避免了扫描过程以及后选择带来的光子损失,对
于高效的重构高维光子态,尤其是含有高空间频率

分量的光子态具有显著优势。

6 结束语

本文重点回顾了弱值在量子精密测量和量子层

析方面的技术———弱值放大技术和直接层析技术,
并对这两项技术的基本原理、性能以及最新进展进

行了回顾。
弱值放大技术通过对量子系统进行后选择并以

牺牲信号强度为代价实现信号的放大,在不含有技

术噪声的条件下,弱值放大方案不会获得比传统测

量方式更高的测量精度。然而在实际情况下,弱值

放大方案对某些技术噪声具有比传统测量方式更强

的鲁棒性。新型的弱值放大方案进一步提高了后选

择成功的信号强度,增加了弱值放大方案的适用范

围,使弱值放大方案对更多种类的噪声具有鲁棒性。
目前,弱值放大在光学精密测量领域取得了巨大成

功,鉴于该方案在理论上的普适性,相信其在其他系

统的精密测量中同样是极具潜力的测量方案。
直接层析技术利用弱值能作为可观测的复数这

一性质,将对量子态的层析转化为对弱值的测量,摆
脱了传统量子层析技术中复杂的重构过程,大幅度

简化了高维度量子态层析的复杂度。直接层析技术

自提出以来,就在适用范围、测量准确度、精度以及

层析效率上有了长足的发展与改进。直接层析技术

允许对量子态的部分元素进行直接测量,为研究量

子系统的性质提供了捷径,也为深入理解量子态的

定义打开了一扇新大门。
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