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量子控制非门核磁共振实现最优脉冲序列
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摘要 利用单量子位转动门及量子控制非门的定义，设计了四种脉冲序列，这些脉冲序列在逻辑上与量子控制非

门核磁共振（NMR）实现是等价的。在射频脉冲作用时间远小于两个自旋核相互作用时间条件下，在旋转参考系

中近似求解核磁共振时的两体含时薛定谔方程，给出了量子控制非门核磁共振脉冲序列参量的最优取值，并利用

Suzuki对称乘积公式，对含时薛定谔方程进行了数值计算，通过数值计算模拟演示了量子控制非门的四种序列的

性能，判断了不同脉冲序列的性能优劣。
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Abstract Using the definitions of quantum controlled not-gates and single qubit rotating-gates，we design four
kinds of pulse sequences，which are logically equivalent to the nuclear magnetic resonance（NMR） realization of
quantum controlled not-gates. Under the condition that the radio frequency pulse duration is much shorter than the
interaction time between two nuclear spins， the two-body time-dependent Schrödinger equation with NMR is
approximately solved in the rotating reference frame and the optimal NMR pulse sequence parameter value for the
quantum controlled not-gate is given. Meanwhile，according to the Suzuki's symmetric product formula，the time-

dependent Schrödinger equation is numerically calculated，the performance of these four sequences of quantum
controlled not-gates is demonstrated by numerical calculation，and the performance advantages and disadvantages of
different pulse sequences are judged.
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1 引 言

核磁共振量子算法是一种利用核磁共振技术

实现量子算法的方法，近年来基于核磁共振实现量

子算法的理论和实验研究［1-6］快速发展，核磁共振技

术成为量子算法物理实现的候选方案之一。量子

算法的核磁共振实现是将分子中的原子核自旋作

为量子比特，通过外加均匀磁场和射频脉冲磁场来
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产生核磁共振以控制体系量子态的演化，实现不同

的量子逻辑门，并将其组合成复杂的量子算法。为

了有效地实现量子算法，需要设计射频磁场来驱动

核自旋系统以实现期望的量子逻辑门，这是核磁共

振量子算法的关键问题，已成为核磁共振量子算法

的研究热点问题。2007年，Carlini等［7］研究了量子

算法的最优幺正变换问题；2012年，Boozer［8］研究了

单自旋的能量最优控制解析解的问题。从理论上

讲，量子算法实现由一序列基本操作组合（幺正变

换的乘积）构成，这些基本操作（幺正变换）通过含

时薛定谔方程改变量子系统的状态。从物理上讲，

量子算法的核磁共振实现就是把一序列基本操作

编译成可在现代超导核磁共振谱仪上直接执行的

核磁共振脉冲序列。Barenco等［9］已证明：任意一个

量子算法可以写成两量子位控制非门和单量子位

逻辑门的组合运算。因此，研究量子控制非门的核

磁共振实现对研究量子算法的核磁共振实现具有

重要意义。本文把两个自旋原子核作为量子处理

器，利用量子控制非门的定义，设计出四种不同的

脉冲序列，这四种脉冲序列在逻辑上与量子控制非

门核磁共振实现是等价的，脉冲序列参量取值参考

文献［1］。在文献［1］的实验中，作用在单个自旋原

子核上的射频脉冲持续时间远小于两个自旋原子核

的相互作用时间，此时两体含时薛定谔方程［2，10-11］有

足够精确的近似解。根据这个足够精确的近似解可

给出控制非门脉冲序列的参量最优取值。根据

Suzuki乘积公式［12-14］数值求解了含时薛定谔方程，通

过执行一系列基本操作的组合（幺正变换的乘积），

模拟演示了量子控制非门磁共振实现随时间的演化

过程，分析了不同脉冲序列的性能优劣，讨论了不同

脉冲序列下运算结果的稳定性与正确性。

2 单量子位逻辑门核磁共振实现
1H、

13C、14N和
31P等原子的核自旋均为 1/2，可

作为量子比特使用。在一个分子中，如果有两个核

自旋为 1/2的原子，该分子可作为两量子位处理

器［15］。在外加的均匀磁场和射频磁场中，这个核自

旋为 1/2的两原子核自旋系统的哈密顿量［1，15］为

H = J z12S z1S z2 - hz1S z1 - hz2S z2 - ∑
j= 1

2

∑
α= x，y

h͂αj sin ( f αj t+ φαj )Sαj， （1）

式中：S z1为核自旋 1沿 z轴方向的自旋算符；S z2为核

自旋 2沿 z轴方向的自旋算符；t为时间；S αj 为第 j核

自旋算符；J z12为自旋核 1和自旋核 2相互作用的强

度；hzj 为作用于第 j核的沿 z轴方向的均匀磁场；h͂αj
为作用于第 j核的射频磁场；f αj 和 φαj 分别为作用于

第 j核自旋射频磁场的频率和初相位。

对于核自旋为 1/2的原子核，其自旋波函数是

一个二分量的列旋量，可表示为

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

0 = ( )10
1 = ( )01

， （2）

式中：0 表示自旋向上基矢量；1 为自旋向下基

矢量。

容易推出第 j核绕 β轴旋转 φ角的转动可表

示为

S αj (φ，β )= exp ( iφS βj /ℏ) Sαj exp (- iφS βj /ℏ) =
S αj cos φ+ εαβγSγj sin φ， （3）

式中：S βj 为第 j原子核沿 β方向的自旋算符；ℏ为约

化普朗克常数；εαβγ为列维 -斯维塔记号；S γj 为第 j原

子核沿 γ方向的自旋算符。

考虑第 j核自旋受到沿 z轴的均匀磁场和沿 x

轴的射频磁场的作用，其状态随时间的演化遵守含

时薛定谔方程，即

iℏ ∂∂t Φ ( t ) =- (hzj S z1 + h͂ zj Sxj sin ωt) Φ ( t ) ， （4）

作变换替换：

Φ ( t ) = exp ( iωtS zj /ℏ) ψ ( t ) ， （5）
式中：Φ ( t )为核自旋系统在 t时刻的波函数；ω为射

频磁场的圆频率；ψ ( t )为变量替换后核自旋系统在

t时刻的波函数。

（4）式变为

iℏ ( iωS zjℏ ) exp ( iωtS zj /ℏ) ψ ( t ) + iℏexp ( iωtS zj /ℏ) ∂∂t ψ ( t ) =- (hzj S zj+ h͂xj Sxj sin ωt) exp ( iωtS zj /ℏ) ψ ( t ) ，（6）

由（3）式推出

exp ( )-iωtS zj /ℏ Sxj exp ( )iωtS zj /ℏ = Sxj cos ωt+ S yj sin ωt， （7）
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代入（6）式得到

iℏ ∂∂t ψ ( t ) =-[( h
z
j- ω )S zj+ h͂xj Sxj sin ωt cos ωt+ h͂xj S yj sin ωt sin ωt ] ψ ( t ) ， （8）

核磁共振时 ω= hzj，得到

iℏ ∂∂t ψ ( t ) =-
h͂xj
2 (S yj + Sxj sin 2hzj t- cos 2hzj t) ψ ( t ) ， （9）

二次谐波项 sin 2hzj t和 cos 2hzj t的影响可忽略不计，因此

iℏ ∂∂t ψ ( t ) ≈-
h͂ zj
2 S

y
j ψ ( t ) ， （10）

解出

ψ ( t ) ≈ exp ( ith͂zj S yj /2ℏ) ψ ( t= 0 ) ， （11）

式中：h͂ zj 为作用于第 j核的沿 z轴方向的射频磁场。

将（11）式代入（5）式得核自旋波函数为

Φ ( t ) ≈ exp ( ithzj S zj /ℏ) exp ( ith͂xj S yj /2ℏ) ψ ( t= 0 ) ，
（12）

作用在自旋核上的射频脉冲磁场的持续时间由 t变
为 t+ τ时，核自旋的波函数为

Φ ( t+ τ ) ≈ exp ( iτhzj S zj /ℏ) exp ( iτh͂zj S yj /2ℏ) Φ ( t ) 。
（13）

（13）式表明，射频脉冲磁场的作用时间为

τ= π
h͂xj

， （14）

时，第 j核绕 y轴顺时针旋转 π/2角度。如果自旋核

受到沿 z轴方向的均匀磁场和沿 y轴方向的射频磁

场的作用，就会绕 x轴顺时针转动。由此推出，自旋

核绕 x和 y轴顺时针转动 π/2的操作表示为

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

X = exp ( )iπSxj /2ℏ = 1
2 ( )1 i
i 1

Y = exp ( )iπS yj /2ℏ = 1
2 ( )1 1
-1 1

， （15）

同理可推出第 j核绕 x轴和 y轴逆时针转动 π/2的操

作表示为

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

-
X = exp ( )-iπSxj /2ℏ = 1

2 ( )1 -i
-i 1

-
Y = exp ( )-iπS yj /2ℏ = 1

2 ( )1 -1
1 1

，（16）

式中：X、Y、
-
X和

-
Y称为核自旋 1/2系统的单量子位

转动算符。

3 量子控制非门核磁共振实现的不

同脉冲序列设计

量子算法中两量子位之间需要某种形式的信

息交换，量子位 1和量子位 2之间的信息交换是通

过量子位之间的相互作用来实现的，量子位 1和量

子位 2之间的受控相移门［16］为

I12 =

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç
çç
ç
ç

ç

ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷
÷

÷

exp ( )iϕ 00 0 0 0

0 exp ( )iϕ 01 0 0

0 0 exp ( )iϕ 10 0

0 0 0 exp ( )iϕ 11

，

（17）
式中：ϕ 00为 00 的相位；ϕ 01为 01 的相位；ϕ 10为 10
的相位；ϕ 11为 11 的相位。

用直积方法定义两量子位逻辑门：

ì

í

î

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

X 1 = X ⊗ I= 1
2

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

1 0 i 0
0 1 0 i
i 0 1 0
0 i 0 1

Y 2 = I⊗ Y = 1
2

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

1 1 0 0
-1 1 0 0
0 0 1 1
0 0 -1 1

， （18）

式中：I为恒等算符；⊗为直积符号。

假设两原子核自旋系统的初始状态为

ψ = a0 00 + a1 01 + a2 10 + a3 11 ， （19）
式中：a0、a1、a2 和 a3 为概率幅；00 、01 、10 和 11
为基矢量。

转动算符Y 2作用于 ψ 态，得到

Y 2 ψ = 1
2
[( a0 + a1 ) 00 +( a1 - a0 ) 01 +( a2 + a3 ) 10 +( a3 - a2 ) 11 ]， （20）

接着相互作用的受控相移门 I12作用于Y 2 ψ ，即

I12Y 2 ψ = 1
2 [ exp ( iϕ 00) c0 00 + exp ( iϕ 01) c1 01 + exp ( iϕ 10) c2 10 + exp ( iϕ 11) 11 ]， （21）
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式中：c0 = a0 + a1；c1 = a1 - a0；c2 = a2 + a3；c3 = a3 - a2。最后将
-
Y 2作用于 I12Y 2 ψ ，即

-
Y 2 I12Y 2 ψ = 1

2 {[ ]exp ( )iϕ 00 c0 - exp ( )iϕ 01 c1 00 + [ ]exp ( )iϕ 00 c0 + exp ( )iϕ 01 c1 01 +

}[ ]exp ( )iϕ 10 c2 - exp ( )iϕ 11 c3 10 + [ ]exp ( )iϕ 10 c2 + exp ( )iϕ 11 c3 11 。
（22）

由于量子控制非门的作用是当且仅当第一量子位处于态 1 时，才对第二量子位进行反转，因此要求 ϕ 00 =
ϕ 01，（22）式改写为

-
Y 2 I12Y 2 ψ = exp ( iϕ 00)[a0 00 + a1 01 + exp ( )iβ ( a2 cos η+ ia3 sin η ) 10 +

]exp ( )iβ ( a3 cos η+ ia2 sin η ) 11
， （23）

式中：β= η+ ϕ 11 - ϕ 00；η=( ϕ10 - ϕ 11 ) /2；exp ( iϕ 00)是无关紧要的全局相位因子。

伊辛模型为

H =-JS z1S z2 - hz1S z1 - hz2S z2， （24）
式中：J为自旋核 1和自旋核 2相互作用的强度。执行

控制相移门 I12 = exp (- iτH)，则 ϕ 00 = τ ( J/4+ h )，
ϕ 01 = ϕ 10 =-τJ/4，ϕ 11 = τ ( J/4- h )。

由于 ϕ 00 = ϕ 01，（23）式改写为

-
Y 2 I12Y 2 ψ = exp ( i η2 )[a0 00 + a1 01 + exp ( )-iη ( a2 cos η+ ia3 sin η ) 10 +

]exp ( )-iη ( a3 cos η+ ia2 sin η ) 11
， （25）

将
-
Y 2 I12Y 2写成矩阵形式：

-
Y 2 I12Y 2 =

æ

è

ç

ç

ç

ç
ççç
ç

ö

ø

÷

÷

÷

÷
÷÷÷
÷

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 exp ( )-iη cos η exp ( )-iη i sin η

0 0 exp ( )-iη sin η exp ( )-iη cos η

。 （26）

在 上 述 推 导 中 ，要 求 ：ϕ 00 = ϕ 01 = ϕ 10 =
η
2，ϕ 11 =

- 3
2 η。这时，令 η= π

2，则量子控制非门矩阵表示为

CCNOT =

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

。 （27）

由 ϕ 00 = ϕ 01 = ϕ 10 =
η
2及 ϕ 01 = ϕ 10 =-τJ/4，可知

τJ=-π。 （28）
τ表示在没有外界射频磁场作用时，量子处理器的态

在哈密顿量（24）式的支配下随时间演化的时间间隔。

在伊辛模型（24）式中，两个自旋核受到相同的

均匀磁场作用。但实际上两个自旋核受到的是不

同均匀磁场的作用，这个静态磁场为

HNMR =-J z12S z1S z2 - hz1S z1 - hz2S z2， （29）
上述量子控制非门

-
Y 2 I12Y 2修改为

CCNOT =
-
Y 2 exp[- iτ ( hz1 - h )S z1 ]exp[- iτ ( hz2 - h )S z2]exp (- iτHNMR)Y 2 =

-
Y 2 exp[- iτ ( hz1 - h )S z1 ]exp[- iτ ( hz2 - h )S z2]Y 2

-
Y 2 exp (- iτHNMR)Y 2

。 （30）

利用Y 2
-
Y 2 = I，（30）式中的额外相移可以用单量子

位操作来表示，即

{exp[ ]-iτ ( hz1 - h )S z1 = Y 1X ′1
-
Y 1 =

-
X 1Y ′1X 1

exp[ ]-iτ ( hz2 - h )S z2 = Y 2X ′2
-
Y 2

，（31）

式中：Y 1为自旋核 1绕 y轴顺时针转动 π/2的操作；
-
Y 1为自旋核 1绕 y轴逆时针转动 π/2的操作；

-
X 1为

自旋核 1绕 x逆时针转动 π/2的操作。

（31）式定义了单量子位转动算符 X ′1、Y ′1、X ′2和

Y ′2，由此可推导出在逻辑上与量子控制非门核磁共

振实现等价的四种不同脉冲序列：

CCNOT 1 = Y 1X ′1
-
Y 1X ′2

-
Y 2 I ′12Y 2， （32）

CCNOT 2 = Y 1X ′1X ′2
-
Y 1
-
Y 2 I ′12Y 2， （33）
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CCNOT 3 =
-
X 1Y ′1X ′2X 1

-
Y 2 I ′12Y 2， （34）

CCNOT 4 =
-
X 1Y ′1X ′2

-
Y 2X 1 I ′12Y 2， （35）

式中：I ′12 是通过系统随时间演化的 exp (- iτHNMR)
来实现的。CCNOT 2序列与 CCNOT 1序列的不同在于只

是
-
Y 1X ′2交换顺序变为 X ′2

-
Y 1，CCNOT 4 序列与 CCNOT 3

序列的不同在于只是 X 1
-
Y 2交换顺序变为

-
Y 2X 1。

4 量子控制非门核磁共振脉冲序列

参量的设定

对于上述四个不同脉冲序列的操作时间 τ以及

J、h 等参数，为了使参量取值有实验依据，参考

Chuang等［1］实验工作中参数 hz1、hz2和 J z12的取值：

{hz1/2π≈ 500 MHzhz2/2π≈ 125 MHz
J z12/2π≈-215 MHz

， （36）

将上述 hz1、hz2和 J z12参数重新标度为

ì

í

î

ï
ï
ï
ï

J z12 =-0.43× 10-6 MHz
hz1 = 1MHz
hz2 = 1/4 MHz
γ= hz2/hz1 = 1/4

。 （37）

当原子自旋绕 y轴旋转 π/2角度时，射频脉冲磁场

的持续作用时间需满足 τ= π
h͂x1

。然而，理论上完美

的一个和两个量子位操作与其物理实现的操作之

间是有差异的，当操控某一量子位时，其他量子位

的状态也会发生改变，因此如果要精确确定射频脉

冲磁场的持续时间，就必须求解两体含时薛定谔方

程。本文参数取值采用 Chuang等［1］实验工作中参

数 hz1、hz2和 J z12的数值，其中射频脉冲作用的持续时

间远小于 1/J，原子核自旋在射频脉冲作用下随着

时间演化，自旋核之间的相互作用强度对其的影响

可以忽略，则这时两体含时薛定谔方程为

i ∂∂t Φ ( t ) =-[ h
z
1S z1 + hz2S z2 + h͂x1 ( Sx1 sin ωt+ S y1 cos ωt )+ h͂x2 ( Sx2 sin ωt+ S y2 cos ωt ) ] Φ ( t ) 。 （38）

采用自然单位，令ℏ=1。这时两个自旋核处于一个

均匀磁场和一个随时间变化的射频磁场中。在随动参考

系［10］下，作变换 Φ ( t ) = exp[ iωt ( S z1 + S z2 ) ] ψ ( t ) ，代
入（38）式，并利用（3）式化简（38）式得

i ∂∂t ψ ( t ) =-[( h
z
1 - ω )S z1 +( hz2 - ω )S z2 + h͂x1S y1 + h͂x2S y2 ] ψ ( t ) 。 （39）

自旋核 1与射频磁场发生共振时，有

ω= hz1， （40）
这时（39）式的解为

Φ ( t ) = exp[ itℏx1 ( S z1 + S z2 ) ]exp ( ith͂x1S y1) exp ( itS 2 ⋅V 12) Φ ( 0 ) ， （41）

式 中 ：V 12 = ( 0，h͂x2，hz2 - hz1 )。（41）式 中 第 三 项

exp ( itS 2 ⋅V 12)会使自旋原子核 2绕矢量 V 12的方向

转动，第三项可表示为

exp ( itS 2 ⋅V 12) = ( )1 0
0 1

cos
t ||V 12

2 +

|V 12 |-1 ( )hz2 - hz1 -ihx2
ihx2 hz1 - hz2

。 （42）

（42）式表明，为了不改变自旋原子核 2的状态，射频

脉冲磁场的持续时间 t1要满足

t1 |V 12 |= t1 ( hz1 - hz2 )2 +( h͂x2 )2 = 4πn1， （43）
式中：n1是整数。（41）式中的第二项会使自旋原子核

1绕 y轴转动，若使其转动
π
2，则

t1 h͂x1 =
π
2。 （44）

（41）式中的第一项会使核自旋产生一个相位改变，

要消除这个相位改变对核自旋状态的影响，要求

t1hz1 = 4πk1， （45）
式中：k1是正整数。脉冲参数的最后一个限制来自

文献［1］的参量取值，即

ì

í

î

ïï
ïï

hα2 = γhα1
h͂α2 = γh͂α1
α= x，y，z

， （46）

式中：γ为比例系数，且 0< γ< 1。联立条件（43）~
（46）式，得出

( 1- γ )2 k 21 +
γ2

43 = n21。 （47）

同理，可推导出自旋核 2绕 y轴转动 π/2，但又不会

改变自旋核 1的状态的条件为
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( 1- γ )2 k 22 +
1
43γ2 = n22， （48）

式中：k2、n2是正整数。（47）式和（48）式无法精确求

解，但如果 k1、k2很大，γ为有理数，即 γ= N/M，0<
N<M（N和M为正整数），且满足2kN (M-N )>>1，
那么 k1 = kMN 2和 k2 = kNM 2将使（47）式和（48）式

具有足够精确的近似解。这时相关参量关系式为

ì

í

î

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

ï

ï

ï

ï
ïïï
ï

t1hz1
2π = 2kMN

2

h͂x1
hz1
= 1
8kMN 2

t2hz1
2π = 2kM

3

h͂x2
hz1
= 1
8kM 3

。 （49）

（28）、（31）和（49）式是量子控制非门脉冲序列参量

取值的关系式，自旋原子核 1和自旋原子核 2绕 x轴
转动 π/2的脉冲序列参量取值也有同样的关系式。

在（49）式中，取 k= 1，M = 4，N = 1，再利用（31）
式，可计算出射频脉冲序列的操作时间 τ以及 J、hzi、

h͂xi、h͂yi 等参数，结果如表 1所示，其中各参量的单位

为 π ×109 Hz。 在（49）式 中 ，取 k= 1，M = 4，
N = 1，再利用（28）式计算出实现量子控制非门核

磁 共 振 脉 冲 序 列 量 子 逻 辑 门 及 控 制 相 移 门

Y 1X ′1
-
Y 1X ′2

-
Y 2 I ′12Y 2的执行时间 τ，得到的执行时间

参量如表 2所示，其中执行时间单位为 4π ns。当

k=2，4，8，32时，射频脉冲序列的操作时间 τ以及 J、

hzi、h͂xi、h͂yi 等参数不予赘述。

5 数值计算结果及不同脉冲序列的

性能分析

5. 1 数值求解含时薛定谔方程的方法

为了分析上述不同脉冲序列性能的优劣、运算的

稳定性以及输出结果的正确性，利用含时薛定谔方程

进行数值计算。两原子核自旋体系随时间的演化遵

守含时薛定谔方程（采用自然单位，即 ℏ= 1），即

i ∂∂t Φ ( t ) = H ( t ) Φ ( t ) ， （50）

式中：Φ ( t ) 为两原子核自旋体系在时刻 t的波函

数；H ( t )为受到均匀磁场和射频磁场作用的两原子

体系的哈密顿量。

定义

Qj= Q z
j =

1
2 - Φ ( t ) S zj Φ ( t ) ， （51）

式中：Q z
j 是一个与自旋核 1和自旋核 2的核自旋 z分

量期望值有关的量。

含时薛定谔方程（50）式的数值求解是通过幺正

变换 U ( t+ τ，t )≡ exp+ éë
ê- i ∫ t

t+ τ

H ( u ) duù
û
ú确定的，

exp+表示时序指数函数［10，12-13］。从理论上说，量子算

法是由一系列基本操作组成的，即为幺正变换的乘

表 1 k = 1时不同操作下量子控制非门脉冲序列的参数 J，h和 f

Table 1 Parameters J，h and f of pulse sequence of quantum controlled not-gate under
different operation when k =1 unit：π× 109 Hz

Parameter

J z12
hz1
hz2
h͂x1
h͂x2
f x1
f x2

h͂y1
h͂y2
f y1
f y2

Y 1

-4. 3×10-7

1
0. 25

3. 125×10-2

7. 812×10-3

1. 00
1. 00

3. 125×10-2

7. 812×10-3

1. 00
1. 00

X ′1
-4. 3×10-7

1
0. 25

5. 596×10-2

1. 399×10-2

1. 00
1. 00

5. 595×10-2

1. 398×10-2

1. 00
1. 00

-
Y 1

-4. 3×10-7

1
0. 25

-3. 125×10-2

-7. 813×10-3

1. 00
1. 00

-3. 125×10-2

-7. 812×10-3

1. 00
1. 00

X ′2
-4. 3×10-7

1
0. 25

4. 451×10-2

1. 113×10-2

0. 25
0. 25

4. 451×10-2

1. 112×10-2

0. 25
0. 25

-
Y 2

-4. 3×10-7

1
0. 25

-7. 812×10-3

-1. 953×10-3

0. 25
0. 25

-7. 812×10-3

-1. 953×10-3

0. 25
0. 25

I ′12
-4. 3×10-7

1
0. 25
0
0
0
0
0
0
0
0

Y 2

-4. 3×10-7

1
0. 25

7. 812×10-3

1. 953×10-3

0. 25
0. 25

7. 812×10-3

1. 953×10-3

0. 25
0. 25

表 2 k =1时不同操作下核磁共振脉冲序列的参数

执行时间

Table 2 Parameter execution time of NMR pulse sequence
under different operation when k =1 unit：4π ns

Operation
Value

Y 1

8. 00
X ′1
8. 00

-
Y 1

8. 00
X ′2

128. 00

-
Y 2

128
I ′12

1. 16×106
Y 2

128. 00
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积，每一个基本操作将输入状态 ψ ( t ) 改变为输出状

态 ψ ( t+ τ ) ，利用半群性质U ( t1 + t2 )=U ( t1 )U ( t2 )，

可以写出 U ( τ )=U ( δ )m，其中，τ=mδ，且 m≥1，τ
为执行时间，δ为时间步长，m为时间步数，即

U ( t+ τ，t )=U [ t+ mδ，t+(m- 1 ) δ ] ⊗⋯⊗ U ( t+ δ，t )。 （52）
用 Suzuki对称乘积公式［12-13］取代每个U [ t ( n+ 1 ) δ，t+ nδ ]，有

U ( δ )≈ U͂ ( δ )= exp ( )-iδHz/2 exp ( )-iδHy/2 exp ( )-iδHx exp ( )-iδHy/2 exp ( )-iδHz/2 ， （53）

U͂ [ t+( n+ 1 ) δ，t+ nδ ]= exp{- iδHz [ t+( n+ 1/2 ) δ ]/2}exp{- iδHy [ t+( n+ 1/2 ) δ ]/2}⊗
exp{ }-iδHx [ ]t+( n+ 1/2 ) δ exp{ }-iδHy [ ]t+( n+ 1/2 ) δ /2 exp{- iδHz [ t+( n+ 1/2 ) δ ]/2}

，（54）

H α ( t )= ∑
j，k= 1

L

J zjkSαj Sαk- ∑
j，k= 1

L

[ ]hαj + h͂αj sin ( f αj t+ φαj ) Sαj，α= x，y，z。 （55）

在特定的射频脉冲持续过程中，参量 J、h和 h͂可看成

是恒定的。在上述构造中，U͂ ( δ )是幺正的，含时薛

定谔方程的数值求解算法是无条件稳定［12-13］的，由

于 |U ( δ )- U͂ ( δ ) | ≤ cδ3，因此在二阶时间步长 δ

内，数值求解结果是足够精确的，与含时薛定谔方

程的精确解没有区别。

5. 2 数值计算结果及不同脉冲序列的性能分析

在参数设定规则（49）式中，令 k= 1时，构造量

子控制非门的单量子位量子逻辑门及控制相移门

Y 1X ′1
-
Y 1X ′2

-
Y 2 I ′12Y 2的执行时间 τ、时间步长 δ和时

间步数 m如表 3所示。当 k= 2，4，8，32时，单量子

位量子逻辑门及控制相移门的时间参量不予赘述。

用上述数值求解含时薛定谔方程的方法执行

计算得到，当 k= 1和 k= 32时，量子控制非门四种

不同核磁共振脉冲序列 CCNOT 1、CCNOT 2、CCNOT 3 和

CCNOT 4 作 用 于 11 后 ，Q 1 和 Q 2 随 时 间 的 演 化 如

图 1~8 所 示 。 当 k= 1，2，4，8，32 时 ，CCNOT 1、

CCNOT 2、CCNOT 3 和 CCNOT 4 作用于 11 后，运行结果的

数值Q 1和Q 2如表 4所示。

在图 1~8中，执行受控相移门 I ′12的时间步数是

1，执行每一个单量子位转动门操作的时间步数

是 100。
由图 1~8和表 4可知，CCNOT 作用于 11 后，原

子 2的核自旋状态由 1 态变为 0 时，原子 1的核自

旋 状 态 仍 为 1 。 在 图 1 中 ，CCNOT 1 =
Y 1X ′1

-
Y 1X ′2

-
Y 2 I ′12Y 2。当 0< m< 300时，CCNOT 1 作

用在原子 2的核自旋上，在发生核磁共振时，核自旋

方向可以自由变化，原子 2的核自旋方向朝上朝下

翻转几次，原子 2的状态由 1 变为 0 ，原子 1的核自

旋不受影响，保持 1 状态不变；当m=300时，原子 1

的核自旋平稳地随时间步数演化到状态 1 ，不会影

响原子 2的核自旋状态。CCNOT 1操控原子 1的核自

旋和原子 2的核自旋时，核自旋互不干扰，且当 k≤
32时，演化过程是一样的，运算过程的稳定性和运

表 3 k =1时不同操作下核磁共振脉冲序列的执行时间、时间步长和执行步数

Table 3 Execution time，time step and number of execution steps of NMR pulse sequence under different operation when k =1
unit：4π ns

Parameter

τ
δ
m

Y 1

8
8. 00×10-2

100

X ′1
8
8. 00×10-2

100

-
Y 1

8
8. 00×10-2

100

X ′2
128
1. 28
100

-
Y 2

128
1. 28
100

I ′12
1. 162×106

1. 162×106

1

Y 2

128
1. 28
100

图 1 k=1，执行 CCNOT 1 11 运算时Q1和Q2随时间

步数的演化

Fig. 1 Q1 and Q2 versus time step obtained by executing
CCNOT 1 11 when k=1
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图 2 k=1， 执行 CCNOT 2 11 运算时，Q1和Q2随时间

步数的演化

Fig. 2 Q1 and Q2 versus time step obtained by executing
CCNOT 2 11 when k=1

图 3 k=1， 执行 CCNOT 3 11 运算时Q1和Q2随时间

步数的演化

Fig. 3 Q1 and Q2 versus time step obtained by executing
CCNOT 3 11 when k=1

图 4 k=1，执行 CCNOT 4 11 运算时Q1和Q2随时间

步数的演化

Fig. 4 Q1 and Q2 versus time step obtained by executing
CCNOT 4 11 when k=1

图 5 k=32， 执行 CCNOT 1 11 运算时Q1和Q2随时间

步数的演化

Fig. 5 Q1 and Q2 versus time step obtained by executing
CCNOT 1 11 when k=32

图 6 k=32， 执行 CCNOT 2 11 运算时Q1和Q2随时间

步数的演化

Fig. 6 Q1 and Q2 versus time step obtained by executing
CCNOT 2 11 when k=32

图 7 k=32，执行 CCNOT 3 11 运算时Q1和Q2随时间

步数的演化

Fig. 7 Q1 and Q2 versus time step obtained by executing
CCNOT 3 11 when k=32
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行 结 果 的 正 确 性 均 最 优 。 在 图 2 中 ，CCNOT 2 =
Y 1X ′1X ′2

-
Y 1
-
Y 2 I ′12Y 2。当 0< m< 200时，CCNOT 2 操

控原子 2的核自旋，但不影响原子 1的核自旋，当

200≤ m< 300时，CCNOT 2 操控原子 1的核自旋，原

子 2的核自旋状态基本不变；当 m< 300时，在 k≤

32的条件下，系统随时间步数的演化过程是一样

的；当 300≤ m< 400时，CCNOT 2 操控原子 2的核自

旋，在 k< 32的条件下，原子 2的核自旋方向朝上朝

下翻转几次，状态变为 0 ，同时引起原子 1的核自旋

方向反复振荡；当 400≤ m< 600时，CCNOT 2操控原

子 1的核自旋，原子 1的核自旋状态随时间步数演

化，但不能给出正确结果，原子 2的核自旋保持 0
状态不变；在 k= 32的条件下，当 200≤ m< 300
时，CCNOT 2操控原子 1的核自旋，原子 1的核自旋状

态随时间步数演化，原子 2的核自旋状态不变；当

300≤ m< 400时，CCNOT 2 操控原子 2的核自旋，原

子 2的核自旋方向朝上朝下翻转几次，核自旋随时

间步数演化到 0 状态，原子 1的核自旋状态不变；

当 400≤ m< 600时，CCNOT 2 操控原子 1的核自旋，

原子 1的核自旋状态随时间步数演化到状态 1 ，原

子 2的核自旋状态 0 保持不变。由图 3和图 4可以

看出，对于 CCNOT 2、CCNOT 3和 CCNOT 4，脉冲序列运行过

程的稳定性和运行结果的正确性均较差，而 CCNOT 1
在这两方面的性能最优。

在理想的量子处理器上，控制非门是由一系列

基本操作的乘积构成的，基本操作的顺序对计算结

果没有影响，即不同幺正变换是对易的。但核磁共

振实现的控制非门的运算结果与量子控制非门脉

冲序列的顺序有关，基本操作顺序不同，运算结果

不同，即 X 1X 2 ≠ X 2X 1，基本操作不对易。CCNOT 2只

是将 CCNOT 1 中的 Y 1X ′2 交换顺序变为 X ′2
-
Y 1，CCNOT 4

只是将 CCNOT 3中的 X 1
-
Y 2交换顺序变为

-
Y 2X 1，这表

明核磁共振实现脉冲序列顺序对运算结果有影响。

当 k< 32时，量子控制非门 CCNOT 2、CCNOT 3和 CCNOT 4
的运算结果出错，这些基本操作不是幺正变换，当

k= 32时四种不同序列都得到准确值，这表明脉冲

序列的参量优化取值可以消除不同脉冲序列操作

顺序对物理实现结果正确性的影响 ，同时说明

CCNOT 1中的每一个基本操作都是理想幺正变换。

上述分析表明：在量子控制非门 CCNOT 2、CCNOT 3
和 CCNOT 4中，有些基本操作作用于原子 2的核自旋

时，会对原子 1的核自旋状态产生影响。产生影响的

原因之一是这些基本操作会产生相位误差，相位误

差会累积，当累积的相位误差不是 2π的整数倍时，运

算 结 果 就 会 出 错 ，当 k< 32 时 ，CCNOT 2、CCNOT 3 和

CCNOT 4在运行过程中累积的相位误差会造成运行结

果出错，当 k= 32时这三种不同脉冲序列都得到准

确值。这表明脉冲序列的参量优化取值可以消除不

同脉冲序列对物理实现运行结果的影响，当累积的

相位误差是 2π的整数倍时，运行结果就不会出错。

6 结 论

在核磁共振条件下，利用求解单体含时薛定谔

方程，推导出核自旋单量子位转动门，再利用两量

图 8 k=32， 执行 CCNOT 4 11 运算时Q1和Q2随时间

步数的演化

Fig. 8 Q1 and Q2 versus time step obtained by executing
CCNOT 4 11 when k=32

表 4 k=1，2，8，32时四个不同操作下的Q1和Q2的期望值

Table 4 Expectation values of Q1 and Q2 under four different operation when k=1，2，4，8，32

Operation

CCNOT 1 11
CCNOT 2 11
CCNOT 3 11
CCNOT 4 11

k=1
Q1

0. 999
0. 745
0. 744
0. 729

Q2

0
0
0
0

k=2
Q1

1. 000
0. 931
0. 931
0. 927

Q2

0
0
0
0

k=4
Q1

1. 000
0. 982
0. 982
0. 981

Q2

0
0
0
0

k=8
Q1

1. 000
0. 996
0. 996
0. 995

Q2

0
0
0
0

k=32
Q1

1. 000
1. 000
1. 000
1. 000

Q2

0
0
0
0
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子位受控相移门，根据尹辛模型，从量子控制非门

的定义出发，设计出量子控制非门理想的核磁共振

实现脉冲序列
-
Y 2 I12Y 2。考虑到两个自旋核会受到

不同的均匀磁场作用，对脉冲序列进行修正，通过

添加附加的单量子位转动门，设计出在逻辑上与量

子控制非门的核磁共振实现等价的四种不同脉冲

序列。此方法可用于设计其他量子逻辑门及量子

算法的核磁共振实现。通过求解两体含时薛定谔

方程，得到足够精确的近似解，通过优化脉冲参量

的取值，使得性能不同的脉冲序列在给定条件下给

出正确结果，只是运算的稳定性不同。对于不同脉

冲序列，目前没有一般的理论规则来预先判断脉冲

序列的性能优劣，唯一方法是数值求解量子系统的

含时薛定谔方程，对脉冲序列执行数值计算，模拟

演示脉冲序列的运行过程与运行结果；利用不同脉

冲序列执行数值运算时，根据运算过程的稳定性及

运算结果的正确性来判断脉冲序列性能的优劣。

此方法可用于判断其他量子逻辑门及量子算法核

磁共振实现的脉冲序列性能、运算的稳定性及运算

结果的正确性。
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