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摘要　提出一种基于SKL(SymmetricKullbackＧLeibler)散度的点集配准算法,将点集中的每一个点表示成一个高

斯分布,高斯分布包含点的位置信息和周围点的影响大小信息.将整个点集建模为一个高斯混合模型(GMM),因
此两点集的配准问题转化为求两GMM 间SKL散度的最小值问题.采用遗传算法进行优化求解.实验结果表

明,所提算法对噪声、出格点和缺失点具有较强的鲁棒性,且取得较高的配准精度.
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１　引　　言

点集配准是计算机视觉和模式识别研究的一项

重要内容,广泛应用于异源图像配准[１]、目标分类识

别[２]、立体视觉、医学图像处理[３]等领域中.点集配

准的任务是寻找两点集间点与点的对应关系,并求

解出某一点集到另一点集的变换参数.然而,在实

际处理中,噪声、出格点和缺失点的大量存在,导致

点集配准的精度急剧下降.存在噪声、出格点和缺

失点情况下的点集配准成为计算机视觉和模式识别

研究的热点和难点问题,当前亟需研究鲁棒性强且

精度高的点集配准算法.
点集配准算法基本可以分为两类:一类是通过

估计两点集间的空间变换参数来找到点与点之间的

对应关系,这类算法主要有迭代最近点(ICP)算

法[４]、基于薄板样条的点集配准算法[５]等;另一类是

基于点特征,通过点特征识别的方法来寻找点与点

之间的变换关系,从而求解出两点集间的变换参数,
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这类算法主要有基于不变量特征的点集配准算

法[６]、基于形状上下文的点集配准算法[７]等,该类算

法对噪声、出格点和缺失点的鲁棒性较差.ICP算

法是最基本且最常用的点集配准算法之一,ICP算

法的基本原理是依据最近邻准则寻找两点集中点与

点之间的对应关系,并计算两点集之间点对的均方

差,将变换后的点集作为输入,继续寻找两点间的变

换关系,若均方差大于给定的阈值,则通过继续迭代

输入求解两点集间的变换关系,直至均方差小于给

定的阈值.ICP算法是一种简单直观的点集配准方

法,在两点集初始位置相差不大且两点集间有明确

的“一对一”的对应关系时,ICP算法的配准精度较

高.然而,在存在出格点、缺失点和噪声的情况下,

ICP算法的精度急剧下降.一些学者针对ICP算法

存在的问题提出了一些改进算法[８Ｇ１２],但这些改进

算法基本都要求两点集间的初始位置比较接近.
与需要点集具有明确的“一对一”的对应关系不

同,一种具有“一对多”的对应关系的配准算法在文

献[１３]中被提出,该算法将变换参数和点与点之间

的对应关系构造成一个矩阵,通过模拟退火的方法

来寻求优化问题的解.Myronenko等[１３]利用期望

最大化(EM)算法来求解变换参数和点与点之间的

对应关系,同时采用高斯径向基函数(GRBF)来代

替薄板样条模型表示点集的非刚体变化,实验证明,
该方法在非刚体配准中具有较好的鲁棒性.近年

来,在EM算法优化的框架下,一些具有较好鲁棒

性的点集配准算法相继被提出[１０,１４Ｇ１５],该类算法将

两点集分别建模为高斯混合模型(GMM),将寻求

两点集中点与点之间的对应关系问题看成是求后验

概率最大化的问题.这类算法对噪声、缺失点和出

格点均具有较好的鲁棒性,且配准精度较高,但点集

间变换参数的精度受到点集建模的影响.针对这些

缺陷,一些不需要求解点与点之间的对应性的配准

算法被提出[１４,１６Ｇ１９],这类算法同样将两点集分别建

模为 GMM,然 后 把 点 集 配 准 问 题 转 化 成 求 两

GMM间的差异性问题,两GMM 间差异性最小时

对应的参数即为点集的变换参数.实验证明该类算

法对噪声、出格点和缺失点的鲁棒性较强,但在噪声

和出格点较多的情况下,这类算法的精度会下降.
此外,在合成孔径雷达图像中,利用非均匀 GMM
来对水体边缘点集进行建模,实现了含水体目标的

高精度配准[２０].
基于鲁棒点集配准算法的思想,结合点集的统

计性,本文提出一种基于SKL散度的点集配准算

法.该方法把待配准的两点集分别建模为GMM,
其中,将点集中的每一个点表示成一个高斯分布,其
均值是点的位置坐标,均方差的大小表示周围点对

此点的影响大小,采用相等的权值系数进行高斯分

布的混合.基于上述建模,将点集配准问题转化为

使得两GMM间SKL散度最小化的问题,通过遗传

算法来求解配准的变换参数,实验证明了该算法对

噪声、出格点和缺失点具有较强的鲁棒性,且配准精

度较高.

２　点集的GMM
在点集配准过程中,需要固定一个场景点集,用

来当作配准的模版,另一个点集作为模型集,根据变

化的变换参数来进行配准.对于模型集m 和场景

集s,通常,由于存在噪声、出格点和缺失点等情况,
点集m 和s的点数不一样.假设点集m 和s中的

点数分别为M 和S,针对两点集分别建立GMM,其
建模公式为

p(x|θ)＝∑
M

i＝１
αiϕx μi,Σi( )

p(y|Θ)＝∑
S

j＝１
βjϕyνj,Γj( )

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

, (１)

式中:p(x|θ)和p(y|Θ)分别表示参数为θ和Θ
的高斯混合模型;ϕ(x|μi,Σi)和ϕ(y|νj,Γj)分别

表示两GMM 中第i和第j 个高斯分布;μi 和νj

分别表示相应高斯分布的均值;Σi 和Γj 表示高斯

分布的协方差矩阵;αi 和βj 表示 GMM 中的混合

系数.为了表示点集中点的位置关系和点集中点

与点之间的影响大小,将均值μi 和νj 表示为点的

位置坐标,协方差矩阵Σi 和Γj 采用球极等方差

形式,即Γj＝Σi＝σ２I(I为单位矩阵).高斯分布

可建模为[１７]

ϕ(x|μi,Σi)＝
１
２πσ２

exp－
‖x－μi‖２

２σ２{ }

ϕ(y|νj,Γj)＝
１
２πσ２

exp－
‖x－νj‖２

２σ２{ }

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

,

(２)
式中:σ２ 为方差;‖‖为向量范数.两点集中的

每一个点均利用(２)式建模为一个高斯分布.(２)式
表示的是二维点集,但在数学上可直接推广到三维

点集.每个高斯分布中的方差σ２ 表示了某点邻域

内的点对该点的影响大小,σ２ 越大,该点受到周围

点的影响越大;反之,则影响越小.混合系数αi 和

βj 可分别表示为αi＝１/M,βj＝１/S.
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３　基于SKL散度的点集配准

３．１　两GMM 模型间的SKL散度

经过对两点集的GMM 建模,配准问题转化为

优化求解 GMM 间差异的最小值问题.在文献

[２１]中,GMM 间的差异性采用 KL散度与移地距

离相结合的方式,此外,文献[２２]利用KL散度来计

算两GMM间的差异性.由于KL散度并不满足对

称性和三角不等式,并不是真实的距离度量,故本文

采用SKL散度计算两GMM间的差异性.
对于两GMMp(x|θ)和q(x|Θ),后续分别记

为p(x)和q(x),其间的SKL散度计算式为

SKL[p(x),q(x)]＝
１
２

{KL[p(x),q(x)]＋

KL[q(x),p(x)]}, (３)
式中:KL[p(x),q(x)]表示GMM模型p(x)到q(x)
的KL散度.求解(３)式的关键是求两GMM 模型

p(x)和q(x)间的SKL散度,由于p(x)和q(x)间的

SKL散度没有解析表达式,因此,需要采用数值近似

的方法来进行计算,在这里采用匹配近似的方法.
对于两GMM模型p(x)和q(x),假设分别包

含了M 和S 个高斯分布,记为

p(x)＝∑
M

i＝１
αifi

q(x)＝∑
S

j＝１
βjgj

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

, (４)

式中:fi 为高斯混合模型p(x)中第i个高斯成分;

gj 为高斯混合模型q(x)中第j个高斯成分.其间

的SKL散度可表示为

SKL[p(x),q(x)]＝

∫p(x)lnp
(x)

q(x)dx＋∫q(x)lnq
(x)

p(x)dx. (５)

　　根据凸函数性质,将(４)式代入(５)式,可得[２３]

SKL ∑
M

i＝１
αifi‖∑

S

j＝１
βjgj( ) ≤∑

i,j
αiβjSKL(fi‖gj).

(６)

　　根据匹配近似的原理,可得

SKL[p(x),q(x)]≈

∑
n

i＝１
αilog(αifi)＋∑

n

j＝１
βjlog(βjgj)－

∑
n

i＝１
αimax

j∫filog(βjgj)－∑
n

i＝１
βimax

j∫gilog(αjfj)＝

∑
n

i＝１
αimin

j
SKL(fi‖gj)＋log

αi

βj

é

ë
êê

ù

û
úú . (７)

　　根据(７)式的近似可以看出,p(x)和q(x)之间

存在映射关系π:{１,２,,n}→ １,２,,m{ },在本

文中,对应关系为

π(i)＝argmin[SKL(fi‖gj)－logβj]. (８)

　　将对应关系代入(７)式,化简可得SKL散度的

匹配近似为

SKLmatch(fi‖gj)＝

∑
n

i＝１
αi SKL(fi‖gπ(i))＋log

αi

βπ(i)

é

ë
êê

ù

û
úú . (９)

　　根据散度的链规则[２４],将(９)式化简为

SKLmatch(p,q)＝∑
M

i＝１
SKL(fi,gi)－logCπ,

(１０)

式中:Cπ＝∑
M

i＝１
βπ(i) .

３．２　点集配准算法

基于两GMM间的对称 KL散度的计算,给定

模型集s一个变换T＝{R,s,t},变换后的点集表示

为T(s),则点集配准问题变为求点集m 和点集s
间对称KL散度的最小值问题,即argminSKL[m,

T(s)],本文采用遗传算法来求解上述最优化问题,
点集配准算法的流程可分为如下步骤:

１)对点集s给定初始变换:R＝I(R 表示初始

变换矩阵),s＝１,t＝０;

２)计算两GMM 间的SKL散度,并将其与阈

值进行比较,SKL散度大于阈值则进行步骤３),小
于阈值则进行步骤４);

３)利用遗传算法求解argminSKL[m,T(s)]
的最优化参数;

４)根据优化参数输出点集配准结果.

４　实验与分析

为了分析本文所提的点集配准算法的鲁棒性和

有效性,利用Chui数据集中的点集数据进行实验.
将本文基于SKL散度的刚体点集配准(简记为SKL)
结果分别与ICP算法[４]、核相关(KC)算法[１７]和相干

点漂移(CPD)算法[１３]进行比较,利用配准成功率和均

方差(MSE)作为衡量配准精度的指标.
采用Chui数据集中的“fish”点集数据作为模

板点集,在其中分别加入比例为０．２和０．８的随机出

格点和噪声得到样本点集,对模板点集和样本点集

分别用SKL算法、ICP算法、KC算法和CPD算法

进行配准实验,由于ICP算法在出格点较多时的配

准结果太差,因此没有列出该算法的实验结果,其
余算法的对比结果如图１~４所示.从图１~４的结果
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图１ 在出格点比例为２０％时,不同算法的配准结果.(a)原始点集;(b)KC算法结果;(c)CPD算法结果;
(d)SKL算法结果

Fig敭１ Registrationresultsofdifferentalgorithmsatoutlierratioof２０％敭 a Originalpointset  b resultofKC
algorithm  c resultofCPDalgorithm  d resultofSKLalgorithm

图２ 在出格点比例为８０％时,不同算法的配准结果.(a)原始点集;(b)KC算法结果;(c)CPD算法结果;(d)SKL算法结果

Fig敭２ Registrationresultsofdifferentalgorithmsatoutlierratioof８０％敭 a Originalpointset  b resultofKC
algorithm  c resultofCPDalgorithm  d resultofSKLalgorithm

可以看出:当出格点和噪声较少时,CPD、KC和

SKL算法的配准精度均较高;当出格点和噪声较多

时,CPD算法的配准精度较差,而KC和SKL算法

均有较高的配准精度,SKL算法的配准结果好于

KC算法.
为了定量比较SKL、KC、CPD和ICP算法的配

准结果,在实验中改变加入点集中出格点和噪声的

比例,分别在没有出格点或噪声以及在２０％、４０％、
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图３ 在噪声比例为２０％时,不同算法的配准结果.(a)原始点集;(b)KC算法结果;(c)CPD算法结果;(d)SKL算法结果

Fig敭３ Registrationresultsofdifferentalgorithmsatnoiseratioof２０％敭 a Originalpointset  b resultofKC
algorithm  c resultofCPDalgorithm  d resultofSKLalgorithm

图４ 在噪声比例为８０％时,不同算法的配准结果.(a)原始点集;(b)KC算法结果;(c)CPD算法结果;(d)SKL算法结果

Fig敭４ Registrationresultsofdifferentalgorithmsatnoiseratioof８０％敭 a Originalpointset  b resultofKC
algorithm  c resultofCPDalgorithm  d resultofSKLalgorithm

６０％、８０％和１００％的出格点或噪声比例的条件下

进行配准实验,计算不同配准算法的配准成功率和

MSE值,结果如图５和６所示.从图５和６的实验

结果可以看出,当出格点和噪声的比例少于６０％
时,SKL和KC算法的配准成功率和 MSE值相当,
且均好于CPD算法的配准结果,ICP算法的配准精

度最低.当出格点和噪声的比例大于６０％时,SKL
算法的配准成功率最高,MSE最小.上述实验结果

充分验证了本文所提配准算法的鲁棒性和有效性.

５　结　　论

提出一种基于SKL散度的点集配准算法,通过

０８１０２２Ｇ５
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图５ 不同出格点比例下的配准精度.(a)配准成功率;(b)MSE
Fig敭５ Registrationaccuracyunderdifferentoutlierratios敭 a Registrationsuccessrate  b MSE

图６ 不同噪声比例下的配准精度.(a)配准成功率;(b)MSE
Fig敭６ Registrationaccuracyunderdifferentnoiseratios敭 a Registrationsuccessrate  b MSE

将两点集分别建模为高斯混合模型,点集配准问题

转化为求两高斯混合模型间的SKL散度的最小值

问题,并依据遗传算法求解点集配准的变换参数,两
高斯混合模型间的SKL散度采用匹配近似的方法

计算.在不同出格点和噪声比例下进行配准实验,
并采用配准成功率和 MSE来衡量算法的配准精

度,实验结果验证了本文算法的有效性.
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