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摘要　提出一种基于马尔科夫链蒙特卡罗(MCMC)框架的子图学习方法,该方法通过构建马尔科夫链实现子图在

状态空间中的迭代,最终得到用于匹配的最优子图,以有效提高图匹配的精度,减少离散值的影响.在此过程中,

所提方法可以在一对一的匹配约束下有效保存成对的匹配点,同时避免了离散值和畸变值的影响.实验分别在合

成图像数据集、真实图像数据集、３D模型数据集上展开,实验结果证明了所提方法在图匹配过程中的优越性.
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１　引　　言

图匹配[１]作为一种通用且有效的方法被广泛应

用于各学科领域,如图像检索[２]、目标识别[３]、目标

跟踪[４]等领域.图匹配将位于不同子空间的两组特

征点定义为集合,每个集合可以被视为一个图,被表

征的图由节点和边缘两部分组成,节点表示特征点,
边缘表示相邻特征点之间的关系.图匹配旨在发现

每个特征点在另一个子空间中的对应点,虽然科研

人员已对此进行了大量的研究,但由于视觉特征表

示要有较高的辨识性,重要点的精确定位难度大,视
点变化导致的成对点之间的相关性变化,离散值的

影响较大等,图匹配的研究应用仍然面临较大的

挑战.
近年来,图匹配问题被普遍描述为整数二次规

划(IQP)问题[５],IQP在匹配过程中考虑图的节点

和边缘信息,只允许将简单的点乘或平方误差作为

相似度的度量[６].然而IQP在匹配过程中也存在

一个关键的问题:由于IQP解决方案的前提是具有

一定数量的节点匹配,因此该解决方案可能包含许

多离散值,解决方案中包含的离散值使目标函数的

判断精确度下降,当离散值的数量很多时,最终的匹

配对会包含许多错误的匹配结果,大量的离散值必

定影响目标函数的优化并产生一系列的错误匹
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配对.
目前大多数用于解决图匹配问题的算法都是基

于IQP公式的图匹配算法.Gori等[７]提出了基于

模型的随机游动方法,该方法可以在节点层面增强

图形拓扑特征;Cho等[８]基于IQP公式,利用随机

游动方法求解图匹配问题;Zaslavskiy等[９]提出一

种用于标记加权图匹配问题的凹凸规划方法,该方

法可以很容易地将具有图标签相似性的信息集成到

优化问题中.
上述方法专注于一对一的匹配问题,忽略了匹

配结果的精度和离散值的负面影响,子图匹配是一

种可以在匹配过程中去除离散值、保存匹配点并且

可以提高匹配精确率(匹配结果中正确匹配的个数

在所有匹配个数中的占比)和召回率(匹配结果中正

确匹配的个数在groudtruth中的占比)[１０]的方法.

Suh等[１１]提出一种新的子图匹配方法,他们使用一

种偏向于稀疏解值的附加约束,有效消除了离散值

的影响;Dahm等[１２]提出一种在子图同构检测期间

能够最大限度地减少搜索状态数量的方法,该方法

能够从一组邻域图中计算得到高级拓扑节点特征,
计算得到的高级拓扑节点特征表示在处理图匹配问

题中优于现有的特征表示.
本文提出一种新颖而简单的算法,该算法在

IQP公式的基础上添加两个惩罚项来约束离散值,
进而有效地学习子图来表示原始图的结构信息.在

优化过程中,本文提出一种基于马尔科夫链蒙特卡

罗(MCMC)框架[１３]的子图学习方法,该方法利用一

个有效的状态转移函数来构造马尔科夫链,初始化

的子图经过所构造的马尔科夫链中的状态转换,并
结合IQP公式,可得到用于匹配的最优子图.实验

结果表明,本文所提出的解决方案可显著提高存在

离散值和变化噪声问题的图匹配的召回率和精

确率.

２　方　　法

２．１　图匹配的定义

图匹配问题需要考虑不同图之间的一对一匹配

结果,假设当前有两个图G１＝{V１,E１,Aν
１,Ae

１}和

G２＝{V２,E２,Aν
２,Ae

２},其中V、E、Aν、Ae 分别表示

节点、边缘、节点属性和边缘属性.图匹配的目标是

在所有可能的对应关系中找到G１ 和G２ 的节点对

应的子集,采用y∈{０,１}n１∗n２表示匹配结果,其中

n１ 和n２ 分别表示G１ 和G２ 中的节点数,如果选择

第i个匹配,则yi 为１,否则为０,关联矩阵M 由G１

和G２ 中对应边和节点之间的关系相似性值组成.
目前已经有许多方法利用IQP公式来处理图

匹配问题,IQP公式的定义为

y∗ ＝argmax
y

(yTMy)

s．t．y∈ {０,１}n１∗n２

∑
j
yij ≤１,∑

i
yij ≤１

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

, (１)

式中:y∗ 为目标函数;yij 和yji 分别为图G１ 的第i
个节点和图G２ 的第j个节点是否匹配,若匹配则为

１,不匹配则为０.∑
j
yij≤１和∑

i
yij≤１增强了节

点之间一对一的约束,因此(１)式可以有效地处理

一些简单的匹配问题,但由于IQP解决方案的前提

是具有一定数量的节点匹配,所以会引入很多离散

节点,导致匹配的精确性降低,因此很难避免离散值

干扰.

２．２　图匹配的优化

为了处理离散值问题,本研究从原始图中选择

一个没有离散值的子图,同时该子图也可以表示原

始图的结构信息.在图匹配的过程中,这种设计可

以有效地保证匹配的精确性和召回率.因此,图匹

配的目标函数可表示为

y∗ ＝argmax
y

[yT(x)My(x)]－

　λ１‖y‖０－λ２xTWx
s．t．y∈ {０,１}n１∗n２,x∈ {０,１}n１

∑
j
yij ≤１,∑

i
yij ≤１

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

, (２)

式中:W 为G１ 中 节 点 之 间 的 相 似 性 矩 阵;X＝
{x|x∈{０,１}n１};n１ 是G１ 的节点数.函数y()
的定义为

y(x)＝argmax
y

(yTMy)

s．t．y∈ {０,１}n１∗n２

∑
j
yij ≤１,∑

i
yij ≤１

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

. (３)

　　图G′１和G２ 之间的图匹配可以应用传统IQP
优化方法[１４][(３)式]进行处理,其中 G′１是 G１ 的

子图.
(２)式可用于从原始图G１ 中学习子图G′１以进

行匹配,如果在子图G′１中选择第i个节点,则xi＝
１,否则xi＝０.y 表示G′１和G１ 之间节点的成对

匹配关系,并利用‖y‖０ 来约束子图的大小.由

于子图表征图G１ 的结构信息,为此应削弱不同节

点之间的相关性,xTWx 用于约束子图G′１中节点

之间的弱相关性,λ１ 和λ２ 分别用于控制惩罚因子

的权重.

０６１００３Ｇ２



激 光 与 光 电 子 学 进 展

２．３　基于 MCMC框架的子图学习方法

本文应用 MCMC框架来解决优化过程中存在

的问题.MCMC的基本思想是在状态空间X 上构

造马尔科夫链,X 表示G１ 的子图状态空间.本文

方法需要在X 上定义目标概率分布函数P(x),

P(x)＝exp[yT(x)My(x)－
λ１‖y‖０－λ２xTWx]. (４)

　　马尔科夫链中的状态转移旨在根据(３)式在状

态空间X 中选出G２ 的最佳匹配子图x.
马尔科夫链由经典的 MetropolisＧHastings采

样方法生成.本文采用了两种不同的转移方案,即
随机转移方案和状态转移方案,随机转移方案的定

义为

qrand(x→x′)＝
１/n１,if‖x′－x‖１＝１
０,otherwise{ .

(５)
由(５)式可知:一种状态转换为另一状态的概率为

１/n１,这表明状态转移在状态空间内较为活跃.
本文基于子图与原始图模型之间的相似性设计

了状态转移方案,重构子图应具有稳定的结构和与

原始图的较高相似性,因此状态转移方案可以定

义为

qdata(x→x′)＝
１
Zexp－

x′TWx′－xTWx
τ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,if‖x′－x‖１＝１

０,otherwise

ì

î

í

ïï

ïï

,

(６)
式中:Z 和τ均为归一化常数.状态转移方案根据(６)
式的概率分布对节点进行采样,这就可以将采样范围

约束在一个小区域内,从而快速找到最佳匹配结果.
接受率是指在状态空间中子图从一种状态转换

成另一种状态后被接受的可能性,接受率的定义为

a(x→x′)＝min
p(x′)q(x′→x)
p(x)q(x→x′),１{ } . (７)

q()根据方案类型可定义为(５)式或者(６)式,整
体算法如图１所示.

３　实　　验

本节包含四个部分:在第一部分中,分析了不同

参数λ１ 和λ２ 对匹配效果的影响.在第二部分中,
在人工合成图数据集上通过改变离散点的个数、变
化噪声的大小和不同的边缘密度来评估本文提出的

图匹配方法.在这一部分中,将提出的方法与几种

常用的图匹配方法基于人工合成图进行比较,常用

图１ 基于 MCMC的子图匹配算法

Fig敭１ SubＧgraphmatchingalgorithmbasedonMCMC

的图 匹 配 方 法 包 括 SM、HGM[１７]、RRWM[８]、

RRWHM[１８]、TM[１９]、FGM[２０]和IPFP[２１].考虑到

准确性和可信度等因素,本文使用上述图匹配方法

基于 MATLAB软件实现开源代码和指定的参数,
并 在 单 核 计 算 机 上 进 行 测 试 (CPU 的 频 率 为

３．５GHz;RAM为１２GB).在人工合成图实验中,
所有方法使用相同的合成图,取３０次随机实验的精

确率以及召回率的平均值作为定量分析结果.在第

三部分中,基于真实图像数据集将提出的方法与三

种流行的图匹配方法即RRWM、SM 和IPFP进行

比较.在最后一部分中,将所提方法与当前主流的

图匹配方法同时应用于基于视图的三维模型检索并

对检索结果进行分析.

３．１　参数对子图学习方法的影响

为了评估当λ１ 和λ２ 变化时算法的鲁棒性,将σ
定义为０．２并且nout固定为１０,召回率随λ１ 和λ２ 的

变化趋势如图２所示,精确率随λ１ 和λ２ 的变化趋

势如图３所示.由图２和图３可知,当参数λ１ 为

１．５,λ２ 为１时,精确率和召回率具有最佳匹配结果.

３．２　合成图数据集评估

按照文献[１８]的实验方案,本实验基于合成图

数据集对本文方法进行评估.每个实验构建两个

图,其中图Gp 包含np＝nin＋np
out个节点,图Gq 包

含nq＝nin＋nq
out个节点,nin为被选择用于匹配的目

标节点数量,np
out和nq

out分别表示两个图中未用于匹

配的离散节点数量.实验使用随机边缘密度ρ生成

参考图Gp,其中每个边缘ep
st被赋予在０到１内呈均
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图２ 召回率变化曲线

Fig敭２ Recallratecurves

图３ 精确率变化曲线

Fig敭３ Precisioncurves

匀分布的随机属性ap
st.实验通过在Gp 中目标节点

之间的边缘属性上添加噪声来创建图Gq:aq
ab＝ap

st＋
σ,其中变形噪声σ由高斯函数 N(０,σ２)生成,Gq 中

所有连接中至少一个离散节点的其他边缘按照Gp

中产生边缘的方式随机生成.因此两个图Gp 和Gq

都包含一个具有nin个节点的公共扰动子图.

　　本实验有三个自变量:离散值np
out或nq

out,变形

噪声σ和边缘密度ρ,因此本文分别进行三次实验

来评估它们对性能的影响,每次实验生成３０个不同

的图对,并计算了每次实验的平均召回率和平均精

确率作为评估指标.第一次实验将离散值从０调整

到２０,步长为２,同时固定目标节点数nin＝２０,变形

噪声σ＝０．５,实验结果如图４所示.第二次实验将

变形噪声σ从０调整到０．２,步长为０．０２５,同时固定

目标节点数nin＝２０,离散值np
out＝nq

out＝５,实验结果

如图５所示.第三次实验将边缘密度ρ从０调整到

２,步长为０．２,同时固定目标节点数nin＝２０,离散值

np
out＝nq

out＝０,实验结果如图６所示.
实验结果表明:本文所提出的子图学习方法

(SGM)在精确率和召回率方面均优于其他常用方

法,并且在变化噪声和离散值同时存在的情况下,

SGM方 法 具 有 较 好 的 鲁 棒 性.本 实 验 中,SM、

FGMU、FGMD、IPFP、RRWM和RRWHM等对比

方法均利用IQP公式来处理图匹配问题,但这些方

法只关注图与图之间成对的匹配,忽略了离散值的

影响.FGMU和FGMD方法在图匹配中的精确率

和召回率与SGM方法近似相等,但是FGM方法的

运行时间相比SGM 方法要长１００多倍,它不适合

处理检索、匹配、识别等方面的计算机视觉问题.

HGM和TM方法一般应用于高阶图匹配,它们需

要基于节点计算高阶特征,因此 HGM 和TM 方法

容易受到离散值的影响,相应的实验结果也证明了

这一结论.

图４ 离散实验的召回率和精确率.(a)离散值对召回率的影响;(b)离散值对精确率的影响

Fig敭４ Recallrateandprecisionintheoutlierexperiments敭 a Effectofdiscretevaluesonrecallrate 

 b effectofdiscretevaluesonprecision

３．３　真实图像数据集评估

本节基于真实图像数据集Caltech＋MSRC[１８]

实现了SGM 方法.本实验构建了一个由３０对图

像对组成的数据集,并使用 MSER检测器和SIFT
描述符基于构建的数据集生成候选对应关系,其中

３０对图像对来自数据集Caltech＋MSRC.本实验

通过计算图像对中１２８ＧdSIFT描述符之间的距离

来确定是否应该收集候选匹配对,如果单个匹配对

的距离小于松散阈值δ＝０．６,则收集该候选匹配

对.在实验过程中,本实验标注了所有候选对中每

个图像对的groundtruth,计算了SGM 方法的精确

率和相对客观评分,并将SGM 方法与几种代表性

０６１００３Ｇ４
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图５ 变形噪声实验的召回率和精度.(a)变形噪声对召回率的影响;(b)变形噪声对精确率的影响

Fig敭５ Recallrateandprecisioninthedeformationnoiseexperiments敭 a Effectofdeformationnoiseonrecallrate 

 b effectofdeformationnoiseonprecision

图６ 不同边缘密度实验的召回率和精确率.(a)边缘密度对召回率的影响;(b)边缘密度对精确率的影响

Fig敭６ Recallrateandprecisionintheexperimentswithdifferentedgedensities敭 a Effectofedgedensityonrecallrate 

 b effectofedgedensityonprecision

方法(RRWN、SM、SMAC[２２]、GAGM[２３]、IPFP)进
行比较,实验结果如表１所示,一些具有代表性的例

子如图７~９所示,其中黄线表示匹配结果中的正确

匹配,黑线表示匹配结果中未能正确匹配节点的

groundtruth.表１的对比实验结果表明:SGM 方

法在召回率和精确率方面均优于其他方法,实验结

果充分证明了该方法的优越性.
表１　不同方法在Caltech＋MSRC上的召回率和精确率

Table１　Recallrateandprecisionofdifferentmethods

onCaltech＋MSRC

Method Recallrate Precision
SGM ０．７５１０ ０．７４９
RRWM ０．６４０１ ０．６３２
SM ０．５２０８ ０．５２１
IPFP ０．４１２０ ０．４０２
SMAC ０．３９７４ ０．３８８
GAGM ０．５８７４ ０．５７１

３．４　３D模型数据集评估

本节基于３D模型数据集 MVＧRED１上实现了

SGM方法.MVＧRED数据集由 Kinect摄像机记

录,包含５０５个现实世界中的模型对象,每个对象包

含来自３个视角的７３张RGB图像.本实验首先利

用每个２D图像的视觉信息来构建单个３D模型表

示的图模型,然后利用所提出的SGM 方法计算不

同３D模型之间的正确匹配率,而正确匹配率可以

视为不同３D模型之间的相似性度量,最后利用相

似度进行模型检索.
由于每个３D模型由７３个视图组成,每个视图

由７３个节点组成,因此５０５个３D模型基于节点的

匹配实验比之前任何实验都复杂得多;光照、视点等

的变化将直接导致随机噪声和离散值的产生,随机

噪声和离散值的产生使鲁棒特征的提取更加困难.
因此,基于图匹配实现三维模型检索更具挑战性.

为了评估３D模型检索的性能,采用７种已广

泛应用于信息检索领域的评价标准[１６]———PＧR 曲

线、NN、FT、ST、FＧmeasure、DCG和ANMRR作为

检索性能的评估参数.

１)PＧR 曲线.假设检索模型在模型库中的模

型类别为S,数量为PS,实际检索出 N 个最相似结

果.其中精确率P 表示在N 个检索结果中与S为

同类型的模型所占的比例,召回率R 表示检索结果

与S为类型相同的模型在PS 中所占的比例.在判

别检索结果中的模型是否归属于S类时会存在一个
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图７Caltech＋MSRC上的摩托车图形匹配样本.(a)基
于SGM的匹配样本(正确匹配率为１２/５４);(b)基
于RRWM 的 匹 配 样 本 (正 确 匹 配 率 为 １１/６７);
(c)基于IPFP的匹配样本(正确匹配率为７/６７);

　(d)基于SM的匹配样本(正确匹配率为９/６７)

Fig敭７Samplesofgraph matchingfor motorbikeon
Caltech＋ MSRC敭 a SGMＧbased matching
sample  correct matching rate is １２ ５４  

 b RRWMＧbased matching sample  correct
matching rate is １１ ６７   c IPFPＧbased
matching sample  correct matching rate is
７ ６７   d SMＧbasedmatchingsample correct
　　　　　matchingrateis９ ６７ 

判别阈值,PＧR 曲线是模型检索结果的精确率和召

回率随模型判别阈值降低的变化趋势.

２)NN.NN是指在检索结果中检索出的最相

似模型的精确率.

３)FT.FT表示N＝PS－１时的召回率.

４)ST.ST表示当K＝２(PS－１)时的召回率.

５)FＧmeasure.FＧmeasure是精确率和召回率

的加权调和平均,其定义为

F－Rmeasure＝
２PR
P＋R

. (８)

　　６)DCG.DCG是指所有正确模型位置信息标

图８Caltech＋MSRC帽子图形匹配样本.(a)基于SGM
的匹配样本(正确匹配率为４/７);(b)基于 RRWM
的匹配样本(正确匹配率为４/９);(c)基于IPFP的

匹配样本(正确匹配率为２/９);(d)基于SM 的匹配

　　　　　　样本(正确匹配率为２/９)

Fig敭８SamplesofgraphmatchingforcaponCaltech＋
MSRC敭 a SGMＧbasedmatchingsample correct
matching rate is ４ ７   b RRWMＧbased
matchingsample correctmatchingrateis４ ９  

 c IPFPＧbased matching sample  correct
matchingrateis２ ９   d SMＧbasedmatching
　　　sample correctmatchingrateis２ ９ 

准化后的加权和,其位置越靠前,则权重越大.首先

将检索结果列表转化为向量G,该向量的元素Gi＝
１表示第i 个位置为正确结果,否则 Gi＝０.则

DCG的计算公式为

RDCGi＝
Gi,i＝１

RDCGi－１＋
Gi

log２i
,otherwise

ì

î

í

ïï

ïï

. (９)
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图９Caltech＋MSRC汽车图形匹配样本.(a)基于SGM
的匹 配 样 本 (正 确 匹 配 率 为 １６/３０);(b)基 于

RRWM的匹配样本(正确匹配率为１２/３６);(c)基于

IPFP的匹配样本(正确匹配率为４/３６);(d)基于

　　　SM的匹配样本(正确匹配率为４/３６)

Fig敭９SamplesofgraphmatchingforcaronCaltech＋
MSRC敭 a SGMＧbasedmatchingsample correct
matchingrateis１６ ３０   b RRWMＧbased
matchingsample correctmatchingrateis１２ 
３６   c IPFPＧbasedmatchingsample correct
matchingrateis４ ３６   d SMＧbasedmatching
　　sample correctmatchingrateis４ ３６ 

　　然后将其标准化,可得

RDCG＝
RDCGn

１＋∑
C

j＝２

RDCGn

log２j

, (１０)

式中:C 为模型总数.

７)ANMRR.ANMRR 是指平均归一化检索

秩[２４],反映检索结果中正确模型的排序性能.

本文选择了一些目前比较先进的方法[２５]进行

对比.此外,选取了光谱匹配(SM)、重加权随机游

走匹配(RRWM)、加权二分图匹配(WBGM)[２６]等

常用的图匹配方法进行比较.检索结果如图１０所

示,其中图１０(a)所示为 MVＧRED数据集的 PＧR

图１０ MVＧRED数据集中基于视图的３D模型检索

实验结果.(a)PＧR 曲线;(b)性能指标

Fig敭１０Results of viewＧbased ３D model retrieval
experimentsin MVＧREDdataset敭 a PＧR
　　　　curves  b performance

曲线,图１０(b)所示为各方法的性能指标.从图１０
可以看出:１)CCFV[２５]和 AVC[２７]中利用概率模型

计算相似性,这两种方法考虑了２D图像的特征分

布,并应用统计模型来表示３D模型.CCFV中应

用高斯模型来模拟对象的特征分布,因此CCFV
可以利用更多数据进行模型学习,进而获得更强

的鲁棒性.AVC中应用贝叶斯模型基于２D图像

的视觉信息计算不同３D模型之间的相似度.这

些方法都只考虑了２D图像的视觉属性而忽略了

３D模型的结构信息,因此最终的检索结果比本文

方法的效果差.２)选取部分经典的图形匹配方法

作为比较方法,其中 WBGM 与二分图匹配方法类

似,两者的不同之处在于 WBGM 中引入了节点的

权重以提高匹配的准确性,但是 WBGM 没有考虑

图的边缘信息,WBGM 可以看作是一元属性的图

匹配,最终的检索结果比本文方法差.３)RRWM
和SM是基于IQP公式的经典图形匹配方法.视

点、照明等变化会导致一个模型的不同视图的视

觉外观发生显著变化,并进一步引入噪声和离散

值,噪声和离散值可能进一步导致更复杂的边缘

属性.因此提取鲁棒图像特征进行视觉表征的难

度非常大,不稳定的一元和成对属性将导致图匹

配性能变差.相对而言,本文方法可以有效地减

少离散值的影响,利用学习到的子图来表示图模

型的结构信息.综上所述,SGM 方法的性能优于

所有比较方法.
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４　结　　论

提出一种新的子图学习方法来处理经典的图匹

配问题.在此过程中,提出一种新的 MCMC采样

方法来优化目标函数,优化后的方法可以有效降低

离散值的影响,并在匹配过程中保存匹配点.实验

结果表明:本文方法在合成图匹配和特征对应问题

上均优于其他方法,并且在噪声和离散值存在的情

况下具有较好的鲁棒性.
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