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摘要 主要探讨了非周期性量子行走中波函数的扩散性质。计算结果表明,通过在不同位置使用不同的幺正演化

操作,能够精确调控多路径相干叠加态。不同的演化操作导致相干相长或者相干相消现象,从而对扩散性质产生

影响。通过调节系统的演化参数,可改变行走者的扩散速率。量子行走扩散速率的研究有助于发展基于量子行走

的新算法。
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Abstract The
 

diffusion
 

property
 

of
 

wave
 

functions
 

in
 

the
 

non-periodic
 

quantum
 

walks
 

is
 

investigated
 

in
 

detail 
 

The
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1 引  言

量子行走是经典随机行走在量子世界的对应。
经典随机行走是许多基础学科的模型,如计算科学

和生物传播等[1]。由于量子相干叠加性,量子行走

的扩散速率相比经典随机行走更快,因此基于量子

行走可以设计效率更高的算法。已有的研究成果

表明,能够从硬件和软件两个方面利用量子行走来

实现量子计算[2-8]。此外,非周期量子行走可以用于

模拟Anderson局域性和拓扑相变,为研究复杂现

象提供了很好的平台。非周期性量子行走还能用

于完成量子信息任务,例如,任意高维量子态的制

备、量子 态 的 完 美 传 输 以 及 量 子 态 的 测 量 和 重

构[9-12]等。人们对量子行走的性质及其物理实现进

行了大量的研究,量子行走已经在核磁共振系统、
囚禁原子、囚禁离子以及光波导等具体物理系统中

得以实现[13-16]。
人们广泛研究了不同量子行走模型中波函数

的扩散性质。在空间均匀演化操作量子行走的过

程中,通过改变硬币操作的系数来改变行走者多路

径相干性,使得扩散速率得到优化,扩散速率呈二

次方提速[17]。通过添加随时间变化的相位,可以调

控量子态并实现最大纠缠态,但是行走者的扩散速

率比空间均匀系统低[18]。进一步研究空间非周期

的量子行走对扩散速率的影响,通过在原点添加相

位来实现局域性,即行走者局域在原点附近,其扩

散速率大大降低[19]。已有实验结果表明,借助于线

性光学器件可实现非周期量子行走。通过组合半
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波片和四分之一波片来制备系统初态,利用波片和

双折射晶体来实现非均匀幺正演化,利用单光子探

测器来测量光子在不同位置的分布,由不同位置的

光子数计算出扩散速率,观测到扩散速率相比周期

量子行走低[18]。
本文主要讨论了一维非周期量子行走的扩散

性质。首先简单介绍了标准量子行走,在此基础上

通过随位置变化的硬币操作,实现了非周期量子行

走。其次根据末态波函数得出行走者的位置概率

分布和位置方差,并讨论了硬币操作系数对系统扩

散速率的影响[20-23]。

2 物理模型

在一维量子行走中,行走者包含两个自由度,
分别是量子硬币和位置。量子硬币的状态是两个

相互正交的二维量子态|c>,其中c=0,1分别表示

沿着一维链向左或向右行走。行走者的位置状态

用|x>x∈Z  描述,x 是行走者处于一维链的位

置。每一步行走包含两个操作:硬币翻转操作H 和

条件行走操作S。 每一步量子行走的幺正演化算

符U 是

U=S H I  , (1)
式中:I是单位操作。当硬币状态进行翻转时,在标

准量子行走中,每一处的硬币操作都相同,即

H=
d 1-d

1-d - d  , (2)

式中:硬币操作系数d∈ 0,1  ,当d=
1
2

时硬币

翻转操作是Hadamard操作。硬币翻转操作使得行

走者处于|0>和|1>的相干叠加态。根据硬币状态

进行行走操作,条件行走算符是

S=∑x 0><0  x-1><x + 1><1 

x+1><x , (3)
式中: 为张量积。条件行走操作使行走者处于不

同位置的相干叠加态。如果每一步演化后都基于

正交基 |0>,|1>  对硬币态进行投影测量,位置相

干性则会被彻底破坏,量子行走转化为经典随机行

走。如果重复幺正演化操作且不进行测量操作,由
于行走者处于不同位置的相干叠加态,量子行走者

在一维链上以相干扩散的方式远离初始位置。
利用随位置改变的硬币操作可以精确操控多

路径相干态。本文重点讨论在原点处使用不同于

其他位置的硬币操作:

H 0  =expiφ  
d 1-d

1-d - d  , (4)

式中:相位φ ∈ 0,2π  。 其他位置和标准行走一

样使用(2)式中的硬币操作。如果φ=0,这种非周

期量子行走模型就转变为标准量子行走。
讨论行走者初始位置处于原点x=0处,硬币

处于任意|0>和|1>的叠加态的情况:

ψ0  = a0,0  |0>+b0,0  |1>  |0>, (5)
式中:ψ 为波函数;系数a 和b满足 a0,0  2+
b0,0  2=1。 经过t 步演化后,系统的末态

ψt  为

ψt  =Utψ0  =∑
x
ax,t  |0>+bx,t  |1>  |x>,

(6)
式中:x ∈ -t∶2∶t  ,并 且 满 足 归 一 化 条 件

∑
x
ax,t  

2
+bx,t  2=1,其中-t∶2∶t表

示-t至t,间隔为2。末态中的系数a -1,t  和

b1,t  的关系为

2a -1,t  =expiφ  a0,t-1  +expiφ  b0,t-1  

2b1,t  =expiφ  a0,t-1  -expiφ  b0,t-1   。 (7)

  其他系数根据如下递推关系得出:

2ax-1,t  =ax,t-1  +bx,t-1  

2bx+1,t  =ax,t-1  -bx,t-1   。 (8)

利用系统末态可求出行走者的位置概率分布

以及位置方差。位置概率分布描述的是经过若干

步演化后行走者在不同位置的分布概率P x,t  =
ax,t  2+bx,t  2,位置方差σ2=<x2>-
<x>2 描述的是行走者远离原点的扩散速率,其中

<·>是对力学量算符求平均。通过位置概率分布以

及位置方差来分析非周期量子行走的演化性质。
本文所讨论的非周期量子行走的演化性质在20步

演化过程中即可得到很好的展现,同时这也是目前

很多物理系统能够达到的步数,所以后续的数值结

果讨论主要展示20步演化过程中的位置分布以及

扩散速率性质。论文[19]详细探讨了φ∈ 0,2π  对

行走性质的局域影响,并发现φ=π时扩散速率大
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幅降低的现象,即局域性。本文讨论了如何选择合

适的相位φ 来增大扩散速率。对于给定步数t=20
和硬币操作系数d=0.5,扩散速率即位置方差随相

位φ 的变化如图1所示。可以看出,扩散速率随着

相位的变化而出现减小或者增大的现象,这是由量

子相干相消或者相干相长导致的。当φ 取特殊的

数值时,行走者的扩散速率较φ=0时的扩散速率

大。对于其他步数和硬币参数有相同的结论。在

后续讨论中,选取φ=π/4进行重点讨论,该相位在

实验中易实现并且能够使扩散速率增大。

图1 当t=20,d=0.5时扩散速率随相位φ 的变化

Fig 
 

1Diffusion
 

speed
 

versus
 

phase
 

φ
 

when
 

t=20
 

and
 

  d=0 5 

3 数值计算结果与讨论

首先计算了标准量子行走即φ=0时,硬币操

作中的参数d 对行走者位置概率分布P x  的影

响。图2(a)、(c)、(e)分别描述了经过20步演化后

d=0.2,0.5,0.8对应的P x  。 相比经典随机行

走的高斯分布,在标准量子行走中,P x  在原点

附近小而在远离原点处大,说明行走者处于多路径

相干叠加态。随着系数d 的增大,经过相同步数的

演化,行走者的扩散范围逐渐变宽。这是因为随着

系数d的增大,行走者远离原点的几率高于回到原

点的几率。
选取原点处的硬币操作,当φ=π/4,d=0.2,

0.5,0.8时的具体计算结果如图2(b)、(d)、(f)所
示。其位置概率分布和φ=0的情形类似,同样会

出现原点处P x  小而远离原点处P x  大的非

高斯分布,经过相同步数的演化,行走者的扩散范

围随着硬币系数d的增大而变宽。相比标准行走,
原点 处 的 P x  会 降 得 更 低,而 远 离 原 点 处 的

P x  增大了。经过相同步数的演化,行走者扩散

到远离原点的几率增大了。

图2 不同条件下行走者的位置概率分布。
 

(a)
 

d=0.2,
 

φ=0;
 

(b)
 

d=0.2,
 

φ=π/4;
 

(c)
 

d=0.5,
 

φ=0;
 

(d)
 

d=0.5,
 

  φ=π/4;
 

(e)
 

d=0.8,
 

φ=0;
 

(f)
 

d=0.8,
 

φ=π/4
Fig 

 

2 Probability
 

distributions
 

of
 

walkers
 

position
 

under
 

different
 

conditions 
 

 a 
 

d=0 2 
 

φ=0 
 

 a 
 

d=0 2 
 

φ=π 4 
 

   c 
 

d=0 5 
 

φ=0 
 

 d 
 

d=0 5 
 

φ=π 4 
 

 e 
 

d=0 8 
 

φ=0 
 

 f 
 

d=0 8 
 

φ=π 4
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  基于量子行走的快速扩散,可以设计新的效率

更高的算法,接下来重点讨论行走者的扩散速率随

硬币操作参数的改变。图3(a)展示了在标准量子

行走中,当选取不同的硬币参数d=0.2,0.5,0.8
时,扩散速率随演化步数的变化。可以看出,增大

硬币系数d 可使行走者的扩散速率增大,这和图2
中描述的经过相同步数的演化,行走者扩散的范围

随着d的增大而变宽的结果是吻合的。
如果在原点处的硬币操作和其他位置处的硬

币操作不同,并选取φ =π/4,扩散速率随着步数的

演化如图3(b)
 

、(c)
 

、(d)
 

中的红色虚线所示。相

比较标准量子行走,非周期量子行走者在原点处相

位φ =π/4中的扩散速率均增大。可以通过改变原

点处的硬币操作来显著提高行走者的扩散速率,这
为基于量子行走实现高效率算法提供了很好的平

台。本文提出的提高扩散速率的理论方案在线性

光学系统或者光学波导等中可以实现。在线性光

学系统中,可以利用半波片和四分之一波片的组合

以及双折射晶体来实现空间非均匀幺正演化。以

光学波导为例,目前的激光刻写技术可以实现随位

置变化的幺正演化操作。最后通过单光子探测器

测量光子在不同位置的分布。

图3 不同条件下位置方差随步数的变化。(a)不加相位;(b)
 

d=0.2;(c)
 

d=0.5;(d)
 

d=0.8
Fig 

 

3 Variance
 

of
 

position
 

versus
 

number
 

of
 

steps
 

under
 

different
 

conditions 
 

 a 
 

No
 

phase
 

added 
 

 b 
 

d=0 2 
 

 c 
 

d=
  0 5 

 

 d 
 

d=0 8

4 结  论

通过理论计算,探讨了非周期量子行走的基本

性质。行走者的位置概率分布和扩散速率均与硬

币操作系数d 和相位φ 有关。增大系数d 可使行

走者在经过相同步骤后的扩散范围更大,从而提高

了行走者的扩散速率。通过改变原点处硬币操作

系数并选取φ=π/4,能够进一步提高行走者的扩

散速率。研究结论为基于量子行走设计新的效率

更高的算法提供了很好的依据。
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