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摘要　采用单像空间后方交会算法求解相机的外参数是摄影测量及机器视觉等领域的基本问题.在介绍前人

研究成果的基础上,提出一种新的单像空间后方交会算法,即利用３个控制点建立临时坐标系,根据这些控制点

在临时坐标系下的部分坐标分量为０的特点,将后方交会求解转换为三元二次方程组的求解,３个控制点的图像

坐标数据可为非线性方程组的迭代求解提供初始值,使求解过程更加可靠.利用某商用工业摄影测量系统对实

验空间中布设的控制场拍摄了１２０幅图像并计算其外参数,采用后方交会算法和角锥体算法分别对所取特征点

计算外参数,结果表明:后方交会算法求解的参数正确,且迭代求解收敛性好,适用于任意旋转角的相机外参数

求解.
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１　引　　言

单像空间后方交会算法,是一种在三维空间中,
根据控制点与像点之间的对应关系获得相机外参数

的求解方法[１],主要有角锥体法和共线方程法两种.
共线方程法可根据其变换过程中旋转变换的表达,
分为基于旋转矩阵的共线方程法和基于四元数描述

的共线方程法.官云兰等[２]通过改进角锥体法计算

获得相机外参数,该算法需要利用多个控制点才能

获得更高精度;刘建辉[３]通过实验证明基于几何代

数的后方交会算法不依赖于初值,但是计算精度较

低;黄旭等[４]利用单应性模型的约束条件,在多个控

制点共面时可将共线方程转换为线性方程求解,无
需初值就可以获得相机外参数的直接解;龚辉等[５]

０２１５０４Ｇ１
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采用绝对定向与正交投影２种变换代替共线方程,
利用非线性方程的直接迭代实现单像空间后方交会

求解;贲进等[６]基于PopeＧHinsken算法,采用四元

数构造旋转矩阵,计算结果一定程度上依赖于初值;
江刚武等[７]直接迭代求解旋转矩阵,王勇等[８]采用

四元数描述像片位置和姿态,这２种方法均避免了

旋转矩阵与欧拉角相互转换引起的误差;江刚武

等[９]提出了一种基于四元数的不依赖于初值的空间

后方交会算法,实验结果表明该算法对外参数初值

无特殊要求;徐振亮等[１０]采用加权直接线性方法估

计物像间的投影矩阵,经过转换计算后得到摄影测

量中的外参数,计算过程较为复杂;吕继兵等[１１Ｇ１２]利

用四元数推导了空间三维坐标转换方法,该方法无

需线性化,计算过程较简单;洪洋等[１３]提出了基于

矩形几何特性的位姿分步估计方法;李鑫等[１４]利用

直线段之间的距离,通过求解三元三次方程组获得

旋转矩阵的全局最优解;宋佳慧等[１５]通过合作靶球

与测量仪器靶球之间的相互替换,实现视觉坐标系

和外部标准坐标系下公共点的直接获取,进而实现

视觉传感器的外参标定.
本文通过研究提出了一种新的后方交会算法,

此算法是利用３个控制点建立临时坐标系,根据这

些控制点在临时坐标系下的部分坐标分量为０的特

点,将后方交会求解转换为三元二次方程组的求解,

３个控制点的图像坐标数据可为方程组的迭代求解

提供初始值.

２　算法模型

２．１　共线条件方程

图１给出了三点后方交会原理示意图,M、N、

L 为空间任意３个控制点,m、n、l 为其对应的像

点,其中OCＧXCYCZC 为相机坐标系,OWＧXWYWZW

为世界坐标系.空间某控制点在２个坐标系中三维

坐标的转换关系为
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式中:tx ty tz( ) 为平移向量;
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转矩阵.通过(１)式即可求解出旋转矩阵参数.
用(x,y)表示空间某控制点经过畸变纠正后的

图１ 三点后方交会原理示意图

Fig敭１ SchematicofthreeＧpointresectionprinciple

图像坐标,f 为相机焦距,用(x′,y′)＝ x
f

,y
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像点的归一化图像坐标,(XC,YC,ZC)为相机坐标.
依据共线条件可知
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式中:λ为齐次因子.将(１)式代入(２)式中,可得:
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２．２　求解算法

在控制点中任取３个不共线的控制点(M、N、

L),以M 点为原点,MN
－－－➝

向量为X 轴,上述３点形

成空间平面的法向量为Z 轴,按照右手规则建立临

时坐标系OＧXYZ,如图１虚线部分所示,则该坐标

系与世界坐标系间的转换参数可以依据３个控制点

的三维坐标计算出来,计算过程此处不再赘述.
若以坐标系OＧXYZ 为世界坐标系,(３)式仍然

成立,在坐标系OＧXYZ 中,M、N、L３点的三维坐

标为

M ＝ ０ ０ ０( )

N＝ XN ０ ０( )

L＝ XL YL ０( )

ì
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式中:XN 、XL 为N 点、L 点在OＧXYZ 坐标系中的

X 轴坐标;YL 为L 点在OＧXYZ 坐标系中的Y 轴

坐标.在坐标系OＧXYZ 下,M、N、L 点的Z 轴坐

标均为０,消去齐次因子后,(３)式可表示为

０２１５０４Ｇ２
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－X ０ x′X －Y ０ x′Y －１ ０ x′
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　　将像点m 的归一化图像坐标(x′m,y′m,１)以及空间点M 在OＧXYZ 坐标系下的三维坐标(０,０,０)代入

(５)式可得:
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　　将像点n 的归一化图像坐标(x′n,y′n,１)以及空间点 N 在OＧXYZ 坐标系下的三维坐标(XN ,０,０)代入

(５)式可得:

－XN ０ x′nXN －YN ０ x′nYN －１ ０ x′n
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　　将(６)式和(７)式合并可得
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式中:k１＝x′n;e１＝
x′n－x′m
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.

将像点l的归一化图像坐标(x′l,y′l,１)以及空间点L 在坐标系OＧXYZ 下的三维坐标(XL,YL,０)代入

式(５)可得
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　　将(８)式和(９)式合并可得
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式 中: q１ ＝
k１２k２１

k１１k２５－k１５k２１
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将(１０)式代入(８)式,并联立(１０)式可得

a１

a２

a３

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
＝

r１１ r１２ r１３
r２１ r２２ r２３
r３１ r３２ r３３

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷


b１
b２
b３

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
, (１１)

式中:r１１＝k１r１＋e１q１;r１２＝k１r２＋e１q２;

r１３＝k１r３＋e１q３;r２１＝k２r１＋e２q１;r２２＝
k２r２＋e２q２;r２３＝k２r３＋e２q３;r３１＝r１;

r３２＝r２;r３３＝r３.
旋转矩阵为单位正交矩阵,则有:

a２
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　　将(１１)式代入(１２)式,得到一个关于旋转矩阵

元素b１、b２、b３ 的三元二次方程组,即

０２１５０４Ｇ３
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式中:u１＝r２１１＋r２２１＋r２３１;u２＝r２１２＋r２２２＋r２３２;u３＝
r２１３＋r２２３＋r２３３;u４＝r１１r１２＋r２１r２２＋r３１r３２;

u５＝r１３r１２＋r２３r２２＋r３３r３２;u６＝r１１r１３＋
r２１r２３＋r３１r３３;v１＝r１２＋r２１;v２＝r２３＋r３２;

v３＝r１３＋r３１.
向量(b１ b２ b３)T 实际为OＧXYZ 坐标系在相

机坐标系下的Y 轴向量,如果在图像平面上,求mn

的垂线向量ml
－－➝
′,则该垂线向量与Y 轴方向基本一致,

可以直接采用垂线向量作为向量(b１ b２ b３)T 的初

始值,采用牛顿迭代法求解该三元二次方程组得到

b１、b２、b３.将求解出的b１、b２、b３ 依次代入 (１１)、
(１０)、(８)、(６)式,求解其他外参数.

三元二次方程组的求解一般会出现多解的情

况,可依据垂线向量ml
－－➝
′的分量符号进行错误解剔

除.如果剔除后还存在多解,则需要选择另外３个

点(更换M、N、L３个点中的任意１个即可)按照上

述过程求解出另一组解,对该组解先按照上述方法

进行错误解剔除,若剔除后仍存在多解,则在两组解

中寻找最接近平移量的解作为最终解.
上述求解是以OＧXYZ 为世界坐标系求解出的

外 参 数,依 据 坐 标 系 OＧXYZ 与 坐 标 系 OWＧ
XWYWZW 之间的固有关系,则可将该参数转换至实

际的世界坐标系中,转换过程此处不再详述[１,４].

３　结果与分析

为验证本文算法的有效性,在实验空间中布设了

由数百个控制点组成的控制场,采用某商用工业摄影

测量系统对控制场拍摄１２０幅图像,并用系统软件测

量出控制点的三维坐标,该商用系统软件测量完毕会

输出每幅图像的外参数.如表１所示,选取若干幅图

像以及这些图像中的一些特征点,标明每一幅图像经

过商用系统软件计算得到的外参数.

表１　三维坐标与二维图像点坐标及相机外参数

Table１　ThreeＧdimensionalcoordinates,pointcoordinatesof２Dimage,andtheexternalparametersofcamera

Picture Point (X,Y,Z)/mm (x,y)/mm Rotationangle/(°)Externalparameter/mm

１

T１０４ (１６７０．８９５,－４０９．０５６,－３４３０．９７６) (－３．０９３３,６．７９６８)
RX＝３．２７０７ XS＝５９５．３７７０

T９２ (１４７６．９６０,－４２９．４９７,－３４７２．９１６) (－３．００１７,５．５７８５)

T１０８ (１５３１．４１４,－１５７２．３０２,－３１２９．０７８) (４．２９２７,６．１８６５) RY＝１４８．９０１７ YS＝８５３．９５２０
T５９ (９０５．２１１,－６８７．３３９,－３５４０．１２６) (－１．４９８４,２．０５４９)

RZ＝１７４．８５０６ ZS＝－４０１５．７２８０
T２２ (３１８．０８４,－５６２．１４８,－３７２２．０１３) (－２．３７８２．－１．５６６８)

２

T２１８ (１０２９．６０８,８５９．５２７,－３９５６．４１９) (６．１７９４,５．１６１１) RX＝１７６．６１７３ XS＝４７３．１２５０
T１８０ (１６２８．２３２,５４１．３４６,－３７１７．６９４) (１０．３９０８,３．４１９８)

RY＝５９．０６７０ YS＝８６７．６０９０
T５０ (８７７．６９０,－１１４．７２３,－３７１１．８６５) (５．６３１９,－０．７９９０)

T１１０ (１８４８．４１１,－７．６３０,－３５０２．９７２) (１２．４９４２,－０．１０５３) RZ＝２０．５８６１ ZS＝－３７０３．３５２０

３
T７１ (１３３９．４４４４,１９．６５１５,－３２２９．０２４５) (１０．１８１０,０．１４９１) RX＝３７．５９３０ XS＝１８０２．０１０７
T１８ (－１０６．９９４８,１１５１．５４４１,－３１１８．２９５６)(－０．８４２４,９．０６３１) RY＝２．００４８ YS＝－３５５．９５１９
T１４８ (６０．８３５７,－１３３７．２００１,－３８１１．６０９５) (０．３９１９,－８．６１０４) RZ＝－３８．０６６７ ZS＝－３１４４．２８５４

　　如表１中picture１数据所示,在选取的５个点

中任选３个点作为后方交会的控制点,选取３个点

的分布形状接近正三角形、锐角三角形和钝角三角

形,如图２所示.
分别使用本文方法和角锥体法计算外参数,计

算结果如表２所示.
根据表１中picture２数据,选取的４个控制点近

似在１个平面内,以点T２１８,T１８０为原点和x 轴正

方向,分别以点T５０、点T１１０为y 轴正方向,利用本

图２ Picture１中任意３点分布情况示意图

Fig敭２ Distributionofthecontrolfieldpointsinpicture１
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文算法和DLT法计算外参数,计算结果如表３所示.
根据表１中的picture３数据,首先按点 T７１、

T１８、T１４８的顺序,定义T７１点为坐标系原点,T１８
为x 轴正方向;然后按照T１８、T１４８、T７１的顺序,

定义T１８点为坐标系原点,T１４８为x 轴正方向;再
按照T７１、T１８、T１４８的顺序,定义T７１为坐标系原

点,T１８为x 轴正方向,计算这３个坐标系下的线

元素,计算结果如表４所示.
表２　使用本文方法和角锥体法计算得到的相机外参数

Table２　Resultscalculatedbyproposedalgorithmandpyramidalgorithm

Picture Point
Proposedalgorithm Pyramidalgorithm

Rotationangle/(°) Externalparameter/mm Rotationangle/(°) Externalparameter/mm

１

T１０４
T２２
T１０８
T１０４
T９２
T１０８
T１０４
T５９
T２２

RX＝－３．２７０６

RY＝１４８．９００７

RZ＝１７４．８４９１

RX＝－３．２７１０

RY＝１４８．９０１１

RZ＝１７４．８５０１

RX＝－３．２７１５

RY＝１４８．９０１３

RZ＝１７４．８５３３

XS＝５９５．３７１

YS＝８５３．９５６

ZS＝－４０１５．７２４

XS＝５９５．３００

YS＝８５３．９８４

ZS＝－４０１５．７５６

XS＝５９５．３１９

YS＝８５３．９６５

ZS＝－４０１５．６３４

RX＝－３．２７１１

RY＝１４９．１０１４

RZ＝１７５．８７３０

RX＝－３．２７２３

RY＝１４８．９０３７

RZ＝１７４．８６３４

RX＝－３．２７３１

RY＝１４８．９０４１

RZ＝１７４．８４４２

XS＝５９５．３８８

YS＝８５３．９７３

ZS＝－４０１５．７３１

XS＝５９５．３８２

YS＝８５３．９６７

ZS＝－４０１５．７７４

XS＝５９５．３７１

YS＝８５３．９８４

ZS＝－４０１５．７５２

表３　使用本文算法和DLT算法计算得到的相机外参数

Table３　ResultscalculatedbyproposedalgorithmandDLTalgorithm

Picture Point
Proposedalgorithm DLTalgorithm

Rotationangle/(°) Externalparameter/mm Rotationangle/(°) Externalparameter/mm

２

T２１８
T１８０
T５０
T２１８
T１８０
T１１０

RX＝１７６．６１５０

RY＝５９．０６５０

RZ＝２０．５８６１

RX＝１７６．６２３０

RY＝５９．０６６５

RZ＝２０．５８６２

XS＝４７３．０８１

YS＝８６７．９８１

ZS＝－３７０３．１９４

XS＝４７３．１０４

YS＝８６７．３５１

ZS＝－３７０３．４１２

RX＝１７６．６１６７

RY＝５９．０６７０

RZ＝２０．５８６５

RX＝１７６．６１７７

RY＝５９．０６８１

RZ＝２０．５８３３

XS＝４７３．１０７

YS＝８６７．６３１

ZS＝－３７０３．３５７

XS＝４７３．１１５

YS＝８６７．６３４

ZS＝－３７０３．３２３

表４　在３个控制点中同时建立坐标系的计算结果

Table４　Calculationresultsinthreecoordinatesystems

No． Point Externalparameter(XS,YS,ZS)/mm
１ T７１,T１８,T１４８ (１８０２．０１０９,－３５５．９５１３,－３１４４．２８５２)
２ T１８,T１４８,T７１ (１８０２．０１２２,－３５５．９５３６,－３１４４．２８８３)
３ T７１,T１８,T１４８ (１８０２．００９８,－３５５．９５０２,－３１４４．２８２１)

　　在三元二次方程组的求解过程中,可以利用垂

线向量ml
－－➝
′的分量符号进行错误解的剔除.以T７１、

T１８、T１４８３个 点 建 立 的 坐 标 系 为 例,向 量ml
－－➝
′

(－０．４４９１,０．３６３２)的分量符号为负,不同初值状态

下的方程组求解计算结果如表５所示,其中第１行

为任意初值计算得到的结果,第２行的初值符号与

ml
－－➝
′一致,第３行为ml

－－➝
′作为初值求解.

由上述实验及对比分析可知,本文方法求解的参

数正确,适用于任意大小旋转角的相机外参数求解.

４　结　　论

提出一种新的后方交会求解算法,通过建立

表５　三元二次方程组求解结果

Table５　Resultsofsolvingthequadraticequations

No． Initialvalue Result
１ (１,０,０) (０．６１１７,０．７３３４,－０．２９６６)

２
(－０．５７７,－０．５７７,

０．５７７)
(－０．６１１７,－０．７３３４,

０．２９６６)

３ (－０．６,－０．７,０．３８) (－０．６１１７,－０．７３３４,０．２９６６)

临时坐标系,根据３个控制点在临时坐标系下的部

分坐标分量为０的特点,将后方交会求解转换为三

元二次方程组的求解,以３个控制点图像的坐标数

据为三元二次方程组的求解提供初始值.针对三元

二次方程组多解的情况,依据３个控制点的图像坐

标数据进行错误解判断,同时采用两组数据分别求

解,通过两组多解求出最接近的正确解,进行最终正

０２１５０４Ｇ５
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确解的判断.计算结果表明,提出的后方交会算法

迭代收敛性好,求解的参数准确性高.本文算法输

出的外参数可作为后方交会整体平差的迭代初值.

参 考 文 献

 １ 　FengQQ LiGY HuangGP敭Singleimagespace
resectionindigitalindustrialphotogrammetry J 敭
BulletinofSurveyingandMapping ２００８ ６  ４Ｇ６敭

　　　冯其强 李广云 黄桂平敭数字工业摄影测量中的单

像空间后方交会 J 敭测绘通报 ２００８ ６  ４Ｇ６敭

 ２ 　GuanYL ZhouSJ ZhouM etal敭Animproved
algorithm of space resection based on pyramid

principle J 敭ScienceofSurveyingand Mapping 
２００６ ３１ ２  ２７Ｇ２８敭

　　　官云兰 周世健 周铭 等敭基于角锥体原理的空间

后方交会改进算法 J 敭测绘科学 ２００６ ３１ ２  ２７Ｇ
２８敭

 ３ 　LiuJH敭Principlesandmethodsofspaceresection
based on geometric algebra D 敭 Zhengzhou 
InformationEngineeringUniversity ２０１１敭

　　　刘建辉敭基于几何代数的空间后方交会理论与方法

 D 敭郑州 解放军信息工程大学 ２０１１敭

 ４ 　HuangX ZhangYJ YangJL etal敭ClosedＧform
solutiontospaceresection basedon homography
matrix J 敭JournalofRemoteSensing ２０１６ ２０ ３  
４３１Ｇ４４０敭

　　　黄旭 张永军 杨璟林 等敭单应性几何下的后方交

会直接解法 J 敭遥感学报 ２０１６ ２０ ３  ４３１Ｇ４４０敭

 ５ 　GongH JiangT JiangG W etal敭Aglobally
convergentalgorithm ofspaceresection basedon

quaternion J 敭Acta GeodaeticaetCartographica
Sinica ２０１１ ４０ ５  ６３９Ｇ６４５ ６５４敭

　　　龚辉 姜挺 江刚武 等敭一种基于四元数的空间后

方交会全局收敛算法 J 敭测绘学报 ２０１１ ４０ ５  
６３９Ｇ６４５ ６５４敭

 ６ 　BenJ TongXC LüHQ敭Spaceresectionbasedon
the PopeＧHinsken algorithm  J 敭 Journal of
GeomaticsScienceandTechnology ２０１１ ２８ １  ３７Ｇ
４１敭

　　　贲进 童晓冲 闾海庆敭基于PopeＧHinsken算法的

空间后方交会 J 敭测绘科学技术学报 ２０１１ ２８

 １  ３７Ｇ４１敭

 ７ 　JiangG W JiangT DingJ etal敭Principleand
methodofspaceresectionusingorientation matrix

 J 敭JournalofGeomaticsScienceandTechnology 
２００９ ２６ １  １５Ｇ１９ ２３敭

　　　江刚武 姜挺 丁静 等敭直接利用旋转矩阵进行空

间后方交会的原理和方法 J 敭测绘科学技术学报 

２００９ ２６ １  １５Ｇ１９ ２３敭

 ８ 　WangY JiangT JiangGW etal敭Spaceresection

ofsingleimagebasedonthedescriptionofunit

quaternions J 敭JournalofZhengzhouInstituteof

Surveyingand Mapping ２００７ ２４ ２  １３３Ｇ１３５ 
１４４敭

　　　王勇 姜挺 江刚武 等敭基于单位四元数描述的单

像空间后方交会 J 敭测绘科学技术学报 ２００７ ２４

 ２  １３３Ｇ１３５ １４４敭

 ９ 　JiangGW JiangT WangY etal敭Spaceresection

independentofinitialvaluebasedonunitquaternions

 J 敭ActaGeodaeticaetCartographicaSinica ２００７ 

３６ ２  １６９Ｇ１７５敭
　　　江刚武 姜挺 王勇 等敭基于单位四元数的无初值

依赖空间后方交会 J 敭测绘学报 ２００７ ３６ ２  
１６９Ｇ１７５敭

 １０ 　XuZ L Li Y H Yan L敭Poseinitialvalue

determiningmethodforsinglelargeＧangleimage J 敭
JournalofLiaoning TechnicalUniversity Natural

Science  ２０１４ ３３ ７  ９５１Ｇ９５４敭
　　　徐振亮 李艳焕 闫利敭单张大角度影像后方交会初

值确定方法 J 敭辽宁工程技术大学学报 自然科学

版  ２０１４ ３３ ７  ９５１Ｇ９５４敭

 １１ 　LüJB ZhuJJ Wu Y Q敭Directsolutionof
coordinatetransformationin３Dspacebasedonunit

quaternion  J 敭 Resource Information and
Engineering ２０１７ ３２ ２  ９４Ｇ９６ ９８敭

　　　吕继兵 朱建军 伍雅晴敭基于单位四元数的三维空

间坐标转换直接解法 J 敭资源信息与工程 ２０１７ 

３２ ２  ９４Ｇ９６ ９８敭

 １２ 　WangKW YueDJ WangXM敭Anewmethodof

thethreeＧdimensionalcoordinatetransformationbased
ontheunitquaternion J 敭Geomatics & Spatial

InformationTechnology ２０１４ ３７ １１  ２１６Ｇ２１８敭

　　　王可伟 岳东杰 王性猛敭基于单位四元数的三维坐

标转换新方法 J 敭测绘与空间地理信息 ２０１４ ３７

 １１  ２１６Ｇ２１８敭

 １３ 　HongY Sun X X Wang D etal敭Fastpose

estimationmethodforunmannedaerialvehiclebased
onrectangulargeometryfeature J 敭ChineseJournal

ofLasers ２０１６ ４３ ５  ０５０８００６敭
　　　洪洋 孙秀霞 王栋 等敭基于矩形几何特性的小型

无人机快速位姿估计方法 J 敭中国激光 ２０１６ ４３

 ５  ０５０８００６敭

 １４ 　LiX ZhangY Q LiuJB etal敭Adirectleast
squaresmethodforcameraposeestimationbasedon

straightlinesegmentcorrespondences J 敭Acta
OpticaSinica ２０１５ ３５ ６  ０６１５００３敭

０２１５０４Ｇ６



激 光 与 光 电 子 学 进 展

　　　李鑫 张跃强 刘进博 等敭基于直线段对应的相机

位姿估计直接最小二乘法 J 敭光学学报 ２０１５ ３５

 ６  ０６１５００３敭

 １５ 　SongJH RenYJ YangSR etal敭Extrinsic

parametercalibrationmethodbasedonsubstitutable

targetsphereforvisionsensors J 敭Acta Optica
Sinica ２０１７ ３７ ９  ０９１５００３敭

　　　宋佳慧 任永杰 杨守瑞 等敭基于合作靶球的视觉

传感器外参标定方法 J 敭光学学报 ２０１７ ３７ ９  
０９１５００３敭

０２１５０４Ｇ７


