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基于小波分形插值的波前畸变校正
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摘要　对于大气湍流引起的波前畸变,现有波前重建方法的分辨率低,并受传感器和变形镜的结构限制,基于此,

提出一种基于小波分形差值波前校正的方法.该方法是在对大气湍流引起的波前畸变进行自相似分析的基础上,

利用小波分形插值方法进行波前重建的一种方法.首先采用快速小波分解法对波前相谱进行多分辨率分析,并在

此过程中进行软阈值去噪;然后用分形插值方法提高波前相位的分辨率;最后采用快速小波重构方法恢复波前相

位.实验结果表明:与基于最小方差估计(MVE)方法相比,采用快速小波重构法恢复波前相位的光强值与残余波

前方均根均显著提高,能有效减少噪声的干扰,得到较高的成像质量,校正后的光斑形态良好,稳定性较高.

关键词　成像系统;小波变换;分形插值;波前畸变;软阈值去噪

中图分类号　TN２９　　　文献标志码　A doi:１０．３７８８/LOP５７．０２１１０３

WavefrontDistortionCorrectionBasedonWavelet
FractalInterpolation

WangHaiqun WangShuiman∗ ZhangYi
CollegeofElectricalEngineering NorthChinaUniversityofScienceandTechnology Tangshan Hebei０６３２００ China

Abstract　Existingwavefrontreconstructionmethodsgenerallyhavelowresolutionwhenweexaminewavefront
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１　引　　言

自适应光学是一项使用可变形镜面矫正因大气

抖动造成的光波波前畸变,从而改进光学系统性能

的技术[１].在传统的波前重建方法中,最常用的方

法是最小方差估计(MVE).在实际应用中,夏克Ｇ
哈特曼波前传感器(WFS)用于测量光学自适应系

统的波前梯度,它由一系列小透镜组成,每个小透镜

将透过的光聚焦在其孔径内[２],并通过电荷耦合器

件(CCD)来记录焦点的位置.一般来说,透射光的

０２１１０３Ｇ１
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初始波前呈高斯分布,并且在长距离传播后可以被

视为平面波,因此可以根据已知像素的原始位置计

算波前梯度的值.但是在波前梯度的重建过程中,
矩阵代数框架的波前测量分辨率会受到 WFS中透

镜数量的限制[３],这会影响波前重建的质量,并且计

算量大、计算过程复杂,特别是当检测孔径大并且检

测器像素多时,该方法的实施难度更大.因此,为了

获得具有高分辨率的波前估计以进行更好的波前重

建[４],减少运算量,提高波前校正效率和图像的品

质,本文提出一种基于小波分形插值的波前重建方

法,并进行了实验验证.

２　自相似分析

分形插值技术广泛应用于图像处理中,能平滑

地放大图像,其性能与目标图像中像素的自相似性

密切相关[５].分形方法包括规则分形和随机分形,
随机分形能更好地描绘自然景观.Pentland证明大

多数用自然景观映射的图像均满足分形布朗随机场

(FBR)模型[６],而FBR模型的特征为

E BH(x＋Δx)－BH(x)２＝
E BH(x＋Δx)－BH(x)２ Δx ２, (１)

式中:E  为期望值; 为模数算子;B 为图像

的像素值;x 为像素的坐标;Δx 为两个像素之间

的距离;H 为描述分形图像表面粗糙度的赫斯特指

数.设

δ２＝E BH(x＋１)－BH(x)２, (２)

logE BH(x＋Δx)－BH(x)２－
２HϕlogΔx ＝δ２. (３)

式中:Hϕ＝５/６基于以上模型分析波前的自相似

性.大气湍流引起的波前畸变的统计特征以相位结

构函数(PSF)描述,其定义为

Dϕ(r)＝E ϕ(ρ＋r)－ϕ(ρ)[ ] ２{ }, (４)
式中:ρ和r为波面上的二维坐标;ϕ 为相位延迟波

动.根据现有研究,大气湍流的PSF可以表示为

Kolmogorov谱[７],即

Dϕ(r)＝６．８８
r
r０
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式中:r０ 为随大气湍流变化的常数.
结合(３)式和(４)式,可得

logE BH(ρ＋r)－BH(ρ)２－
２Hϕlogr ＝logδ２ϕ, (６)

式中:δ２ϕ＝６．８８r－５/３
０ .可以看出,(６)式计算得到的

波前相与FBR模型一致,从而表明分形方法可应用

于波前畸变的分析中.

３　小波分形插值的波前重建

３．１　小波分解和软阈值去噪

分形插值是提高分辨率的有效方法.但对于波

前相位,大多数分形插值技术的平滑效应会导致高

频精度损失,从而给估计结果带来误差.可利用小

波分形插值的方法来准确地提高估计的波前分辨

率[８].首先,给定小波的滤波器组,包括低通滤波器

L和高通滤波器G,采用快速小波变换将估计的波前

相位Φ 分解为低频分量Φ０ 和高频分量,高频分量包

括水平分量Φ１、垂直分量Φ２ 和对角分量Φ３.然后,
采用二维快速小波变换(２DMallat分解)描述为

Φ０＝L~L~Φ

Φ１＝L~G~Φ

Φ２＝G~L~Φ

Φ３＝G~G~Φ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

, (７)

式中:L~ 和G~ 为L与G的双通滤波器.从而可以快

速计算

Φ＝(ΓTΓ)－１ΓTG, (８)
式中:Γ 为离散微分算子.

当小波分解完成后,实施小波阈值去噪以消除

测量噪声[９Ｇ１０].该方法基于小波变换的多分辨率分

析(MRA)[１１],考虑了信号分布特性与噪声之间的

差异,重要的是,大气湍流频谱的功率位于低频域,
而测量噪声的功率则位于整个频率分布.为了在消

除高频功率损耗的同时消除测量噪声,在运行中可

使用软阈值去噪方法.其定义为

f(wj,k)＝
sgn(wj,k －η),　|wj,k ＞η|
０,　|wj,k ＜η|{ ,

(９)
式中:wj,k为对低分辨率波前相位的小波系数估计

值;η为根据高频率小波系数估计的阈值.sgn()
表示为

sgn(x)＝
１, x＞０
０, x＝０
－１, x＜０

ì

î

í

ïï

ïï

. (１０)

３．２　分形插值波前相位去噪与小波重构

在该部分中,采用分形插值法单独处理分布在

不同频率间隔中的去噪波前分量,像素的原始坐标

Φ̂i(i＝０,１,２,３)都被设置为奇数,间隔为Δr.基于

自相似性参数,分形插值实现过程如下:

１)当Φ̂i(i＝０,１,２,３)上任何点的坐标(x,y)
都是偶数时,分形插值过程被描述为

０２１１０３Ｇ２
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１＋２２Hϕ－２r１Hϕgϕ, (１１)
式中:gϕ 为 满 足 N (０,σϕ)的 高 斯 随 机 变 量;

r１＝ ２Δr为内插像素与现有像素的间隔.

２)当Φ̂i(i＝０,１,２,３)上任何点的(x,y)是奇

数和偶数的组合时,分形插值过程被描述为
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Hϕ
２ １＋２２Hϕ－２r２Hϕgϕ, (１２)

式中:r１＝Δr.从(１１)式和(１２)式可以看出,分形

插值的操作主要取决于 Hϕ 和δϕ 的参数设置.要

计算δ２ϕ＝６．８８r－５/３
０ ,应 首 先 将 Freed参 数r０ 确

定为[１２]

r０＝
λ２
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, (１３)

式中:λ为波长;Δh 为大气中传播路径的垂直长度;

d 为大气到地面的距离.基于 HufnagelＧValley模

型,高度h 的折射结构函数[１３]可表示为

C２
n(h)＝０．００５９４
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(１４)
式中:AHV为地面上折射结构的经验值;v 为沿垂直

路径的风速.对于经过大气湍流的光信号,其传播

路径和大气湍流环境都是时变的,因此r０ 为时间变

量参数,相应地,σϕ 也是时间变量参数.为了使分

形插值能更准确地求解方程,可反向估计σϕ,将(６)
式应用于插值算法.在小波插值之后,通过快速小

波重建将波前相位重建为

Φ＝LLΦ̂０＋LGΦ̂１＋GLΦ̂２＋GGΦ̂３. (１５)

４　实验结果及分析

４．１　重建波的性能分析

为比较基于 MVE的波前重建,通过共轭梯度

法简化迭代过程,在不同信噪比(SNR)的条件下,计

算零差检测相应的相干混合效率.图１为零差检测

的平均相干混合效率,表明本文方法的性能在相干

混合效率方面优于传统的 MVE方法.当要获得

０．８的混合效率时,本文方法可以实现约２dB~３dB
的SNR增益.此外,当插值数增大时,可以获得

０．５dB~１dB的SNR增益.本文方法的另一个优

点是相干混合效率γ 的上限可得到提高,在零差检

测中能更容易获得更高的效率.为了进一步比较,
将SymletsA(sym４)小波函数作为参考函数,将

sym４小波与其他小波函数的性能进行对比,结果如

图２所示.可以看到,sym４小波函数的使用有助于

获得最大相干混合效率.而 Haar小波性能较差,
原因在于 Haar小波不具有平滑性,导致频域中的

齿形位置分离,使得估计精度降低.此外,双正交小

波(bior１．５和bior３．３)具有比 Haar小波更好的线

性相位特性,使分解操作更加平滑,然而对于非线性

大气湍流谱,采用线性分解方法并不能将其分解得

很精确.特别在低频域中.因此,sym４小波是小波

分形插值方法中的较优方法.

图１ 零差检测的平均相干混合效率

Fig敭１ Averagedcoherentmixingefficiency
ofhomodynedetection

图２ 基于不同小波函数的小波分形插值方法的

平均相干混合效率

Fig敭２Averagedcoherentmixingefficiencyofwavelet
fractalinterpolation methodbasedondifferent
　　　　　　　waveletfunctions

０２１１０３Ｇ３
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为了测试插值方法在波前重建中的性能,选择

３种插值方法,即双线性分形插值、三次B分形插值

和小波分形插值(sym４),比较它们在不同信噪比

条件下相应的相干混合效率,如表１所示.表１表

表１　插值方法的相干混合效率对比

Table１　Comparisonofcoherentmixingefficiencyofinterpolationmethods

Method
γ

SNR:５dB SNR:１０dB SNR:１５dB SNR:２０dB
BilinearfractalinterpolationbaseonMVE ０．２７８ ０．６５２ ０．８４０ ０．９１６
CubicBfractalinterpolationbaseonMVE ０．２７９ ０．６６７ ０．８５２ ０．９３２
WaveletfractalinterpolationbaseonMVE ０．２８４ ０．６８２ ０．９１５ ０．９６８

Proposedmethod ０．２８３ ０．６８０ ０．９２０ ０．９７０

明,本文方法和基于 MVE的小波分形插值方法在

波前重构后的零差检测中具有几乎相同的性能,而
其他 两 种 方 法 的 性 能 较 差 一 些.此 外,与 基 于

MVE的方法相比,本文方法运行速度快,因为它同

时实现相互插值和去噪[１４],能大大降低计算过程的

复杂性,更好地满足系统要求.基于以上分析,本文

方法能满足光学自适应系统在运算复杂性方面的

要求.

４．２　重建波的实验对比

图３所示的自适应光学系统[１５]包括功率为

１mW的６３５nm激光器、括束镜、光阑、像差板、倾
斜镜、变形镜、德国生产的svs３４０MTRCPC型像

素大小为７．４μm×７．４μm的CCD相机、变形镜、夏

克Ｇ哈特曼波前传感器.利用 Harding等[１６]的方法

随机产生１帧大气湍流相位屏,流程如下:

１)使 用 夏 克Ｇ哈 特 曼 波 前 传 感 器 测 量 波 前

相位;

２)对低分辨率的波前相位进行估计;

３)进行快速小波分解,并在此过程中进行软阈

值去噪;

４)实时估计分形参数,并进行分形差值计算;

５)快速小波重建.
采用sym４小波对波前相位进行快速小波分

解,分解过程如图４所示,对分解过程进行观察可

知,低频分量的部分可含有较多的图像信息,而水平

和垂直的高频分量部分则含有较多的细节信息.

图３ 自适应光学系统实验装置

Fig敭３ Experimentaldeviceofadaptiveopticalsystem

图４ 小波分解.(a)低频分量;(b)高频水平分量;(c)高频垂直分量;(d)高频对角分量

Fig敭４ Waveletdecomposition敭 a Lowfrequencycomponent  b highfrequencyhorizontalcomponent 

 c highfrequencyverticalcomponent  d highfrequencydiagonalcomponent

０２１１０３Ｇ４
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　　图５(a)是含有噪声的像素,图５(b)是经过去噪

处理的像素.首先选用sym４小波对波前相谱进行

多分辨率分析,并进行二维分解,利用小波变换的软

阈值进行去噪处理,小波系数的估计阈值为５０．０８.
从图５(b)可以看出,采用软阈值去噪使信噪比获得

较大的提升,使图像的信噪比更高、图像更平滑.

图５ 噪声对比.(a)含有噪声的像素;(b)经过去噪处理的像素

Fig敭５ Noisecontrast敭 a Pixelswithnoise  b pixelswithdenoisedprocessing

　　为了验证本文方法的校正能力,采用图４所示

的自适应光学系统对本文方法进行校正,保持相差

板静止不动,通过相机采集系统的成像信息.图６
所示为校正前、后的图像对比.

图６(a)、(b)表明小波分形差值方法的校正效果

明显,校正后的光斑形态良好,图像清晰度较高.根

据图６(c)所示的方均根(RMS)对比结果,传统

MVE的方均根值为０．０４μm,小波分形差值方法的

方均根为０．０２６μm,表明本文所提的小波分形差值

方法能显著提高校正能力.

图６ 图像校正前、后的对比.(a)校正之前的图像;(b)校正之后的图像;(c)校正后残余波前的方均根

Fig敭６ Beforeandafterimagecorrection敭 a Imagebeforecorrection  b imageaftercorrection 

 c rootＧmeanＧsquarevalueofcorrectedresidualwavefront

图７ 远场光斑校正前、后的对比.(a)远场光斑的光强度对比;(b)校正后的光斑斜率曲线

Fig敭７ Comparisonbeforeandaftercorrectionoffarfieldspot敭 a LightintensitycomparisonoffarＧfieldspot 

 b slopecurvesaftercorrection
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　　根据图７(a)远场光斑图像灰度值强度对比可

知,传统 MVE的图像灰度值强度为２５００ADU左

右,小波分形差值方法的图像灰度值强度为３０００
ADU左右,表明本文所提的小波分形差值方法能显

著提高光学系统的校正能力.由图７(b)可知,校正

后的光斑沿x 方向与y 方向的斜率一开始波动比

较大,之后变得比较平稳,说明校正之后的光斑比较

稳定,说明本文方法可以有效抑制光斑抖动.
表２　本文算法与 MVE算法的对比

Table２　ComparisonbetweenproposedmethodandMVEmethod

Method
Timecomplexity Spacecomplexity

Averagesituation Bestcase Worstcase Auxiliarystorage
Runningtime/s

MVE O(n) O(１) O[nlog(２n)] O(１) ０．０５４
Proposedmethod O[log(２n)] O(１) O(n) O(１) ０．０２１

　　在时间复杂性的平均情况与最坏情况下,本文

算法优于传统 MVE算法;在最好的情况下,两者相

同;在空间复杂度上,两者也相同;在运行时间上,本
文算法要比传统 MVE算法用时少.综上所述,本
文算法要优于传统 MVE算法.

５　结　　论

提出一种基于小波分形插值的波前重建方法.
该方法利用自相似性波前畸变,提高分辨率并去噪,
根据大气湍流谱对小波分形插值进行综合考虑,避
免高频分量的损失.此外,在二维快速小波变换后

实现软阈值去噪,同时考虑测量噪声和波前畸变之

间的频谱差异.在对小波分形插值方法进行理论分

析后,分析零差检测的相干混合效率,将其用于评估

波前重构的质量.实验结果表明:与传统 MVE方

法相比,本文方法可以获得更高的零差检测效率,表
现出相干混合效率的上限和波前重建时的SNR增

益;本文方法可以获得较高的相干混合效率,有效增

强了图像的品质,降低噪声干扰,并在时间复杂性与

空间复杂性上表现出良好的效果.
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