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摘要 为了提高腔体器件电磁特性的计算效率,基于压缩感知理论,提出了一种时域不连续伽略金快速求解方法。

该方法采用节点基函数和蛙跳策略对麦克斯韦方程进行时空离散处理,并在电磁场迭代更新的初始阶段,采用传

统方法对区域内的所有单元进行循环计算。当电磁波布满整个区域后,将所有单元视为整体进行全域求解。首

先,针对全域质量矩阵,按行进行随机抽取以构建欠定方程;其次,将少量的前时间步结果作为先验知识,以构造待

求场值的稀疏变换;最后,利用恢复算法求解欠定方程,从而实现腔体器件电磁特性的快速分析。
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1 引  言

时域不连续伽略金(DGTD)方法是一类特殊的

时域有限元(FETD)方法[1-2],其采用非结构化网格

剖分方法,可对具有复杂结构的多尺度目标进行精

确建模
 [3-4]。同时,相比于FETD方法,DGTD方法

通过引入数值通量概念,打破了相邻单元间的切向

强 连 续 性 限 制,得 到 一 种 类 似 时 域 有 限 差 分

(FDTD)方法[5]的时空显式迭代格式[6]。在DGTD
方法中,质量矩阵不再是FETD方法中的全域带状
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形式[7-8],而是转变为分块对角形式,每块对应计算

区域内的一个剖分单元。因此,DGTD方法在求解

时只需处理各单元的矩阵方程[9-10],极大地降低了

计算量。此外,DGTD方法还具有易于并行和内存

消耗随剖分单元数量线性增长的优势。基于上述特

点,在纳米器件高速发展的背景下[11-12],DGTD方

法成为目前研究热点之一。随着研究的深入,学者

们提出各种技术以进一步改善其性能,如局域时间

步[13]、共形吸收边界[14]和自适应网格[15]等。然而,
针对DGTD方法中矩阵方程求解过程的优化研究

鲜有报道。
为了进一步提高DGTD方法中矩阵方程的计

算效率,以求解腔体器件为例,本文基于压缩感知理

论[16-18]提出了一种快速分析方法。该方法首先采用

传统DGTD方法,在每一时间步长内循环计算区域

内的所有单元,当电磁波布满整个计算区域后[19],
针对全域质量矩阵,按行进行随机抽取以构建欠定

方程[20],并将少量前时间步的结果作为 先 验 知

识[21],通过施密特正交化[22]处理,得到待求时间步

场值的稀疏变换,最后应用恢复算法求解欠定方程,
降低了传统DGTD方法的计算复杂度。此外,为了

保证所提方法的计算效率,本文还设计了一种重启

机制。腔体器件的数值分析结果表明,所提方法能

在保证精度的同时有效减少了计算时间。

2 基本原理

2.1 时域不连续伽略金方法

在无源、无耗、各向同性媒质中,麦克斯韦旋度

方程形式为

μ
∂
∂tH =-�×E, (1)

ε∂∂tE=�×H, (2)

式中:�为哈密顿算子;t为时间;E 和H 分别为电

场和磁场;ε和μ 分别为介电常数和磁导率。为了

求解(1)、(2)式,对计算区域进行四面体剖分,在每

个单元内进行加权余量法运算并应用高斯散度定

理,得到单元内方程的弱解形式为

μ
∂
∂t∫Ki

ϕ·Hidv=-∫Ki
ϕ·(�×Ei)dv-∑

4

j=1∫Sj
i
ϕ·(n×Ei)ds, (3)

ε∂∂t∫Ki
ϕ·Eidv=∫Ki

ϕ·(�×Hi)dv+∑
4

j=1∫Sj
i
ϕ·(n×Hi)ds, (4)

式中:v 为单元的体积;s为单元的面积;Ki 为区域

内第i个四面体单元;Ei 和Hi 分别为单元Ki 内的

电场和磁场;Sj
i 为第i个四面体的第j个面;ϕ 为矢

量测试函数;n 为面Sj
i 的外法向量。

在DGTD方法中,电场和磁场在相邻单元间的

交界面处借助数值通量保持弱连续性,常见的有中

心通量、迎风通量和部分抑制通量[23-24]。中心通量

的形式简洁,具有区域内电磁能量守恒的特性[25],
本文采用此形式进行推导。单元 Ki 的中心通量

E*
i 和H*

i 的表达式为

n×E*
i =

1
2n×(E+

i +Ei), (5)

n×H*
i =

1
2n×(H+

i +Hi), (6)

式中:E+
i 和H+

i 分别为Ki 相邻单元内的电场和磁

场。将中心通量代替(3)式和(4)式右端面积分项中

的电场和磁场切向分量,得到

μ
∂
∂t∫Ki

ϕ·Hidv=-∫Ki
ϕ·(�×Ei)dv-

1
2∑

4

j=1∫Sj
i
ϕ·[n×(E+

i +Ei)]ds, (7)

ε∂∂t∫Ki
ϕ·Eidv=∫Ki

ϕ·(�×Hi)dv+
1
2∑

4

j=1∫Sj
i
ϕ·[n×(H+

i +Hi)]ds。 (8)

采用标量节点基函数φ,在单元内将电场和磁场展

开,应用伽略金法并结合蛙跳时间策略[26]对(7)式
和(8)式进行离散处理,得到单元 Ki 内的矩阵方

程为
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εMi
E
(t0+1)
ix -E

(t0)
ix

Δt =Si1H
(t0+1/2)
iy +Si2H

(t0+1/2)
iz +∑[nyFiH+

(t0+1/2)

iz -nzFiH+
(t0+1/2)

iy ], (9)

式中:H
(t0+1/2)
iy 和H

(t0+1/2)
iz 分别为(t0+1/2)时刻单元

Ki 内的磁场在y和z方向的展开系数;ny 和nz 分别

为面法向量n在y 和z方向的系数;Δt为时间步长;

E
(t0)
ix 为t0 时刻单元Ki 内的电场在x 方向的展开系

数;Mi 为单元质量矩阵;Si1 和Si2 为单元刚度矩阵;Fi

为单元面通量矩阵。本文仅列出电场x 方向的表达

式,其他方向可类似得到。参量的具体表达式为

Mi(m,n)=∫Ki
φmφndv, (10)

Si1(m,n)=
1
2∫Ki

∂φm

∂zφn -
∂φn

∂zφm  dv
Si2(m,n)=

1
2∫Ki

∂φn

∂yφm -
∂φm

∂yφn  dv
􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,(11)

Fi(m,n)=
1
2∫Sj

i
φmφn+ds, (12)

式中:Mi(m,n)为 Mi 的第 m 行第n 列的元素;

Si1(m,n)为 Si1 的 第 m 行 第 n 列 的 元 素;

Si2(m,n)为Si2 的第 m 行第n 列的元素;Fi(m,

n)为Fi 的第m 行第n 列的元素;φm 为本单元内

第m 行对应节点上的标量测试函数;φn 和φn+ 为

本单元和相邻单元内第n 列对应节点上的标量基

函数。 
将(9)式简写为

MiE
(t0+1)
ix =V

(t0+1)
i , (13)

式中:V
(t0+1)
i 的表达式为

V
(t0+1)
i =MiE

(t0)
ix +

Δt
ε Si1H

(t0+1/2)
iy +Si2H

(t0+1/2)
iz +∑(nyFiH+

(t0+1/2)

iz -nzFiH+
(t0+1/2)

iy ) 。 (14)

  将各单元内的矩阵方程进行组合,可得到对角

块形式的全域矩阵方程:

ME
(t0+1)
x =V

(t0+1), (15)

式中:M,E
(t0+1)
x ,V

(t0+1)的表达式分别为

M =

M1 … 0
︙ ︙

0 … MN

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

E
(t0+1)
x =

E
(t0+1)
1x

︙

E
(t0+1)
Nx

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

V
(t0+1)=

V
(t0+1)
1

︙

V
(t0+1)
N

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

, (16)

式中:N 为计算区域内剖分单元的数量。

2.2 压缩感知理论

压缩感知是一种新型的信号处理技术。在该理

论中,若原始信号可被稀疏表示,则能以远小于奈奎

斯特频率进行采样[27],并可由采样值精确重构原始

信号,其基本框架描述如下[28]。
首先,原始信号X 在某一变换域中可被稀疏表

示为

X=Ψα, (17)

式中:Ψ 为稀疏变换矩阵;α 为X 的稀疏表示。
其次,构建一个与Ψ 不相关[29]的矩阵Ф 对信

号进行观测:

ΦΨα=s, (18)
式中:s为观测值。

接着,应用恢复算法(如正交匹配追踪算法[30])
求解最优化问题:

α̂=arg
 

minα 1,
 

s.t.
 

ΦΨα=s. (19)

式中:α̂ 为α 的逼近。
最后,精确重构原始信号:

X̂=Ψα̂。 (20)

2.3 基于压缩感知的快速求解方法

为了加速求解DGTD方法中的矩阵方程,本文

提出了一种基于压缩感知的欠定方程求解模型。以

(15)式为例,其计算过程如下。

1)在初始阶段,利用传统DGTD方法计算(15)
式,直至电磁波布满整个计算区域,然后构建欠定方

程为

MpE
(t0+1)
x =V

(t0+1)

p , (21)

式中:Mp 和V
(t0+1)

p 分别由M 和V
(t0+1)中随机抽取

的p 行构成。根据压缩感知理论,Mp 和V
(t0+1)

p 可

分别视为观测矩阵和观测值。需要指出的是,由于
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进行了抽取操作,V
(t0+1)中仅需计算所需的p 行元

素,极大降低了更新(21)式时右端的计算量。

2)为了求解(21)式,将少量的前时间步结果如

E
(t0)
x ,E

(t0-1)
x ,…,E

(t0-k)
x (前时间步步数k≪t0)作为

先验知识,并对其进行施密特正交化处理以构建稀

疏变换Ψprior。(21)式变换为

MpΨpriorγ
(t0+1)=V

(t0+1)

p , (22)

式中:γ
(t0+1)为E

(t0+1)
x 在Ψprior 中的稀疏投影系数。

然后应用恢复算法(如正交匹配追踪算法)求解(22)

式所对应的最优化问题,若令求解结果为γ̂
(t0+1),则

电场值可近似重构为

Ê
(t0+1)
x =Ψpriorγ̂

(t0+1)。 (23)

  在此后的时间演化中,(22)式不断更新,以
(t0+l)时刻为例(l为推进的时间步步数),(22)式
变化为

MpΨpriorγ
(t0+l)=V

(t0+l)

p , (24)

再次应用恢复算法求解(24)式以获取γ̂
(t0+l),并重

构电场得到Ê
(t0+l)
x 。

3)随着时间步的不断演化,(24)式中的l不断

增加,Ê
(t0+l)
x 在Ψprior中的投影系数γ̂

(t0+l)将逐渐稠

密,该现象导致(24)式的计算复杂度持续增加。为

了保证算法计算复杂度低的优势,本文设计了一个

重启机制:当γ̂
(t0+1)中非零元素的数量超过预设阈

值时,对 最 新 获 得 的 前 时 间 步 结 果[如 E
(t0+l)
x ,

E
(t0+l-1)
x ,…,E

(t0+l-k)
x ]进行施密特正交化处理,以

重新构造Ψprior。
上述步骤1)~3)基于压缩感知理论,将前时间

步结果作为先验知识,通过恢复算法求解欠定方程,
实现了DGTD方法的高效全域求解。

3 实验及数值结果分析

为了验证所提方法的有效性
 

,分别以传统的

DGTD方法和基于压缩感知的快速求解方法对不

同类型的腔体器件的电磁特性进行分析。
首先,分析一个十字型腔体,金属表面,厚度为

0.1
 

m,其他尺寸如图1所示,内部填充空气。对该

十字型腔体进行四面体网格划分,共包含2818个四

面体单元。
将调制高斯脉冲点源放置于腔体中心处,电磁

波预计在第220个时间步时布满整个腔体,基于压

缩感知的快速求解模型设置在第230个时间步

图1 十字型腔体

Fig 
 

1 Cross-shaped
 

cavity

启动。
图2所示为第5054个时间步时x 方向的全域

电场E(5054)
x 在稀疏变换Ψprior 中的投影系数γ(5054)。

此时,[E(5004)
x ,E(5003)

x ,E(5002)
x ,E(5001)

x ,E(5000)
x ]经施密

特正交化处理后的结果为 Ψprior。由于后续元素皆

接近零,为了方便观察,图2中仅列出γ(5054)的前

100个元素。

图2 E(5054)
x 在Ψprior 中的投影系数

Fig 
 

2 Projection
 

coefficients
 

of
 

E 5054 
x

 in
 

Ψprior

定义相对误差为

Δ=
‖Êx -Ex‖2
‖Ex‖2

×100%, (25)

式中:Êx 为本文所提方法计算得到的电场系数;Ex

为传 统 DGTD 方 法 计 算 所 得 到 的 电 场 系 数;

‖·‖2 表示2范数。图3给出了在计算 E(5054)
x

时,本文所提方法的相对误差与随机抽取的全域质

量矩阵的行数间的关系,可以看出,当所抽取的行数

大于6时,所提方法将获取较高的计算精度。
应用所提方法和传统方法对十字型腔体进行

20000个时间步仿真,对计算所得的电场进行傅里

叶变换(FFT),获得的频谱如图4所示,其中加入了

COMSOL软件的仿真结果作为对比。图4表明,
所提方法具有与传统DGTD方法相似的计算精度。

其 次,计 算 一 个 尺 寸 为 19.050
 

mm ×
9.525

 

mm×14.288
 

mm 的长方体腔体,器件中心

处包含一块8
 

mm×6
 

mm×8
 

mm的介质填充区

域,其相对介电常数为εr=2,其他区域填充空气。
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图3 相对误差与抽取行数间的关系

Fig 
 

3 Relationship
 

between
 

relative
 

error
 

and
 

number
of

 

extracted
 

rows

图4 十字型腔体的频谱

Fig 
 

4 Spectrum
 

of
 

cross-shaped
 

cavity

计算区域共被划分成1816个四面体单元。所提方

法在第301个时间步启动。
固定随机观测次数(即抽取的行数)为10,应用

所提方法重复求解1000次E(310)
x ,图5为重复计算

中的相对误差。由图5可知,所提方法可高概率精

确重构电场系数。

图5 重复计算中的相对误差

Fig 
 

5 Relative
 

error
 

in
 

repeated
 

calculation

应用所提方法和传统方法对该模型进行20000
个时间步的仿真,并在腔体中心位置记录时域波形。
图6给出了第10000个到第12000个时间步区间z
方向磁场的波形对比,该图进一步说明了所提方法

具有与传统方法相当的精度。
在中央处理器主频为3.7

 

GHz、内存8Gb的计

算机上,分别采用所提方法和传统方法对上述十字

型和长方体腔体进行20000个时间步仿真,计算时

间如表1所示,可以看出,基于压缩感知的快速求解

模型可有效提高DGTD方法在腔体器件电磁特性

分析中的效率。

图6 磁场的时域波形

Fig 
 

6 Waveform
 

of
 

magnetic
 

field
 

in
 

time
 

domain

表1 各方法的计算时间

Table
 

1 Computation
 

time
 

of
 

each
 

method

Cavity Method Computation
 

time
 

/s

Cross-shaped
Proposed 786.1
Conventional 1601.3

Cuboid
Proposed 457.5
Conventional 978.1

4 结  论

基于压缩感知理论构建了一种DGTD快速求

解方法。该方法通过随机抽取的方式来建立欠定方

程,并将前时间步的结果作为先验知识,通过正交化

处理获取待求结果的稀疏变换,结合恢复算法完成

对电磁场的重构。数值计算较好地验证了该方法的

精确性和高效性。由于质量矩阵具有对角块特征,
该方法同样适用于并行计算。
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