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对脊重叠鳍线加载右左手材料后其传输
特性的数值计算

孙海∗,韩仲明
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摘要　利用矢量有限元法,研究了加载右手材料和左手材料的对脊重叠鳍线的传输特性,重点讨论了金属鳍的厚

度对其特性的影响,同时研究了材料对主模截止波长、单模带宽、主模和第一高阶模场结构及色散特性的影响.结

果表明,加载左手材料时,主模截止波长几乎都比加载右手材料时小,主模截止波长和单模带宽随加载区域的扩大

呈相反的变化趋势,主模场线和第一高阶模场线在加载区域的分布形状完全相反,色散特性相似.这些数值计算

结果有助于新型微波和毫米波器件的设计.
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１　引　　言

鳍线又称加鳍波导线,是一种新型毫米波段的

传输线,具有主模截止波长长,单模带宽宽,衰减中

等,损耗小,色散弱,易于和固体器件连接等特点,被
广泛用于混频器、滤波器、谐振器等微波原件制作.
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近几十年来,鳍线是一个研究热点.１９７７年,Saad
等[１]忽略金属鳍的厚度,将对脊鳍线看作一种平面

脊波导进行有效的数值计算,但准确性不高.１９８１
年,Beyer[２]使用模式匹配法对接地鳍线进行了计

算.１９８３年,Sharma等[３]提出了鳍线设计的经验

公式.２００２年,Zheng等[４]基于多级理论对鳍线进

行了讨论.２００３年,Lu等[５]使用节点有限元方法

对单侧鳍线的场结构进行了分析.２０１０年,杨天新

等[６Ｇ７]分别讨论了条形波导和新型阵列波导等同类

型结构传输线的特性.２０１１年,Sun等[８]对单侧鳍

线的主模截止波长和对脊鳍线的部分传输特性[９]进

行了计算.
左手材料即为介电常数和磁导率同时为负数时

的媒质(如等离子体),由于左手材料的非凡特性,在
过去几十年中,研究者对左手材料始终保持着浓厚

的兴趣.１９６８年,Veselago[１０]首次提出了左手材料

的概念.１９９６年,Pendry等[１１Ｇ１２]相继提出能在微

波波段产生负等效介电常数和负等效磁导率的构

想,该构想一经报道,立即受到了学术界的广泛关

注.２０００年,Smith等[１３]物理学家首次制造出在

微波波段具有负介电常数和负磁导率的物质———左

手材料.在简单传输线加载左手材料的研究中,

２００２年,Marqués等[１４]在传统矩形波导结构中加载

开口谐振环阵列,实现了截止频率以下电磁波的传

输,并利用左手媒质理论证明频率以下电磁波的通

带同时具有负介电常数和负磁导率[１５Ｇ１６].２００３年,

Xu[１７]研究了加载单负介质矩形波导的电磁波的传

播,接着,Siakavara分析了加载双负介质矩形波导

的电磁波的传播[１８],Krowne等[１９Ｇ２１]研究了加载左

手材料微带结构的电磁特性.２０１０年,沈陆发等[２２]

研究了各向异性色散左手材料三层平面波导横磁

(TM)模的传输特性.２０１１年,Lu[２３]首次对加载左

手材料的单脊波导传输特性进行了讨论.他们对微

带和波导结构等简单传输线加载左手材料的研究,
开启了左手材料在加载传输线领域里的研究.利用

数值计算方法研究复杂传输线加载左手材料成为研

究热点.
本文将运用矢量有限元方法对加载右手材料和

左手材料的对脊重叠鳍线的传输特性进行较为系统

的研究,其中包括主模截止波长、单模带宽、主模和

第一高阶模场结构,以及色散特性等.

２　原　　理

对脊重叠鳍线的横截面如图１所示,中间网状

图１ 对脊重叠鳍线的横截面示意图

Fig敭１ SchematicofcrossＧsectionofantipodal
overlappingfinline

部分为加载介质区域,加载介质的相对介电常数和

相对磁导率分别为εr和μr,假设鳍线横截面的长度

为a,宽度为b,纯黑色部分为金属鳍,而白色部分

为真空区域,黑白相间部分为加载区域,s为加载区

域的宽度,c用于确定加载区域的位置,l为金属鳍

的厚度,d 为两边鳍线间的重叠距离,并始终假设

b/a＝０．４５.
根据 Maxwell方程,对脊重叠鳍线中电场E 与

磁场H 满足

Ñ×E＝－jωμrμ０H, (１)
Ñ×H ＝jωεrε０E, (２)

式中:ε０ 为真空介电常数;μ０ 为真空磁导率;ω 为角

频率.

２．１　以磁场为变量的矢量有限元公式的推导

将(２)式的E 代入(１)式,得到基于磁场 H 的

矢量Helmholtz方程

Ñ×
１
εr

Ñ×Hæ

è
ç

ö

ø
÷－k２０μrH ＝０, (３)

式中:k０ 为真空中的波数,在对脊重叠鳍线中,磁场

H 满足(３)式,以及边界条件

n×(Ñ×H)＝０, (４)
其中n 为外法线方向,经过推导,上述问题等效于

变分问题

δF(H)＝０, (５)
变分函数为

F(H)＝
１
２∬Ω

[１εr(Ñt×Ht)(Ñ×Ht)∗ ＋

１
εr

(ÑtHz ＋jβHt)(ÑtHz ＋jβHt)∗ －

μrk２０HH∗ ]dΩ, (６)

式中:Ω 为积分区域;β 为传播常数;Ñt为横向梯度

算子;∗为共轭;下标t和z 分别为横向和z 方向;

Ht 和Hz 分别为横向磁场和z 方向的磁场.在有

限元离散过程中,通过整理会产生一系列矩阵,为了

描述方便,令
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S(e)(tt)＝
１
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r∬Ω

(e) Ñt×N(e)
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ε(e)
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(e)][N(e)]TdΩ,
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ε(e)
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(e)[N
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[ ] TdΩ,S(e)(zt)＝β２
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r∬Ω

(e) ÑtL(e)
[ ][N(e)]TdΩ,
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(e)
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(e)[L
(e)][L(e)]TdΩ,

最终可得矩阵特征值方程
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１
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M

e＝１
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t
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û
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ù
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ë
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ê

ù
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} ,(７)

式中:上标e为当前讨论的三角形单元;M 为三角

形单元的总数;h(e)
t 和h(e)

t 分别为单元e 上的横向

磁场和z方向的磁场;T为转置;N(e)为由单元e的

面积构成的矢量基函数;L(e)为单元e的面积坐标;

Ω(e)为单元e所对应的区域;ε(e)
r 和μ

(e)
r 分别为单元

e的相对介电常数和相对磁导率.
利用里兹法对(７)式进行变分,将所有离散的三

角形单元的矩阵方程进行合成,为了叙述简便,令

S１＝
S(tt) S(tz)

S(zt) S(zz)
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
,T１＝

T(tt) ０
０ T(zz)

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
,φ＝

ht

hz

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,可以得到总矩阵方程,即特征值方程

S１φ＝k２０T１φ, (８)
式中:矩阵S１ 和T１ 均为方阵,且都是稀疏矩阵;k２０
为待求的特征值.在计算过程中,只要给出β 的取

值,即可根据(８)式进行求解.在求解(８)式时,通过

最小非负特征值求解主模的截止波长,通过第二个

最小非负特征值求解第一高阶模的截止波长,将主

模截止波长和第一高阶模截止波长相除,即可得到

单模带宽特性,并可根据求得的特征向量得出主模

和第一高阶模的场结构特性.

２．２　以电场为变量的矢量有限元公式的推导

将(１)式中的 H 代入(２)式,得到基于磁场E
的矢量Helmholtz方程

Ñ×
１
μr

Ñ×Eæ

è
ç

ö

ø
÷－k２０μrE＝０, (９)

在对脊重叠鳍线中,电场E 满足(３)式,以及边界

条件

n×E＝０, (１０)
经过推导,上述问题等效于变分问题

δF(E)＝０
n×E＝０{ , (１１)

其中

F(E)＝
１
２∬Ω

[１μr
(Ñt×Et)(Ñ×Et)∗ ＋

１
μr

(ÑtEz ＋jβEt)(ÑtEz ＋jβEt)∗ －

μrk２０EE∗ ]dΩ, (１２)

式中:Et 和Ez 分别为横向电场和z 方向的电场.
同２．１节,在有限元离散过程中,通过整理会产生一

系列矩阵,为了描述方便,令

S(e)(tt)＝
１

μ
(e)
r∬Ω

(e) Ñt×N(e)
[ ] Ñt×N(e)

[ ] TdΩ－k２０ε(e)
r∬Ωe

[N(e)][N(e)]TdΩ,

T(e)(tt)＝
１

μ
(e)
r∬Ω

(e)[N
(e)][N(e)]TdΩ,T(e)(tz)＝

１
μ

(e)
r∬Ω

(e)[L
(e)] ÑtN(e)

[ ] TdΩ,

T(e)(zt)＝
１

μ
(e)
r∬Ω

(e) ÑtN(e)
[ ][L(e)]TdΩ,

T(e)(zz)＝
１

μ
(e)
r∬Ω

(e) ÑtL(e)
[ ] ÑtL(e)

[ ] T－k２０ε(e)
r [L(e)][L(e)]T{ }dΩ,

最终可得矩阵特征值方程
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(１３)
式中:e(e)

t 和e(e)
z 分别为单元e上的横向电场和z 方

向的电场,其他物理量的含义同２．１节.
同理,利用里兹法对(１３)式进行变分,将所有离

散的三角形单元的矩阵方程进行合成,为了叙述简

便,令S２＝
S(tt) ０
０ ０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
,T２＝

T(tt) T(tz)

T(zt) T(zz)
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
,

ψ＝
et

ez

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,可以得到总矩阵方程,即特征值方程

S２ψ＝－β２T２ψ, (１４)

式中:矩阵S２ 和T２ 均为方阵,且都是稀疏矩阵;β
为待求的特征值即传播常数.在计算过程中,只要

给出k０ 的取值,即可求解(１４)式.最终可以通过求

解(１４)式得到对脊重叠鳍线的色散特性.

３　数值计算结果

３．１　两个矢量有限元公式的验证

为了验证本文所使用的两个矢量有限元公式的

正确性和所编写程序的可靠性,首先通过以磁场为

工作变量的矢量有限元(８)式计算了单侧鳍线的截

止波长,其计算结果如表１所示;其次通过以电场为

工作变量的矢量有限元(１４)式求解了半填充波导的

色散特性,其计算结果如图２所示.

表１　当b/a＝０．５,d/b＝０．２５和l/a＝０．０１时,单边鳍线截止波长的计算结果

Table１　Computationresultsofcutoffwavelengthinunilateralfinlinewhenb/a＝０．５,d/b＝０．２５,andl/a＝０．０１

εr s/a Proposedb/λc
Ref．[３] Ref．[５]

b/λc Relativeerror/％ b/λc Relativeerror/％

２．２２
１/４ ０．１５５３ ０．１５４５ ０．５ ０．１５５９ ０．４
１/８ ０．１６０８ ０．１６１４ ０．４ ０．１６２１ ０．９
１/１６ ０．１６９１ ０．１６９２ ０．１ ０．１６９９ ０．５

３．０
１/４ ０．１３９３ ０．１３９０ ０．２ ０．１４０８ １．３
１/８ ０．１４８１ ０．１４７５ ０．４ ０．１４８８ ０．５
１/１６ ０．１５７９ ０．１５７９ ０．１ ０．１５９９ １．３

图２ 半填充波导色散特性

Fig敭２ DispersioncharacteristicsofhalfＧfilledwaveguide

　　通过对比表１和图２可以得出,本文的计算结

果和相关文献的结果较为吻合,这表明本文的两个

矢量有限元计算公式和所编写的程序是可靠、可行

的.故运用本文所推导的以磁场为工作变量的矢量

有限元公式对对脊重叠鳍线的主模截止波长、单模

带宽特性,以及场结构特性进行详细计算;运用以电

场为工作变量的矢量有限元公式对对脊重叠鳍线的

色散特性进行讨论.

３．２　对脊重叠鳍线的主模截止波长、单模带宽,以
及场结构的计算

图３~４给出了在不同的l/a、d/b、c/a、s/a 和

εr、μr 时,对脊重叠鳍线的主模归一化截止波长

λc１/a和单模带宽λc１/λc２随d/b 的变化曲线,其中

λc１和λc２分别表示主模和第一高阶模的截止波长.
图５~６给出了在不同的εr、μr(右左手材料)时,主
模和第一高阶模的场结构变化特性.

固定l/a 和s/a,无论加载什么材料,主模归一

化截止波长随d/b 的增加而增加,不同的是,当加

载左手材料时,主模归一化截止波长增加得较为缓

慢,这是由波在左手材料中传输时的反多普勒特性

引起的;固定l/a 和s/a,当εr＝１０,μr＝１时,单模

带宽随d/b 的增加而减小,但当εr＝１０,μr＝１０和

εr＝－１０,μr＝－１０时,单模带宽随d/b 的增加先

增加而后减小.当加载右手材料时,主模归一化截

止波长随μr的增加而增加,但单模带宽却随μr 的

增加而减小.在所有情形下,加载左手材料时的主

模截止波长几乎都比加载右手材料时小,这也是由

波在左手材料中传输时的反多普勒特性引起的.从

整体来说,主模归一化截止波长和单模带宽随t/a
的增加而减小,如图３所示.

固定l/a 和d/b,当加载右手材料时,主模归一

化 截止波长和单模带宽均随s/a的增加均减小;但
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图３ 当s/a＝０．３,c＋s/２＝a/２时,加载右左手材料的对脊重叠鳍线的主模归一化截止波长和单模带宽随d/b的变化曲

线.(a)l/a＝０．０１,归一化截止波长图;(b)l/a＝０．０１,单模带宽图;(c)l/a＝０．０５,归一化截止波长图;(d)l/a＝
　　　　　　０．０５,单模带宽图;(e)l/a＝０．１０,归一化截止波长图;(f)l/a＝０．１０,单模带宽图

Fig敭３NormalizedcutoffwavelengthofdominantmodeandsingleＧmodebandwidthinantipodaloverlappingfinlineloaded
withrightＧandleftＧhanded materialsversusd b whens a＝０敭３andc＋s ２＝a ２敭 a Normalizedcutoff
wavelengthwhenl a＝０敭０１  b singleＧmodebandwidthwhenl a＝０敭０１  c normalizedcutoffwavelengthwhen
l a＝０敭０５  d singleＧmodebandwidthwhenl a＝０敭０５  e normalizedcutoffwavelengthwhenl a＝０敭１０ 
　　　　　　　　　　　　　　 f singleＧmodebandwidthwhenl a＝０敭１０

当加载左手材料时,主模归一化截止波长随s/a 的

增加而增加,而单模带宽却随s/a 的增加先增加后

减小;这说明在此种情形下,由于右左手材料的相对

介电常数和相对磁导率的正负不同,导致加载右手

材料和左手材料对主模截止波长和单模带宽特性产

生完全不同的影响,如图４所示.

图４ 当l/a＝０．０５,d/b＝０．５时,加载右左手材料的对脊重叠鳍线的主模归一化截止波长和

单模带宽随s/a的变化曲线.(a)归一化截止波长;(b)单模带宽

Fig敭４NormalizedcutoffwavelengthofdominantmodeandsingleＧmodebandwidthinantipodaloverlappingfinlineloaded
withrightＧandleftＧhandedmaterialsversuss awhenl a＝０敭０５andd b＝０敭５敭 a Normalizedcutoffwavelength 
　　　　　　　　　　　　　　　　　 b singleＧmodebandwidth

　　无论加载何种材料,主模和第一高阶模的场线

均呈反对称形状,主模和第一高阶模的场线均集中

分布在加载区域,且从整体上看,加载左手材料和加

载右手材料的主模场线和第一高阶模场线在加载区

域的分布形状完全相反,究其原因是左手材料为反

向波材料,如图５~６所示.
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图５ 当c/a＝０．３５,s/a＝０．３和d/b＝１/２时,加载右左手材料的对脊重叠鳍线的主模场结构图.(a)l/a＝０．０１,εr＝１０,

μr＝１;(b)l/a＝０．０１,εr＝１０,μr＝１０;(c)l/a＝０．０１,εr＝－１０,μr＝－１０;(d)l/a＝０．０５,εr＝１０,μr＝１;(e)l/a＝
０．０５,εr＝１０,μr＝１０;(f)l/a＝０．０５,εr＝－１０,μr＝－１０;(g)l/a＝０．１０,εr＝１０,μr＝１;(h)l/a＝０．１０,εr＝１０,μr＝
　　　　　　　　　　　　　　　　１０;(i)l/a＝０．１０,εr＝－１０,μr＝－１０

Fig敭５FieldpatternsofdominantmodeinantipodaloverlappingfinlineloadedwithrightＧandleftＧhandedmaterialswhenc a＝
０敭３５ s a＝０敭３ andd b＝１ ２敭 a l a＝０敭０１ εr＝１０ μr＝１  b l a＝０敭０１ εr＝１０ μr＝１０  c l a＝０敭０１ 
εr＝－１０ μr＝－１０  d l a＝０敭０５ εr＝１０ μr＝１  e l a＝０敭０５ εr＝１０ μr＝１０  f l a＝０敭０５ εr＝－１０ μr＝
　　－１０  g l a＝０敭１０ εr＝１０ μr＝１  h l a＝０敭１０ εr＝１０ μr＝１０  i l a＝０敭１０ εr＝－１０ μr＝－１０

图６ 当c/a＝０．３５,s/a＝０．３和d/b＝１/２时,加载右左手材料的对脊重叠鳍线的第一高次模场结构图.(a)l/a＝０．０１,εr
＝１０,μr＝１;(b)l/a＝０．０１,εr＝１０,μr＝１０;(c)l/a＝０．０１,εr＝－１０,μr＝－１０;(d)l/a＝０．０５,εr＝１０,μr＝１;
(e)l/a＝０．０５,εr＝１０,μr＝１０;(f)l/a＝０．０５,εr＝－１０,μr＝－１０;(g)l/a＝０．１０,εr＝１０,μr＝１;(h)l/a＝０．１０,εr＝
　　　　　　　　　　　　　　１０,μr＝１０;(i)l/a＝０．１０,εr＝－１０,μr＝－１０

Fig敭６FieldpatternsoffirsthigherＧordermodeinantipodaloverlappingfinlineloadedwithrightＧandleftＧhandedmaterialswhen
c a＝０敭３５ s a＝０敭３ andd b＝１ ２敭 a l a＝０敭０１ εr＝１０ μr＝１  b l a＝０敭０１ εr＝１０ μr＝１０  c l a＝
０敭０１ εr＝－１０ μr＝－１０  d l a＝０敭０５ εr＝１０ μr＝１  e l a＝０敭０５ εr＝１０ μr＝１０  f l a＝０敭０５ εr＝
－１０ μr＝－１０  g l a＝０敭１０ εr＝１０ μr＝１  h l a＝０敭１０ εr＝１０ μr＝１０  i l a＝０敭１０ εr＝－１０ 
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　μr＝－１０
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３．２　对脊重叠鳍线的色散特性计算

图７给出了对脊重叠鳍线主模的色散特性.图

７中加载左手材料的色散特性和加载右手材料的色

散特性相似,当k０a≤１．５时,εr＝－１０,μr＝－１０时

的β/k０ 比εr＝１０,μr＝１０时小;但当k０a＞１．５时,

εr＝－１０,μr＝－１０和εr＝１０,μr＝１０时的β/k０ 几

乎相等.

图７ 加载右左手材料的对脊重叠鳍线的主模色散特性

(c/a＝０．３５,s/a＝０．３,l/a＝０．０５,d/b＝０．２５)

Fig敭７Dispersion characteristics of dominant mode
inantipodaloverlappingfinlineloadedwithrightＧ
andleftＧhandedmaterials c a＝０敭３５ s a＝
　　　０敭３ l a＝０敭０５ d b＝０敭２５ 

４　结　　论

运用以磁场为工作变量的矢量有限元公式对加

载右左手材料的对脊重叠鳍线的主模截止波长、单
模带宽,以及主模和第一高阶模的场结构特性进行

了计算;运用以电场为工作变量的矢量有限元公式

对加载右左手材料的对脊重叠鳍线的色散特性进行

了计算;比较了左手材料和右手材料对其传输特性

影响的差异,得出了很多有价值的成果,如加载左手

材料时,主模截止波长几乎都比加载右手材料时小,
主模截止波长和单模带宽随加载区域的扩大呈相反

的变化趋势,主模场线和第一高阶模场线在加载区

域的分布形状完全相反,色散特性相似等,这对以后

对脊重叠鳍线的广泛应用具有很强的指导意义.
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