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非线性薛定谔方程的呼吸子解及其怪波极限
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摘要　采用达布变换法得到了标准非线性薛定谔方程的一阶呼吸子解及其怪波极限,研究了一阶呼吸子解的动力

学特性.借助达布变换的递推关系得到了非线性薛定谔方程的高阶呼吸子解,并分别研究了碰撞叠加、分离、简并

和并行传输模式.当各呼吸子的频率趋于零时,得到非线性薛定谔方程怪波极限.研究结果表明,怪波幅值、凸起

数以及怪波分裂后中心波峰的阶数和周围的波峰个数均与怪波阶数有关.
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１　引　　言

在现代科学与技术的发展过程中,系统的非线

性特性一直受到广泛关注,非线性特性是理解很多

自然现象的基础,在流体力学、化学、生物和非线性

光学等领域均可以观察到,其重要性不容置疑.一

般情况下,非线性现象利用线性和非线性效应的非

线性演化方程进行建模,标准非线性薛定谔方程

(NLSE)就是描述非线性现象的核心模型之一[１Ｇ２].
自２０世纪６０年代以来,非线性薛定谔方程已

成为广泛研究的偏微分方程,一维自聚焦的非线性

薛 定 谔 方 程 被 认 为 是 描 述 海 洋 波 的 动 力 学 模

型[３Ｇ１０].非线性薛定谔方程之所以被广泛研究,是
因为其在海洋动力学之外的其他物理学分支中均有

重要 应 用,如 非 线 性 光 学[１１Ｇ１２]、BoseＧEinstein 凝

聚[１３]以及其他非线性物理学领域.NLSE的精确

解 包 括 孤 子[１]、Peregrine 怪 波 (RW)[１４Ｇ１５]、

Akhmediev呼吸子(AB)[１６Ｇ１７]、KuznetsovＧMa孤子

(KMS)[１８Ｇ１９]以及这些解的不同组合[２０].
目前,非线性薛定谔方程的呼吸子解被认为是

在海洋以及其他物理领域中怪波的潜在原型[２１Ｇ２３],
当呼吸子周期趋于无穷大时,呼吸子解将成为有理
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分式的怪波解,因此,有关呼吸子的结果也将为怪波

研究 提 供 理 论 参 考.１９９１年,呼 吸 子 解 首 次 被

Kichenassamy[２４]求得;随后几十年,呼吸子解分别

在非 线 性 薛 定 谔 方 程[２５]、KortewegＧdeVries方

程[２６Ｇ２７]、二维FermiＧPastaＧUlam晶格[２８]、向列相液

晶盒[２９]和掺杂光纤[１４]等系统中获得;呼吸子由调

制不稳定性(MI)[１４,３０Ｇ３１]导致的周期性扰动所产生,
这些扰动通常是混沌的,可能在频谱中包含多个频

率成份,因此,如何构建高阶解成为研究者非常关心

的问题,Akhmediev小组认为高阶解可以是几个低

阶解的非线性叠加[３２Ｇ３３].
在自然界中,怪波是一种突然出现但短时间内

又突然消失并具有极强破坏力的波[３４],然而这种破

坏性至今无法完全解释,航海家们一致认为线性理

论无法解释怪波[３５],只有非线性理论才能解释这种

能量集中且峰值幅度通常为有效波高两倍以上的现

象.在最近的研究中,除 NLSE方程之外,Hirota
方程[３６]、FokasＧLeneels方程[３７]、HirotaMaxwellＧ
Bloch(MB)方程[３８]、SasaＧSatsuma方程[３９]以及耗

散系统[４０]中均已证明怪波的存在.经过研究,科学

家们一致认为调制不稳定性是形成怪波最根本的动

力学原因[４１],而高阶怪波是由具有相同或特定频率

的多个呼吸子之间的相互作用形成[４２],即当两个或

多个呼吸子碰撞时,会产生时空均局域且幅值较大

的怪波[４３].另外,对怪波形成机制的理解非常有

用,在海洋中可以有效预防怪波的产生,从而避免造

成危害;在光学领域的光纤系统中产生怪波,可以用

于产生高能量脉冲.
本文基于标准非线性薛定谔方程,采用达布变

换方法推导其一阶和高阶呼吸子的精确表达形式,

并详细讨论怪波极限及其他动力学特性.

２　NLSE的一呼吸子解及其怪波极限

标准的无量纲NLSE的表达式为

i∂ψ∂x＋
１
２
∂２ψ
∂t２ ＋ ψ ２ψ＝０, (１)

式中 ψ(x,t)为脉冲包络,在光纤光学中[２１],x 为

沿光纤的传输距离,t为延迟时间.采用达布变换

可以将NLSE的各阶呼吸解的递推表达式写成[４４]

ψn＝ψn－１＋２l∗n －ln( )sn１r∗n１/ rn１ ２＋ sn１ ２( ) ,
(２)

式中n代表呼吸子解的阶数,ln 为复特征值,rn１和
sn１为线性变化.

当n＝１时,一阶呼吸子解为

ψ１＝ψ０＋２l∗１ －l１( )s１１r∗１１/ r１１ ２＋ s１１ ２( ) ,
(３)

式中ψ０＝exp(ix)为种子解,复特征值l１＝a１＋ib１,

a１ 为实部,b１ 为虚部,调制频率与特征值的关系为

κj＝２ １＋l２j＝κjr＋iκji,下标r和i分别代表参数

的实部与虚部,下标j表示n阶方程中第j个参数

分量(１≤j≤n).线性变化r１１、s１１的表达式见文献

[４４Ｇ４５]附录.当a１≠０且b１≠０时,一呼吸子解如

图１所示.特征值l１ 的实部a１ 控制呼吸子解的速

度,虚部b１ 控制呼吸子解的周期,当a１＝－０．５,

b１＝０．８时,呼吸子的传输方向与t轴正向的夹角为

锐角,在坐标平面内存在５个基本呼吸子周期,如图

１(a)所示;当a１＝０．５,b１＝１时,呼吸子与t轴正向

的夹角为钝角,且呼吸子的周期比图１(a)小,如图１
(b)所示,图中色度条表示脉冲幅值 ψ 的大小(下
文不再赘述).

图１ NLSE方程一呼吸子解.(a)a１＝－０．５,b１＝０．８;(b)a１＝０．５,b１＝１
Fig敭１ OneＧbreathersolutionofNLSE敭 a a１＝－０敭５ b１＝０敭８  b a１＝０敭５ b１＝１

　　为了在坐标平面内得到时间和空间上都局域的

波———Peregrine怪波,NLSE方程的一阶呼吸子解

的周期应趋于无穷,即当a１＝０,b１→１时,κ１≈０.
分析可知,当a１＝０时,波峰的山脊方向与x 轴平

行,即没有速度,如图２所示.图２(a)、图２(b)分别

给出了坐标偏移量x１＝０,t１＝０时中心位置位于

(０,０)和x１＝３,t１＝３时中心位置位于(３,３)处的

Peregrine怪波解.
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图２ Peregrine孤子解.(a)x１＝０,t１＝０;(b)x１＝３,t１＝３
Fig敭２ Peregrinesolitonsolution敭 a x１＝０ t１＝０  b x１＝３ t１＝３

３　NLSE的双呼吸子解及其怪波极限

为了得到NLSE方程的双呼吸子解,需要两个

复特征值,即lj＝aj＋ibj,j＝１,２,基于NLSE方程

的一阶呼吸子解,当n＝２时,由(２)式可得NLSE

方程的双呼吸子解为

ψ２＝ψ１＋２l∗２ －l２( )s２１r∗２１/ r２１ ２＋ s２１ ２( ) .
(４)

　　当n＞１时,NLSE方程的呼吸子解需要更高阶

次的r和s,此时

rnp＝ l∗n－１－ln－１( )s∗n－１,１rn－１,１sn－１,p＋１＋ lp＋n－１－ln－１( )[

　　 rn－１,１ ２rn－１,p＋１＋ lp＋n－１－l∗n－１( ) sn－１,１ ２rn－１,p＋１ ]/ rn－１,１ ２＋ sn－１,１ ２( )

snp＝ l∗n－１－ln－１( )r∗n－１,１sn－１,１rn－１,p＋１＋ lp＋n－１－ln－１( )[

　　 sn－１,１ ２sn－１,p＋１＋ lp＋n－１－l∗n－１( ) rn－１,１ ２sn－１,p＋１ ]/ rn－１,１ ２＋ sn－１,１ ２( )

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

, (５)

式中下标p仅用于列举,并无特定物理意义,当n＝
２,p＝１时,NLSE的双呼吸子传输如图３所示.

由图３(a)可知,当l１＝０．１＋０．８i,l２＝－０．１＋
０．８i,x１＝x２＝t１＝t２＝０时,两列呼吸子在平面内

传输,并在坐标原点发生碰撞,产生一个幅值较高的

二阶怪波,其幅值如色度条所示;碰撞之后,两列呼

吸子保持原来的速度、大小和方向向前传播.当

bj→１时,即l１＝０．１＋０．９９i,l２＝－０．１＋０．９９i时,碰

撞产生的二阶怪波幅值与阶数n 之间的关系为

ψ ＝２n＋１,如图３(b)所示.二阶怪波的幅值

ψ ＝５,对比图３(a)与图３(b)可知,当特征值虚部

增大时,二阶怪波的幅值也逐渐增大;当l１＝０．１＋
０．９i,l２＝－０．１＋０．９i,且x１＝t１＝－１,x２＝t２＝１
时,两列呼吸子没有发生碰撞,有效避免了二阶怪波

的产生,如图３(c)所示.

图３ 双呼吸子的碰撞.(a)b１＝０．８;(b)b１→１;(c)双呼吸子碰撞的避免

Fig敭３ Collisionofdoublebreather敭 a b１＝０敭８  b b１→１  c avoidthecollisionofdoublebreather

　　当aj＝０,坐标偏移量取不同值时,得到特殊双

呼吸子的碰撞与分离,如图４所示.由图４(a)可
知,当bj＜１时,κj 为实数,此时呼吸子表现为纵向

局域横向周期呼吸的Akhmediev呼吸子,即当l１＝
０．９５i,l２＝０．８i,且x１＝x２＝t１＝t２＝０时,两列AB
呼吸子在坐标平面内发生碰撞,在坐标平面的中心

位置产生一个幅值较高的二阶怪波;当l１、l２ 不变,

x１＝３,x２＝－３时,两列碰撞的 AB呼吸子在平面

内发生分离,未产生二阶怪波,如图４(b)所示;当

bj＞１时,κj 为虚数,此时呼吸子表现为横向局域纵

向周期性呼吸的 KuznetsovＧMa孤子,即当l１＝
０．９i,l２＝１．２i时,κ１ 为实数,κ２ 为虚数,AB呼吸子

与KM孤子在平面内发生碰撞,产生一个幅值较高

的二阶怪波,如图４(c)所示.
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图４ 呼吸子的碰撞与分离.(a)双AB碰撞;(b)双AB分离;(c)AB与KM孤子碰撞

Fig敭４ Collisionandseparationofbreathers敭 a DoubleAkhmedievbreathercollision  b doubleAkhmediev
breatherseparation  c collisionbetweenAkhmedievbreatherandKuznetsovＧMasoliton

图５ 二阶怪波的产生与分裂.(a)二阶怪波;(b)二维图;(c)分裂

Fig敭５ GenerationandseparationofsecondＧorderrougewaves敭 a SecondＧorderrougewaves 

 b twoＧdimensionaldiagram  c separation

　　当aj＝０,bj→１时,坐标偏移量取不同值时,可
分别获得Peregrine孤子的叠加和二阶怪波的分

离,如图５所示.由图５(a)可知,当l１＝０．９９i,l２＝
０．９９０１i时,(４)式变为二阶有理怪波解,在坐标平面

内产生一个具有唯一最大值的二阶怪波;以视线垂

直 x,ψ( ) 平面方向为三维图的主视图方向,图５
(b)为侧视图,则二阶怪波的幅值接近５,即当n＝２
时,ψ ＝５;当偏移量不为零,且x１＝０．０１,x２＝
－０．０１时,一个二阶怪波分裂为三个一阶怪波,如图

５(c)所示,且三个怪波的中心位置在x－t平面内呈

等边三角形分布.

由于κj 与呼吸子周期有关,当κ１ 与κ２ 同比值

不同时,将会得到不同的碰撞模式.令aj＝０,图６
分别给出了当κ１∶κ２＝２κ∶κ,κ１∶κ２＝３κ∶２κ,κ１∶κ２＝
４κ∶３κ时,双呼吸子的几种碰撞模式,其中常数κ＝
０．４.由图６(a)可知,当κ１∶κ２＝２κ∶κ时,在坐标平

面中心位置处沿t轴方向产生一个周期的二阶怪

波;当κ１∶κ２＝３κ∶２κ时,在坐标平面的中心位置处产

生二阶怪波,且二阶怪波与呼吸子对交替出现,除中

心位置的二阶怪波外,其他位置二阶怪波的能量都衰

减,如图６(b)所示;当κ１∶κ２＝４κ∶３κ时,二阶怪波和

两对呼吸子对形成一个周期,如图６(c)所示.

图６ 双呼吸子碰撞.(a)κ１∶κ２＝２κ∶κ;(b)κ１∶κ２＝３κ∶２κ;(c)κ１∶κ２＝４κ∶３κ
Fig敭６ Doublebreathercollision敭 a κ１∶κ２＝２κ∶κ  b κ１∶κ２＝３κ∶２κ  c κ１∶κ２＝４κ∶３κ

　　从图６中可观察到一个有趣的现象:在每个周

期序列中,一阶怪波分量按照特定规则进行组织.
首先,调制频率κ１、κ２ 比值的整数定义了每个周期

中一阶怪波的总数,即κ１∶κ２＝２κ∶κ时,怪波的总数

为３;其次,三个一阶怪波分量总是合并形成如图５
(a)所示的一个二阶怪波,其余怪波关于x＝０对

称.在图６(b)中,κ１∶κ２＝３κ∶２κ,即在一个周期中,
一阶怪波的总数为５,其中三个一阶怪波组合成一
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个二阶怪波,剩余两个一阶怪波关于x＝０对称.
双呼吸子的碰撞特性具有极强的丰富性,本文

只讨论几种具有代表性的碰撞关系.已经讨论了一

般的双呼吸子的碰撞,接下来讨论双呼吸子碰撞的

另一种特殊情况,即两个呼吸子并行传播时的碰撞

特性[４６].在并行传输模式下,双呼吸子传播需要满

足条件:

VH１/κ１i＝VH２/κ２i. (６)

　　根据文献[４７]中对各参数的定义可以得到:

VH１＝ a１κ１i－b１κ１r( )/２
VH２＝ a２κ２i－b２κ２r( )/２{ , (７)

式中VH１控制脉冲在x方向上的位置,且VHj/κji与
NLSE方程中孤子解的群速度相对应,此时(６)式没

有解析解,但可以计算得到数值解.假设l２ 已知,
令l２＝－０．５＋０．４i,当(６)式成立时,可解得l１＝
－１．１７０５＋１．４i,此时双呼吸子的并行传输如图７所

示.从图７(a)可以看出,当x１＝０,x２＝０时,两列

呼吸子周期性并行传输,且在传输过程中碰撞叠加,
图７(b)为图７(a)的局部放大图;当x１＝－２,x２＝２
时,并行传输的呼吸子序列分离为两列平行传输的

呼吸子序列,并保持各自的周期并行传输,在坐标平

面内不会发生碰撞叠加.

图７l１＝－１．１７０５＋１．４i,l２＝－０．５＋０．４i时双呼吸子的并行叠加.(a)x１＝０,x２＝０;(b)局部放大图;(c)x１＝－２,x２＝２
Fig敭７ Twobreathersparallelsuperimposedwithl１＝－１敭１７０５＋１敭４iandl２＝－０敭５＋０敭４i敭 a x１＝０ 

x２＝０  b partialenlargement  c x１＝－２ x２＝２

４　NLSE方程的三阶呼吸子解及其怪

波极限

由(２)式可知,当n＝３时,NLSE方程的三阶呼

吸子解为

ψ３＝ψ２＋２l∗３ －l３( )s３１r∗３１/ r３１ ２＋ s３１ ２,
(８)

式中lj＝aj＋ibj(j＝１,２,３)为三个复特征值,参数

s３１、r３１由(５)式给出.当特征值分别取不同值时,可
以得到呼吸子的双重碰撞、三重碰撞和简并态等,如
图８所示.从图８(a)中可以看出,当l１＝０．５＋
０．９８i,x１＝０,t１＝１０,l２＝１．２i,x２＝０,t２＝－１０,

l３＝－０．５＋０．９８i,x３＝０,t３＝１０时,三阶呼吸子解

在坐标平面内发生两两相互碰撞,且碰撞点分布呈

三角形,当选取不同的特征值时,双重碰撞所呈现的

图形也不相同;当l１＝０．５＋０．９５i,l２＝０．９５i,l３＝
－０．５＋０．９５i,且xj＝tj＝０时,三阶呼吸子在坐标

平面内相交于一点,在碰撞点处产生一个幅值较大

的三阶怪波,如图８(b)所示;仔细比较图８(a)与(b)
可知,合理选取参数可以有效避免高阶怪波的产生,
一般地,各特征值不能相等,否则解析解将没有意

义,为了克服该难题,可以考虑lj→l的情况,即特

征值近似相等的情况,令l＝０．９５i,特征值分别为

l１＝０．９５０１i,l２＝０．９５０２i,l３＝０．９５０３i时,三阶呼吸

子的传输如图８(c)所示,三阶呼吸子解表现为简并

模式,三列呼吸子先保持近似平行的向前传播,在坐

标原点处发生碰撞叠加,产生三阶怪波,碰撞之后,
三列呼吸子继续维持各自的速度、振幅和方向向前

传播,且传播过程中方向仍保持近似平行.
当aj＝０,bj→１时,κj≈０,呼吸子的周期趋于

无穷,三阶呼吸子解转变为三阶有理怪波解,如图９
所示.由图９(a)可知,当l１＝０．９９i,l２＝０．９９０１i,

l３＝０．９９０２i,且xj＝tj＝０时,在坐标原点处产生一

个孤立的三阶怪波,幅值接近７,即幅值与阶数仍满

足 ψ ＝２n＋１的关系;图９(b)为图９(a)的等高

图,颜色相同表示次峰的幅值相同,曲线从外到内颜

色越明亮表示脉冲幅值越大,若从峰值功率最大点

出发垂直于x轴做一条分界线,将三阶怪波分为左

右两部分,假定每一部分最外层的次峰为一级次峰,
级数由外向内逐渐递增,如左侧最外层的一级次峰

为三瓣结构,而内层的二级次峰为双瓣结构,此时三

阶怪波每一部分的次峰个数 N 均为５,即 N ＝
[n(n＋１)/２]－１;当lj 保持不变,坐标偏移不全为

零,如x１＝x３＝１０－５,x２＝０时,此时三阶怪波发生

分裂,分裂后的三阶怪波在坐标平面内呈五边形分

布,且位于中心位置处怪波的阶数为n－２,即中心
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位置处为一阶Peregrine孤子,而包围中心位置处

怪波的旁峰数目M 与阶数n的关系为M＝２n－１,
旁峰的个数为５,如图９(c)所示.

同样地,当κ１、κ２、κ３ 比值不同时,将会得到不

同的三阶呼吸子的叠加模式.为简单起见,令aj＝
０,图１０给出了κ１、κ２、κ３ 满足不同比值时,三阶呼

吸子的相互作用.

图８ 三阶呼吸子的碰撞.(a)双重碰撞;(b)三重碰撞;(c)简并态

Fig敭８ CollisionsofthirdＧorderbreathers敭 a Doublecollision  b triplecollision  c degeneration

图９ 三阶怪波的产生与分裂.(a)三阶怪波;(b)等高图;(c)分裂

Fig敭９ GenerationandseparationofthirdＧorderrougewaves敭 a ThirdＧorderrougewaves  b contours  c separation

图１０ 三阶呼吸子的碰撞.(a)κ１∶κ２∶κ３＝２∶３∶５且κ１＝０．８;(b)κ１∶κ２∶κ３＝２∶３∶５且κ１＝０．６;(c)κ１∶κ２∶κ３＝３∶２∶１且κ１＝１．８
Fig敭１０ ThirdＧorderbreathercollision敭 a κ１∶κ２∶κ３＝２∶３∶５andκ１＝０敭８  b κ１∶κ２∶κ３＝２∶３∶５

andκ１＝０敭６  c κ１∶κ２∶κ３＝３∶２∶１andκ１＝１敭８

　　由图１０(a)可知,当κ１∶κ２∶κ３＝２∶３∶５,且κ１＝
０．８时,三阶呼吸子相互叠加,在坐标平面内呈现怪

波与呼吸子交替出现的周期性结构;当κ１∶κ２∶κ３＝
２∶３∶５,但κ１＝０．６时,三阶呼吸子的叠加模式发生

改变,即在坐标原点处产生一个高阶怪波,碰撞前后

三个呼吸子均保持各自的传播特性,不具有周期性,
如图１０(b)所示;当κ１∶κ２∶κ３＝３∶２∶１且κ１＝１．８时,
此时三阶呼吸子在x＝０处产生怪波序列,怪波的

幅度变化趋势呈现抛物线形,在t＝０时峰值达到最

大,如图１０(c)所示.
由二阶呼吸子解及怪波极限的分析可知,三阶

呼吸子并行传输需要满足条件:

VH１/κ１i＝VH２/κ２i＝VH３/κ３i. (９)

　　假设l２ 已知,令l２＝０．３＋０．７i,当(９)式成立

时,其数值解为l１＝０．１９３５＋０．７９８２i,l３＝１．００４６＋
１．２０１８i,此时三阶呼吸子的传输特性如图１１所示.
由图１１(a)可知,当三阶呼吸子特征值满足(９)式,
且偏移量均为零时,传输模式为并行传输模式,三列

呼吸子先沿同一方向向前传输,传输一定距离后,在
坐标平面内发生碰撞并形成三阶怪波,在坐标原点

处三阶怪波的峰值功率大于其他碰撞位置的峰值功

率,此时三阶呼吸子的并行传输具有周期性;图１１
(b)为图１１(a)的局部放大图;当三列呼吸子的坐标

偏移量不为零时,三列呼吸子的并行传输发生分离,
如图１１(c)所示,分离后三列呼吸子的传输方向平

行,在传输过程中不会发生碰撞或叠加.
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图１１ 三阶呼吸子的并行传输.(a)x１＝０,x２＝０,x３＝０;(b)局部放大图;(c)x１＝－４,x２＝０,x３＝４
Fig敭１１ ThirdＧorderbreatherparalleltransmission敭 a x１＝０ x２＝０ x３＝０ 

 b partialenlargement  c x１＝－４ x２＝０ x３＝４

５　NLSE的四阶呼吸子解及其怪波

极限

由(２)式可知,当n＝４时,NLSE方程的四阶呼

吸子解为

ψ４＝ψ３＋２l∗４ －l４( )s４１r∗４１/ r４１ ２＋ s４１ ２,
(１０)

式中s４１、r４１由(５)式可得.当特征值取不同值时,
四阶呼吸子解的传输特性如图１２所示.由图１２

(a)可知,当特征值分别为l１＝０．９５i,l２＝０．９５０１i,

l３＝１．０５i,l４＝１．０５０１i,x１＝－２,x２＝２,t３＝－４,

t４＝４时,四阶呼吸子呈井字型分布,且在传输过程

中没有发生碰撞叠加,即未产生高阶怪波;由图１２
(b)可知,当l１＝０．９i,l２＝１．２i,l３＝－０．５＋０．９５i,

l４＝０．５＋０．９５i,且坐标偏移量均为零时,呼吸子在

坐标原点处发生四重碰撞,产生四阶怪波,碰撞后,
每列呼吸子仍保持其原有的速度、方向和大小向前

传播,呼吸子呈米字型分布.

图１２ 四阶呼吸子的相互作用.(a)双重碰撞;(b)四重碰撞

Fig敭１２ FourthＧorderbreatherinteraction敭 a Doublecollision  b fourfoldcollision

　　特别地,当l１＝０．９５i,l２＝０．９５０１i时,特征频率

κ１、κ２ 为实数,且xj＝tj＝０时,可以获得AB呼吸

子的简并模式,两列AB呼吸子在坐标原点处发生

碰撞,产生一个二阶怪波;当l３＝１．０５i,l４＝１．０５０１i
时,特征频率κ３、κ４ 为虚数,可以获得双KM孤子的

简并模式,两列 KM 孤子在坐标原点处发生碰撞,
产生一个二阶怪波.当双AB呼吸子的简并模式与

双KM孤子的简并模式在坐标原点位置发生碰撞

时,会产生一个四阶怪波,其幅值为９,如图１３(a)所
示;当l１＝０．９５i,l２＝０．９５０１i,l３＝０．９５０２i,l４＝
０．９５０３i,且xj＝tj＝０时,呼吸子的传输模式为四阶

AB呼吸子的简并模式,即四列AB呼吸子以近似平

行的方式传播,并在坐标原点碰撞产生一个四阶怪

波,其幅值小于图１３(a)中的幅值,碰撞后仍近似平

行向前传播,如图１３(b)所示.
当aj＝０,bj→１,κj→０时,呼吸子的周期趋于

无穷,四阶呼吸子解转变为四阶怪波解.当l１＝

０．９９i,l２ ＝０．９９１i,l３ ＝０．９９２i,l４ ＝０．９９３i,且

xj＝tj＝０时,在坐标平面内形成四阶怪波,如图１４
(a)所示;四阶怪波的幅度 ψ ＝９,与阶数n的关系

满足 ψ ＝２n＋１,如图１４(b)所示;图１４(c)为图１４
(a)的等高图,分界线左侧一级次峰为四瓣结构,二
级次峰为三瓣结构,三级次峰为双瓣结构,即分界线

左侧的次峰总数N＝９,与阶数n的关系满足N＝
[n(n＋１)/２]－１.

当四阶怪波解具有较小的坐标偏移时,四阶怪

波将发生分裂,为了方便分析,将特征频率以及坐标

偏移量分别改写为

κj＝jκ,xj＝Xjnκ２(n－１),tj＝Tjnκ２(n－１),(１１)
式中参数κ、Xjn、Tjn均为常数,适当取值使得坐标

漂移量分别为x１＝０．５６,x２＝x３＝x４＝０时,四阶怪

波的分裂情况如图１５(a)所示.可以看出,四阶怪

波在一次分裂后产生一个圆形的怪波集群,其中心

为一个二阶怪波,即中心怪波的阶数为n－２,分裂
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后外层旁峰的数目M 与阶数n满足M＝２n－１,即
M＝７(图中可见７个旁峰).特别地,当x１＝x２＝
０．５６,x３＝x４＝０时,四阶怪波发生两次分裂,即在

一次分裂的基础上,中心二阶怪波再次分裂,产生三

个一阶Peregrine怪波,四阶怪波最多只能进行两

次分裂,如图１５(b)所示.

图１３ 呼吸子的简并.(a)AB简并与KM孤子简并叠加;(b)AB的简并

Fig敭１３ Degeneratebreather敭 a SuperpositionofAkhmedievbreatherandKuznetsovＧMasolitondegeneratestate 

 b degenerateAkhmedievbreather

图１４ 四阶怪波的产生.(a)四阶怪波;(b)二维图;(c)等高图

Fig敭１４ GenerationoffourthＧorderrougewave敭 a FourthＧorderrougewaves  b twoＧdimensionaldiagram 

 c contourmap

图１５ 四阶怪波的分裂.(a)一次分裂;(b)两次分裂

Fig敭１５ SeparationoffourthＧorderrougewave敭 a Onceseparation  b twiceseparation

　　同样地,由于κj 对呼吸子周期具有较大影响,
当κj 满足不同比值时,将会得到不同的四阶呼吸子

叠加模式.为简单起见,令aj＝０.图１６给出了

κ１、κ２、κ３、κ４ 满足不同比值时,四阶呼吸子的相互作

用.当κ１∶κ２∶κ３∶κ４＝１∶３∶５∶７且κ１＝０．２和κ１∶κ２∶
κ３∶κ４＝２∶４∶６∶８且κ１＝０．４时,四阶呼吸子在中心

位置处会叠加产生四阶怪波,其他位置表现为完全

不同的呼吸子叠加行为,但脉冲的分布均关于t＝０
和x＝０对称,等高图中曲线颜色越明亮说明脉冲

幅值越大.
四阶呼吸子并行传输需要满足条件:

VH１/κ１i＝VH２/κ２i＝VH３/κ３i＝VH４/κ４i. (１２)

　　同样地,假设l２ 已知,令l２＝０．３＋０．７i,当(１２)

式成立时,其数值解为l１＝０．１９３５＋０．７９８２i,l３＝
１．００４６＋１．２０１８i,l４＝０．５９９１＋０．５４６８i,此时四阶呼

吸子的并行传输如图１７所示.
由图１７(a)可知,当四阶呼吸子的特征值满足

(１２)式,且坐标偏移均为零时,四阶呼吸子呈周期性

并行传输.但在图１７(a)中,只能观察到三列明显的呼

吸子序列,这是因为其中两列呼吸子传输方向完全重

合,形成一条传输方向不变的中心呼吸子序列,该序列

幅度高于两侧呼吸子序列.在坐标原点,四阶呼吸子

相互碰撞产生四阶怪波,图１７(b)为图１７(a)的局部放

大图;当坐标偏移量不为零时,四阶呼吸子的并行传输

发生分离,表现为四列相互平行的呼吸子序列,呼吸子

在传输过程中不会产生叠加,如图１７(c)所示.
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图１６ 四阶呼吸子相互作用的等高图.(a)κ１∶κ２∶κ３∶κ４＝１∶３∶５∶７;(b)κ１∶κ２∶κ３∶κ４＝２∶４∶６∶８
Fig敭１６ ContourmapoffourthＧorderbreatherinteraction敭 a κ１∶κ２∶κ３∶κ４＝１∶３∶５∶７  b κ１∶κ２∶κ３∶κ４＝２∶４∶６∶８

图１７ 四阶呼吸子的并行传输.(a)x１＝０,x２＝０,x３＝０,x４＝０;(b)局部放大图;(c)x１＝－６,x２＝－２,x３＝２,x４＝６
Fig敭１７ ThirdＧorderbreatherparalleltransmission敭 a x１＝０ x２＝０ x３＝０ x４＝０  b partialenlargement 

 c x１＝－６ x２＝－２ x３＝２ x４＝６

６　结　　论

基于标准无量纲的非线性薛定谔方程,采用达

布变换方法得到了 NLSE方程各阶呼吸子解的一

般表达形式,并详细研究了怪波极限及其他动力学

特性.当呼吸子在坐标平面内发生有效碰撞或周期

趋于无穷时,会产生一个对应阶数的怪波.
然而,高能量脉冲在光纤光学中有用,海洋中高

能量脉冲具有极强的破坏力,应当有效预防和避免.
研究结果表明,合理设定参数既可以有效控制高阶

怪波的产生,还可以选择怪波出现的位置.此外,还
研究了高阶呼吸子的并行传输模式和频率比对传输

特性的影响,以及高阶怪波的特性和一次分裂、二次

分裂.本文只研究了标准的NLSE方程,后续工作

将针对其他NLSE方程进行,期望详尽了解呼吸子

以及怪波的动力学特性.
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