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摘要　提出了一种结合物方残差和像方残差的加权迭代位姿计算方法.在高精度快速位姿估计算法(EPnP)的基

础上,加入改进的自适应加权物方残差目标函数迭代算法来优化结果,并以迭代后的平均像方残差作为最小误差

判决阈值来修正误差较大的参数.实验结果表明,所提方法可以极大地提高非冗余情况下EPnP算法中位姿参数

的计算精度和稳健性.在参考点充足的情况下,维持了EPnP算法的高精度,具有较高的实用价值.
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１　引　　言

透视n 点投影(PerspectiveＧnＧPoint)是计算机

视觉中的经典定位问题,又名PnP问题.多数方法

是在已知摄像机内参数的前提下,获得n 个特征点

的世界坐标和成像后所得的二维图像坐标,求取摄

像机的位姿关系.

PnP问题已经被研究了一个多世纪,近几年在

精度和效率方面展现出很多令人印象深刻的研究成

果.PnP的求解手段主要分为迭代和解析两种.

解析求解手段有很高的计算效率,但是由于噪声的

影响,尤其当点数不足时缺乏稳定性.常见的解析

方法包括高精度快速位姿估计算法EPnP(Efficient
PnP)[１]、RPnP(RobustPnP)[２]、OPnP(Optimal
PnP)[３]等.Lepetit等 在 传 统 PnP 问 题 上 提 出

EPnP位姿估计算法,该方法定位准确、计算速度

快,是第一个在O(n)时间复杂度下得到封闭形式解

的 方 法.Ferraz 等[４Ｇ５] 提 出 EPPnP(Efficient
ProcrustesPnP)和CEPPnP(CovariantEPPnP)等
系列改进算法,用迭代求解手段将冗余点作为额外
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信息,以此提高结果的稳定性.此种方法求解精度

高,但是计算成本高,耗时严重.并且会因目标函数

与初值选取对局部极小值十分敏感,产生极大的不稳

定性.常见的迭代方法包括正交迭代 (Orthogonal
Iteration,OI)算法[６]、高斯牛顿迭代 (GaussＧNewton,

GN)算法和列文伯格 (LevenbergＧMarquardt,LM)算
法等.迭代方法通常需要一个相对精确的初值,因此

许多研究人员首先利用一些优秀的解析方法进行求

解,得到一个比较精确的初始结果,将物方残差或像

方残差作为目标函数,不断地进行绝对定向迭代,以
作最小化寻优处理.Chen等[７]为了提高EPnP算法

的精度和稳健性,提出基于虚拟控制点的迭代算法.
在选取目标函数时,由于物方残差受深度的影

响较大,常常会导致计算结果不稳定,故研究人员多

采用像方残差进行结果寻优.选择适当的归一化最

小化物方残差的方法同样可以得到非常好的结果.
杨森等[８]在此思想基础上提出相机位姿的加权线性

算法,在降低时间复杂度的基础上提高了结果的精

度.像方残差是图像上坐标的观测值与计算后的估

计值之差.图像的观测值存在一定的测量误差,若测

量误差满足高斯分布,则像方残差相当于相机投影矩

阵的最大似然估计[９].而三维世界坐标的观测值同

样具有测量的不确定性,会产生一定的计算误差.仅

考虑像方残差或物方残差是假设图像坐标和世界坐

标二者中一方存在“无限精确”的条件下实现的,在实

际应用中往往无法达到如此理想化情况.
鉴于此,本文提出了一种基于目标函数加权优

化的相机位姿估计算法.根据EPnP的高精度、高
稳健性和高时效性,将它作为解析方法进行位姿估

计;对OI算法的物方残差目标函数进行自适应加

权优化处理,将其作为迭代优化方法,缓解EPnP在

非冗余情况下的高误差性;利用迭代后输出的平均

像方残差作为阈值修正求解参数.

２　加权正交迭代算法

物方残差和像方残差均可作为相机位姿结果优

化中的代价函数.从图１可以看出物方残差和像方

残差的物理意义[６].在如图１的相机投影模型下,

OcＧXcYcZc 是以摄像机为原点的摄像机坐标系,

OcZc 垂直于图像平面.Xi 为目标参考点在空间点

Xi 的观测位置坐标向量,x̂i 为Xi 在图像平面上的

投影点x̂i 的坐标估计值;xi 为目标参考点xi 在图

像上的实际坐标观测值,X̂i 表示xi 在测量视线下

目标点X̂i 的估计位置坐标;i为参考点索引;EA 表

示参考点的物方残差;EG 表示参考点的像方残差.

图１ 物方残差与像方残差示意图

Fig敭１ SchematicofobjectＧspaceandimageＧspacecollinearityerrors

２．１　目标函数的建立

物方残差是如今PnP问题中常用的一种误差

优化目标函数,相比于像方残差,它在最小过程中可

以进行线性求解,已被诸多方法采用.物方残差可

通过计算n 个目标点在空间中的测量值和图像点

在视线方向按照透视投影模型的空间位置的差值平

方求得,即

EA＝∑
n

i＝１
Xi－X̂i

２. (１)

　　像方残差是计算图像上目标的观测值xi 和空

间参考点Xi 按照所估计的相机内参数矩阵A 和外

参数(旋转矩阵R 和平移向量t)进行反投影得到的
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估计值x̂i 之间的距离差值的平方,又称为重投影

误差:

EG＝∑
n

i＝１
xi－x̂i

２. (２)

部分方法采用平均重投影误差,表示为

E－G＝
１
n∑

n

i＝１
xi－x̂i

２. (３)

　　由摄像机投影矩阵可知:

x̂i＝A(RXi＋t). (４)

　　OI算法是一种典型的物方残差目标函数迭代

算法[６],将参考点的空间位置在摄像机坐标系下表

示,并根据透视投影模型将世界坐标系下参考点和

图像坐标系下投影点相互联系,可得

EA＝∑
n

i＝１
‖(I－V̂i)(RXi＋t)‖２, (５)

式中:I为三维单位矩阵;V̂i＝ûiûT
i/(ûT

iûi)为视线的

投影矩阵;ûi＝(ui,vi,１)T 为空间参考点在归一化平

面上的投影坐标;‖x‖为x 的范数.目标函数使用

物点、像点、摄影中心三点共线的共线误差来表示.
在旋转矩阵R 初值已知的前提下,利用平移向

量t可求得最优解,接着利用单位四元数(Unit
Quaternion,QTN)绝对定向的最优解来更新R,从
而不断地进行迭代计算.第k 次迭代的平移向量

和第k＋１次迭代的旋转矩阵可根据(６)式和(７)式
计算,目标函数满足迭代条件后即可停止迭代计算.

t(k)(R)＝
１
n I－

１
n∑

n

i＝１
V̂i

æ

è
ç

ö

ø
÷

－１

∑
n

i＝１

(V̂i－I)R(k)Xi,

(６)

R(k＋１)＝argmin
R ∑

n

i＝１
‖RXi＋

t－V̂i(R(k)Xi＋t(k))‖２. (７)

　　在实际情况下,由于测量仪器的不同和目标所

在空间受限等影响,空间点的测量值Xi 并不绝对

精确,存在一定的测量误差 ΔXi.相比于像方残

差,物方残差对于目标深度的变化十分敏感,在目标

深度变化剧烈的情况下,往往无法得到良好的误差

估计,会影响最终的计算结果.通过选择适当的归

一化加权,最小化物方残差的方法可以得到非常好

的结果.物方残差的计算结果包含了投影误差和测

量误差两个因素的共同作用.

２．２　权值的选取

文献[８]给出了在一般情况下物方残差与像方

残差之间的关系,同时结合图１两种残差模型可得

EA＝‖Xc
i－X̂c

i‖, (８)

EG＝‖xi－x̂i‖＝

‖ui－
R(Xi－C~w)

R３(Xi－C~w)
‖＝

１
zci
‖Xc

i－X̂c
i‖,(９)

式中:Xc
i 和X̂c 分别为空间参考点在摄像机坐标系

下的测量值和估计值;C~w 为摄像机中心在世界坐标

系中的坐标;Cw＝(C~w,１)T 为对应的齐次坐标;R３

为旋转矩阵R 的第３行;zci 为常数.由(８)式和

(９)式可知,物方残差和像方残差成正比:

EA＝zciEG. (１０)

结合图１和图２,在正交迭代方法中,XiX̂i 与OcX̂i

二者相互垂直,然而现有理论无法判断 xix̂i 与

Ocx̂i 的几何关系,它的物方残差与一般情况相比略

微偏小.

图２ 不同方法中的物方残差对比

Fig敭２ ComparisonofobjectＧspacecollinearityerrors
fordifferentmethods

E′A代表正交迭代方法中物方残差大小,EA 表

示一般情况下物方残差大小,ΔE 表示两种情况下

参考点估计值之差.由图２可知:

E′A≤EA, (１１)

EA＝ E′２A＋ΔE２. (１２)

　　同时联立(１０)式可求得在正交迭代方法中物方

残差和像方残差二者之间的运算关系:

E′A＝ (zciEG)２－ΔE２. (１３)

　　若ΔE 取值极小,则可忽略;若其值在总像方残

差中的占比无法忽略,由(１３)式可以看出物方残差

和像方残差呈正相关性.
加权值的选择既要考虑物方残差和像方残差二

者的关系,又要反映出图像坐标和世界坐标的相对

测量精度,在计算过程中,需要提前统一图像坐标单

位(pixel)和三维空间单位(mm).权值分配在点的

测量精度这一问题上应该遵循空间参考点的可信度

原则,通过权值的分配调整异常值对整体误差的影

响[１０].赋予测量误差大的点较小的权值,测量误差

小的点较大的权值,平衡所有空间参考点物方残差

对整体的贡献[１１].但在大部分实际应用中无法提
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前预知目标点的测量误差.
这里采用改进的 Huber[１２]函数来确定权重系

数ωi,既能够快速收敛,又能够平衡异常值对整体

估计的影响.以每一次迭代中归一化图像上的像方

残差为量度,根据残差大的点所对应的测量误差和

深度影响剧烈这一特点可得权重系数的表达式,即

ωi＝
１ ,ri ≤r

r２/r２i ,ri ≥r{ , (１４)

式中:r为所有空间参考点初始像方残差的平均值;

ri 为第i个参考点的像方残差;ωi 为第i个参考点

的权重系数;迭代的初始权值设为１,随着迭代的进

行,判别每个参考点 ri 与门限r的大小关系,不断

地更新权值大小.最终的加权物方残差目标函数为

EA＝min
R,t∑

n

i＝１
ωi ‖(I－V̂i)(RXi＋t)‖２.

(１５)

　　为保证加权算法能够收敛至正确解,迭代误差

需满足

E(k＋１)
R ＝∑

n

i＝１
ωi‖x(k＋１)

i －V̂ix(k＋１)
i ‖

２
＝∑

n

i＝１
ωi‖x(k＋１)

i －V̂ix(k)
i ‖

２
－∑

n

i＝１
ωi‖V̂ix(k＋１)

i －V̂ix(k)
i ‖

２,(１６)

∑
n

i＝１
ωi‖x(k＋１)

i －V̂ix(k)
i ‖

２
≤∑

n

i＝１
ωi‖x(k)

i －V̂ix(k)
i ‖

２
＝E(k)

R , (１７)

E(k＋１)
R ≤E(k)

R －∑
n

i＝１
ωi‖V̂ix(k＋１)

i －V̂ix(k)
i ‖

２. (１８)

式中:E(k＋１)
R 为第k次的迭代误差;xi 为Xi 在归一

化平面上的视线投影向量.由(１８)式可知,在迭代

停止前,E(k＋１)
R ≤E(k)

R 恒成立,满足全局收敛条件,
则改进方法是正确且有效的.

３　像方残差的平移向量优化

图像上点的观测值往往无法达到极致精确,伴
随着观测值的不确定性[５,１３Ｇ１４],若测量误差满足高

斯分布,则像方残差相当于相机投影矩阵的最大似

然估计.图像观测值的不确定性测量误差与在噪声

影响下的位姿估计误差的关系如图３所示,图中

Δui 是图３中任意一点的测量误差.该方法既考虑

了投影矩阵的估算误差,又考虑了图像点的测量误

差,是二维平面上两点之间的几何误差.

图３ 图像噪声及误差示意图

Fig敭３ Schematicofimagenoiseanderrors

正交迭代使用初始的旋转矩阵R 来迭代平移

向量t.仅采用物方残差作为目标函数,忽略了图

像点观测值的不确定性.尽管第２节通过更新权值

系数来修正输出结果,但最终的平移向量参数t仍

会出现较大误差,此时需要使用EPnP中控制点的

距离不变性和以上述所求像方残差的阈值限制对平

移向量t进行优化.

１)按照原方法计算出迭代后各参数的最佳解

和对应物方残差以及像方残差;２)按照原EPnP方

法,依据刚性变换不变性,对４个控制点在世界坐标

系(Cw
１,Cw

２,Cw
３,Cw

４)和摄像机坐标系(Cc
１,Cc

２,Cc
３,

Cc
４)下坐标距离相等这一特点[１],可得

β＝argmin
β ∑

４

i,j＝１,i＜j
‖Cc

i－

Cc
j‖２－‖Cw

i －Cw
j‖２ , (１９)

c＝∑
NF

i＝１
βiwi,c＝ CcT

１ ,CcT
２ ,CcT

３ ,CcT
４[ ] T,(２０)

Pc
i＝∑

４

j＝１
αijCc

j,∑
４

j＝１
αij ＝１, (２１)

式中:β为目标函数;i,j 为参考点索引;通过EPnP
中(２０)式和(２１)式可得虚拟控制点和真实控制点在

摄像机坐标系下的坐标集合 Cc
i}{ 和 Pc

i}{ ;c为４个控

制点在摄像机坐标系下的坐标矩阵;NF 为原方法中

c的系数矩阵与自身转置的乘积在零空间的维数;wi

可通过该系数矩阵对应的右奇异向量求得;αij为控制

点的系数.通过一到两步的高斯迭代算法可求得β
的最优解[１５].真实控制点的世界坐标系坐标集合

Pw
i }{ 已知,最后通过解控制点在两种三维空间坐标

下的绝对定向问题即可求得在(１９)式限制条件下的

最优位姿R 和t.具体操作可参考文献[１].
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根据(３)式和(４)式求得此种条件下的像方残

差,与２．２节中所求像方残差阈值进行比较,数值小

者对应的相机外参数为最优位姿.

４　实　　验

４．１　仿真实验

仿真实验采用与EPnP方法相同的配置,在一

般配置的计算机下使用 Matlab２０１７软件实现.采

用６４０pixel×４８０pixel分辨率、８００pixel等效焦距

的 虚 拟 摄 像 机. 在 －２mm,２mm[ ] ×
－２mm,２mm[ ]× ４mm,８mm[ ] 范围内随机生

成摄像机坐标系下的若干三维参考点坐标.在世界

坐标系和对应的图像坐标系下分别加入不同水平的

高斯白噪声,对每个水平的噪声分别做１０００次独立

实验.
不同算法的旋转矩阵计算误差ER 与平移向量

的计算误差Et均可表示为

ER＝‖q
－
－q‖/‖q‖, (２２)

Et＝‖t
－
－t‖/‖t‖, (２３)

式中:q
－

和q为与旋转矩阵对应的归一化四元数的

真实值与计算值;t－ 和t为平移向量的真实值与计

算值.
比较如下算法的精度与稳健性:

１)EPnP:当前最优的高效的非迭代PnP算法

之一;

２)EPnP＋OI:以EPnP为初值,最小化物方残

差的正交迭代算法;

３)EPnP＋GN:高效EPnP加上几步高斯牛顿

迭代;

４)EPnP＋OIGN:以EPnP为初值的正交迭代算

法,加入几步高斯牛顿迭代进行像方残差参数修正;

５)EPnP＋WOIGN:对算法４)进行正交迭代

的加权优化处理;
图４给出空间参考点数量从４点增加到１５点

时的相机外参数平均误差和中值误差的变化情况.
与原EPnP和EPnP＋GN算法相比,改进方法在缺

少冗余点时明显提高了算法的精度.并且随着点数

的增大,结果稳定在较高的精度上.EPnP＋OI算

法与EPnP相比旋转矩阵的计算误差明显下降,但
是由于使用最小化物方残差作为目标函数,其平移

向量与原方法相比精度有所下降.EPnP＋OIGN
算法采用的像方残差平移向量优化方法使得平移向

量t的精度大幅度提高,甚至超越了原算法,对旋转

矩阵R 的精度也有一定幅度的修正优化.EPnP＋
WOIGN算法采用正交迭代的加权优化处理,在一

定程度上调整了各参数的求解精度.
图５和图６给出几种算法在不同水平高斯白噪

声下的稳健性对比曲线,分别取点数为４和５做了

两次不同的仿真实验.可以看出,点数为４时各算

法均出现了较大的误差,其中EPnP＋OIGN算法

和EPnP＋WOIGN算法的稳健性较高,且参数的

计算误差能够随着噪声的增大保持在一个相对较低

图４ 各算法精度对比图.(a)旋转矩阵平均误差;(b)旋转矩阵中值误差;(c)平移向量平均误差;(d)平移向量中值误差

Fig敭４ Precisioncomparisonamongallalgorithms敭 a Meanrotationerror  b medianrotationerror 

 c meantranslationerror  d mediantranslationerror
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图５ 点数为４时各算法稳健性对比图.(a)旋转矩阵平均误差;(b)旋转矩阵中值误差;
(c)平移向量平均误差;(d)平移向量中值误差

Fig敭５ Robustnesscomparisonamongallalgorithmswhenpointnumberis４敭

 a Meanrotationerror  b medianrotationerror  c meantranslationerror  d mediantranslationerror

图６ 点数为５时各算法稳健性对比图.(a)旋转矩阵平均误差;(b)旋转矩阵中值误差;
(c)平移向量平均误差;(d)平移向量中值误差

Fig敭６ Robustnesscomparisonamongallalgorithmswhenpointnumberis５敭

 a Meanrotationerror  b medianrotationerror  c meantranslationerror  d mediantranslationerror

的误差水平上.EPnP＋OI算法计算旋转矩阵R
的稳健性较好,与图４一致的是,在平移向量t的计

算上出现了较大偏差.点数为５时,各算法的参数

误差均有大幅度减小,其稳健性与４点时一致.

４．２　真实图像实验

在仿真实验的基础上进行真实图像实验,以此
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验证 算 法 的 有 效 性.给 定 大 小 为 ８００pixel×
６００pixel的图像.使用１５２９．６０pixel焦距,u０＝
４００．４１pixel,v０＝３０３．６８pixel为主点坐标的摄像

机进行实验.１)利用尺度不变特征变换(SIFT)算
法匹配输入图像与参考图像之间的特征点,建立临

时匹配关系,如图７所示;２)根据已知参考点的坐

标对应关系,按照改进算法计算出相机位姿;３)在

参考图像中,将８个顶点坐标进行反投影,构造出一

个黄色边框模型轮廓;４)按照参考图像和输入图像

的匹配关系,将模型轮廓和其余参考点坐标投影到

输入图像中.图８(a)给出原始参考图像,精确已知

２１０个参考点的图像坐标对应世界坐标,图８(b)给
出输入图像.

图８(b)中,深蓝色加号表示已知的特征点图像

坐标,浅蓝色三角表示空间特征点重投影的结果,红
色加号表示少许错误匹配的图像特征点.实验表

明,计算结果精度越高,模型轮廓与图像边框的吻合

度越高.图中模型轮廓与物品轮廓有极好的匹配

度,可以看出改进算法有较好的准确性和较强的适

用性.
将真实图像对各算法进行测试,可以看出,在点

数冗余时５种算法的重投影误差大小不一,原始

EPnP在真实图像的测试中具有５pixel左右的误

差;EPnP＋GN算法在高斯迭代的作用下减小了近

２pixel的误差;EPnP＋OI算法中使用物方残差最

小化目标函数反而增大了重投影误差;而最终的像

方残差优化以及加权作用极大地减小了最终的重投

影误差,实验结果如表１所示.

图７ SIFT算法下匹配关系示意图

Fig敭７ SchematicofmatchingrelationforSIFTalgorithm

图８ 真实影像实验结果.(a)参考图像;(b)输入图像

Fig敭８ Experimentalresultsofrealimage敭 a Referenceimage  b inputimage

表１　真实实验结果

Table１　Realexperimentalresults pixel

Algorithmname EPnP EPnP＋OI EPnP＋GN EPnP＋OIGN EPnP＋WOIGN
ReＧprojectionerror ５．４１９６ ６．１３２０ ３．８３５７ １．６４１７ １．５１８９

５　结　　论

在相机位姿估计这一问题上分析了物方残差和

像方残差的产生原因和物理意义,并根据PnP算法

中两种不同的求解手段,提出结合物方残差和像方

残差 的 加 权 正 交 高 斯 牛 顿 迭 代 方 法,以 此 修 正

EPnP算法在非冗余情况下的高误差结果.以图像

平均像方残差为阈值,给予正交迭代中各空间点物

方残差不同的权值分配;将输出的像方残差作为最

小误差的判决阈值,简单使用一到两步高斯牛顿迭

代修正误差较大的相机参数.在和原EPnP算法的

比较中,改进算法在精度和稳健性上均展示出良好
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的性能,在仿真实验和真实图像实验中表现出了优

良的效果,具有较强的实际应用价值.
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