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摘要　利用concurrence作为纠缠度量,研究了z方向非均匀磁场中双量子比特的海森堡XYZ 模型及其基态纠缠

在不同参数范围内的性质,通过计算得出了临界磁场值,讨论了平均磁场和临界磁场与量子相变的关系,分析了两

个相邻量子位自旋z分量Jz 的相互作用和各向异性参数γB、γJ 对海森堡模型热纠缠的影响,通过绘制图像说明

了各向异性、自旋耦合参数Jz 和热纠缠之间的关系.研究结果表明:在双量子比特系统中,对于有效的温度T,当
耦合参数Jz＝０时,随着γJ 的增加,临界磁场Bc 减小,纠缠逐渐消失;但是当耦合参数Jz＞０时,对各向异性参数

γB、γJ 取合适的值,随着Jz 的增加,纠缠度达到最大值的磁场范围和温度范围都变大,且纠缠得到有效增强.
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１　引　　言

量子纠缠是量子通信和量子计算的重要资源.
利用纠缠可以实现量子隐形传态、量子密钥共享、量
子克隆、量子密码术等[１Ｇ６].不同的量子系统,其量

子纠缠的特性并不完全相同[７Ｇ８].固体系统具有潜

在的应用价值,其在量子通信与信息处理过程中的

易集成性和可扩展性使其备受关注.海森堡模型作

为一种简单的固态量子体系[９Ｇ１６],具有良好的纠缠

特性、可观测性和可执行性,是量子信息的有效载

体.对这样的体系研究具有一定的意义.
人们对各种双量子比特的海森堡模型及多量

子比 特 的 海 森 堡 模 型 进 行 了 很 多 深 入 的 研

究[１７Ｇ２４].海森堡模型从相互作用的方向可以分为

XYZ 模 型、XXZ 模 型、XXX 模 型、XY 模 型 及

Ising模型等.Sun等[２５]研究了非均匀磁场中双量

子比特海森堡XY 链的热纠缠;Zhang等[２６]研究

了双量子比特海森堡XXZ 链中非均匀磁场对热

纠缠的影响.LagmagoKamta等[２７]研究了各项异

性参数和磁场对海森堡XY 链热纠缠的影响.研

究表明:在双量子比特的海森堡XY 链和双量子

比特海森堡XXZ链中,利用温度或者外加磁场不

能有效控制纠缠.本文研究了非均匀磁场下双量

子比特海森堡XYZ链的基态纠缠和热纠缠,讨论

了各向异性参数γB、γJ 和自旋耦合参数Jz 对双

量子比特海森堡XYZ 链纠缠的影响,得到了一些

有意义的结果.

２　理论模型和基态纠缠

２．１　理论模型

对于一个外加磁场中的双量子比特海森堡模

型,它具有哈密顿量的一般形式,即

HXYZ＝B
１＋γB
２ σ１z＋

１－γB
２ σ２z

æ

è
ç

ö

ø
÷＋

J １＋γJ
２ σ１xσ２x＋

１－γJ
２ σ１yσ２y

æ

è
ç

ö

ø
÷＋Jzσ１zσ２z, (１)

式中:σiα 为第i个量子位的泡利算符,i＝１,２,α＝
x,y,z;B 为平均磁场;J 为任意两相邻比特在xy
平面的自旋耦合参数,Jz 为任意两相邻比特在z方

向的自旋耦合参数;各项异性参数γB、γJ 分别表征

的是外部磁场的非均匀度和xy 平面的非对称性.

当J≠０,γB≠０,γJ≠０时,J
１＋γJ
２ ≠J

１－γJ
２ ≠

Jz≠０,则系统为非均匀外部磁场中双量子比特海

森堡XYZ 模型.系统HXYZ的本征值为

E１＝Jz＋η１
E２＝Jz－η１
E３＝－Jz＋η２
E４＝－Jz－η２

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

, (２)

式中:E１,E２,E３,E４ 分别为海森堡XYZ 哈密顿量

的４个本征值;η１,η２ 为参数,η１＝ B２＋(JγJ)２,

η２＝ J２＋(BγB)２.对应的本征态分别为

|φ＋›＝ １/ ２η１η１＋B( )[ ] η１＋B( )|００›＋JγJ|１１›[ ]

|φ－›＝ １/ ２η１η１－B( )[ ] η１－B( )|００›－JγJ|１１›[ ]

|ψ＋›＝ １/ ２η２(η２＋BγB)[ ] (η２＋BγB)|０１›＋J|１０›[ ]

|ψ－›＝ １/ ２η２(η２－BγB)[ ] (η２－BγB)|０１›－J|１０›[ ]

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

, (３)

式中,φ＋,φ－,ψ＋,ψ－分别为海森堡XYZ 链哈密顿

量的４个本征态.

２．２　基态纠缠

为了研究基态纠缠态所携带的纠缠量,采用

concurrence度量纠缠.Wootters等[２８]引入两量子

比特纠缠的concurrrence(C):

C(ρAB)＝max{０,λ１－λ２－λ３－λ４}, (４)
式中:λ１、λ２、λ３、λ４ 是算符ρABρT

AB本征值的平方根,

λ１≥λ２≥λ３≥λ４;ρAB为两量子比特系统的密度矩

阵,ρT
AB为转置矩阵,ρT

AB＝(σyσy)ρ∗
AB(σyσy),

ρ∗
AB是 ρAB 的 复 共 轭.C 的 取 值 范 围 是 [０,１].

(１)式体系中所描写基态纠缠的concurrence为

C(T＝０)＝
JγJ /η１,B ＜－Bc,B ＞Bc
J γJ /η１－１/η２( )/２,B＝±Bc
J /η２,－Bc＜B ＜Bc

ì

î

í

ï
ï

ïï

,

(５)
式中:T 为临界温度,±Bc 是基态纠缠发生突变的

磁场值,即临界磁场值.从 HXYZ的本征态可以看

出,基态纠缠随着参数η１、η２ 和Jz 的变化而改变,

HXYZ的基态在不同参数范围内对应着不同的本征

态.在η１＋η２＜ ２Jz 的范围内,如果Jz＞０,其基

态波函数为|ψ－›,如果Jz＜０,基态波函数为|φ－›,
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随着磁场B 的变化,基态的纠缠是一个平滑的函

数.在η１＋η２＞ ２Jz 的范围内,如果η１－η２＜
２Jz,其基态波函数为|ψ－›,如果η１－η２＞２Jz,基
态波函数为|φ－›,基态纠缠在磁场某个临界点发生

突变.
从(５)式中可以看出,基态纠缠的concurrence与

Jz 没有直接的关系,但是本征能量中含有Jz,故基

态的选择受其影响.对于基态|φ－ ›和|ψ－ ›:当

B ＞ Bc 时,基态为|φ－›,若γJ＝０,concurrence
为０;当 B ＜ Bc 时,基 态 为|ψ－ ›,若γB ＝０,

concurrence为 １;当 磁 场 处 在 临 界 磁 场 B ＝
Bc 时,发生量子相变,基态为|φ－›和|ψ－›的混合

态.量子相变是指系统处在绝对零度时,基态纠缠在

某个临界点发生急剧变化.T＝０时,基态纠缠

concurrence随外磁场B变化的相变图如图１所示.
由图１可以看出:当γJ＝０．３３时,在B＝Bc 条

件下,基态纠缠发生突变,然后随着磁场的增加

逐渐减小;当γJ＞０．３３时,在B＝Bc条件下,基态

图１ 基态纠缠在不同各向异性参数γB、γJ 下

随磁场变化的相变图

Fig敭 １PhaseＧtransition diagram of groundＧstate
entanglement with magnetic field under
　differentanisotropicparametersγBandγJ

纠缠也发生突然变化,但是在B≥Bc 条件下,基态

纠缠突然复活并逐渐减小;当γJ＝１．００时,基态纠

缠只是随着磁场B 单调减小.通过求解方程η１－

η２＝２Jz,可以求出临界磁场值Bc,即

Bc＝
J２(１－γ２B)(１－γ２J)＋４J２z(１＋γ２B)＋４Jz J２(１－γ２B)(１－γ２Bγ２J)＋４γ２BJ２z

１－γ２B
. (６)

　　当Jz＝０时,Bc＝ J２(１－γ２J)/(１－γ２B),这是

海森堡XY 模型,可以看出,随着γJ 的增加,临界

磁场值Bc 减小.
临界磁场Bc 随着各向异性参数γB、γJ 变化的

三维图如图２所示.通过对比图２(a)和图２(b)可
以看出,随着Jz 的增加,临界磁场值也增加,两个

相邻自旋Jz 的z分量的正相互作用引起了相变位

置的偏移,也就是说正Jz 的存在增加了纠缠度达

到最大值的磁场区域.更有趣的是,当B≥Bc 时,

通过求解 JγJ /η１＞ J γJ /η１－１/η２( )/２,得

出纠缠度复活的条件是η１
η２
＞ γJ ＞η

１

３η２
.文献[２５]

指出,Jz＝０时,纠缠的条件是γJ＞
１
３

.

３　热纠缠

随着温度的升高,在|００›,|０１›,|１０›,|１１›基
下,各自的密度矩阵可表示为

图２ 临界磁场Bc 随着各向异性参数γB 和γJ 的变化.(a)J＝１,Jz＝０．１;(b)J＝１,Jz＝１．０
Fig敭２ CriticalmagneticfieldBcasafunctionofanisotropyparametersγBandγJ敭 a J＝１ Jz＝０敭１  b J＝１ Jz＝１敭０
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则系统的密度矩阵为

ρ＝∑exp－EnKT
æ

è
ç

ö

ø
÷ρn＝

１
Z

μ－ ０ ０ ν
０ w－ ε ０
０ ε w＋ ０
ν ０ ０ μ＋

æ

è

ç
ç
ç
çç
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ø

÷
÷
÷
÷÷

,

(８)
式中:En 为能量的本征值;K 为玻尔兹曼常数(取K＝
１);配分函数Z＝２exp(－Jzβ)×coshη１β＋２exp(Jzβ×

coshη２β,这 里β＝
１
T

;参 数 μ－ ＝exp (－Jzβ)

coshη１β－
B
η１
sinhη１β

æ

è
ç

ö

ø
÷ , μ＋ ＝ exp (－Jzβ)×

coshη１β＋
B
η１
sinhη１β

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,ν＝ －exp(－Jzβ)JγJ

η１
×

sinη１β,w－＝exp(Jzβ)coshη２β－
BγB
η２
sinhη２β

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,w＋

＝exp(Jzβ)coshη２β＋
BγB
η２
sinhη２β

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,ε＝－exp(Jzβ)

J
η２
sinhη２β.

有限温度下系统热纠缠的concurrence为

C＝
２
Zmax０,ε ± w＋w－ ,ν ± μ＋μ－{ } .

(９)

　　为了研究耦合系数Jz 和各向异性γJ 对系统

纠缠度的影响,研究了热纠缠在不同参数下随外磁

场B 和各向异性参数γB 变化的三维图,如图３所

示.比较图３(a)和图３(b)可知,在耦合参数Jz 相

同的情况下,系统的纠缠度随磁场很快减小为０,但
是之后又有了一个很小的复苏,并且随着各向异性

参数γJ 的增加,复苏比较明显.比较图３(a)和

图３(c),在各向异性参数γJ 相同的情况下,随着耦

合参数Jz 的增加,系统的热纠缠度明显增加,而且

纠缠存在的磁场范围得到了扩展.
图４给出了热纠缠在不同耦合常数Jz 下随磁

场的变化.从图４中可以看出,各向异性参数γJ、

γB 取一定的值,Jz＝０时,系统的热纠缠的最大值

很小,并且随磁场的增加逐渐减小为０;随着Jz 的

增加,系统的热纠缠值明显增大,并且纠缠存在的磁

场区域也逐渐扩展,在图４(a)中可以看出Jz＝０．９
时,纠缠有最大值C＝１.对比图４(a)和４(b),发现

随着各向异性参数γJ 的增加,系统的热纠缠却明

显降低;对比图４(a)和(c),发现随着各向异性参数

γB 的增加,系统的热纠缠随磁场变化的区域略微增

大,但纠缠度的大小不发生变化.因此,减少各向异

性γJ 可以有效地增加系统的热纠缠.
图５给出了热纠缠在不同耦合常数Jz 下随温

度的变化.从图５(a)可以看出,Jz＝０时,在温度

为０的时候并没有纠缠,而后随着温度的增加,系统

的热纠缠随着温度的变化先增加后很快减小为

０,随着引入z分量Jz的正相互作用,系统的热纠
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图３ 热纠缠随外磁场B 和各向异性参数γB 的变化.(a)J＝１,γJ＝０．３,T＝０．９,Jz＝０．１;
(b)J＝１,γJ＝０．６,T＝０．９,Jz＝０．１;(c)J＝１,γJ＝０．３,T＝０．９,Jz＝０．８

Fig敭３ ThermalentanglementasafunctionofexternalmagneticfieldBandanisotropyparametersγB敭 a J＝１ 
γJ＝０敭３ T＝０敭９ Jz＝０敭１  b J＝１ γJ＝０敭６ T＝０敭９ Jz＝０敭１  c J＝１ γJ＝０敭３ T＝０敭９ Jz＝０敭８

图４ 热纠缠在不同耦合常数Jz 下随磁场B 的变化.(a)J＝１,γJ＝０．３,γB＝０．３,T＝０．９;
(b)J＝１,γJ＝０．６,γB＝０．３,T＝０．９;(c)J＝１,γJ＝０．３,γB＝０．６,T＝０．９

Fig敭４ ThermalentanglementasafunctionofmagneticfieldBunderdifferentcouplingconstantsJz敭 a J＝１ 
γJ＝０敭３ γB＝０敭３ T＝０敭９  b J＝１ γJ＝０敭６ γB＝０敭３ T＝０敭９  c J＝１ γJ＝０敭３ γB＝０敭６ T＝０敭９

缠迅速变大然后随着温度的变化缓慢减小,纠缠存

在的温度区域也逐渐扩展,并且临界温度值提高.
对比图５(a)和图５(b),发现随着各向异性参数γJ

的增加,系统的热纠缠明显降低;对比图５(a)和

图５(c),发现随着各向异性参数γB 的增加,系统的

热纠缠明显增加,临界温度值减小.
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图５ 热纠缠在不同耦合常数Jz 下随温度T 的变化.(a)J＝１,γJ＝０．３,γB＝０．３,B＝１．３;
(b)J＝１,γJ＝０．６,γB＝０．３,B＝１．３;(c)J＝１,γJ＝０．３,γB＝０．６,B＝１．３

Fig敭５ ThermalentanglementasafunctionoftemperatureTunderdifferentcouplingconstantsJz敭 a J＝１ 
γJ＝０敭３ γB＝０敭３ B＝１敭３  b J＝１ γJ＝０敭６ γB＝０敭３ B＝１敭３  c J＝１ γJ＝０敭３ γB＝０敭６ B＝１敭３

４　结　　论

在非均匀的磁场下,研究了两个量子位海森堡

XYZ 自旋链的量子纠缠.求出了基态纠缠在不同

温度下的纠缠度concurrence,分别讨论了各向异性

参数γJ、γB 和耦合参数Jz 对系统纠缠的影响.研

究结果表明:在T＝０时,基态纠缠在临界磁场值

Bc 处发生了量子相变,当Jz＝０时,随着γJ 的增

加,临界磁场值Bc 减小,纠缠减小;当Jz＞０时,纠

缠随着Jz 的变大而增加,同时纠缠度达到最大值

的磁场区域也增大.随着温度的增加,在各向异性

参数γB 和耦合参数Jz 一定的情况下,随着各向异

性参数γJ 的增加,系统的纠缠度明显减少;在各向

异性参数γJ 和耦合参数Jz 一定的情况下,随着各

向异性参数γB 的增加,纠缠存在的磁场范围和温

度范围都得到了扩展,而且系统的热纠缠度增加;在
各向异性参数γJ,γB 一定的情况下,随着自旋耦合

参数Jz 的增加,系统的热纠缠度明显增加,纠缠存

在的温度和磁场范围也都得到了扩展,并且临界磁

场和临界温度的值提高.因此,当各向异性参数

γJ、γB 取合适的值,耦合参数Jz 的增加可以有效

地增强系统的热纠缠.这些结果为基于非对称系

数、自旋粒子间耦合系数、磁场操纵系统纠缠提供了

理论依据.
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