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利用Tikhonov正则化改进移动最小二乘的图像
变形算法
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摘要　针对移动最小二乘算法在图像变形过程中,求解的线性方程组系数矩阵会出现不可逆、求解不稳定的问题,

通过引入Tikhonov正则化,运用LＧ曲线法求解正则参数,对系数矩阵施加约束项从而得到精确解,避免病态方程

组的形成;针对在实现图像变形过程中,定位特征点人工量大且特征点不足的问题,运用Dlib库自动提取６８个覆

盖人脸五官和轮廓的特征点.仿真实验结果表明,与原算法相比,提出的改进算法可以使图像产生清晰、准确的

变形.
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１　引　　言

图像变形是在给定的源图像和目标图像之间,
找到一种可逆的线性变换函数,将未变形图像的每

个像素点,通过这种线性变换得到变形后的图像的

一种技术[１Ｇ２].图 像 变 形 技 术 在 医 学 影 像、影 视

业[３]、教育领域、气象预报、地理信息系统、刑侦系统

等领域有广泛应用[４].基于控制点的图像变形算法

是一种新的图像变形算法,利用控制点实现图像变

形,算法简单、高效,变形的结果明显,是现在研究的

热点.
基于控制点的图像变形算法首先要提取人脸特

征点.目前使用广泛的人脸特征点定位算法,首先

手工标定脸部的一些关键特征点,以瞳孔位置或者

鼻尖位置的特征点为参照点实现脸部区域的变形,
然后分区域对人脸特征点位置进行定位.朱希成[５]
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采用改进的主动形状模型(ASM)方法实现特征点

的定位,实现过程中首先要按照顺序标定每幅图像

上的n 个特征点,但是该方法在训练和测试阶段都

需要高分辨的图像,并且要求标点准确,否则会出现

易受局部最优影响的非凸优化问题.罗岱等[６]提出

采用Stasm开源库完成人脸特征点的检测,获取人

脸的６３个特征点,并对人脸额头部分进行手动标

点,但是因本文所实现的图像变形不需要对人脸额

头部分进行特征点提取,所以当训练集较大时,罗岱

等的方法的手动标点会很繁琐.
目前,在基于控制点的图像变形算法中,比较成

熟的技术是基于移动最小二乘(MLS)法的图像变

形.Schaefer等[７]提出利用控制点或控制直线段对

图像进行变形,MLS法的优点非常明显,但是缺点

是有时候会形成病态方程组.为解决该问题,左传

伟等[８]通过推导系数矩阵A 可逆的充分必要条件,
研究半径r的选取对矩阵A 条件数的影响以及半

径r 的选取方法,但是该方法只考虑了节点分布均

匀情况,并未考虑节点分布不均匀对半径选取的影

响.周程灏等[９]针对图像复原过程中反问题的病态

性和噪声抑制,提出采用拉普拉斯正则化来抑制噪

声,进而解决问题的病态性,该方法是解决病态方程

的一个新思路.杨建军等[１０]提出采用核基的核近

似法克服由A 矩阵奇异或病态产生的不稳定问题,
但是该方法只提高了近似稳定性.李娇等[１１]提出

代数重建技术(ART),根据线性方程组的求解思

想,通过对矩阵进行逐行计算,以解决离散化数学图

像重建为目的,避免对方程组直接求逆,从而快速有

效地得到方程解,但是当矩阵很大时,逐行求解会增

加计算复杂度.
针对文献[５]、[６]提出的问题,本文提出在基于

点的图像变形中,利用Dlib库提取６８个人脸特征点,
采用全自动标点方式,同时增加特征点个数,避免手

动标点的麻烦.针对利用MLS进行多项式拟合过程

会出现多项式拟合的“病态问题”,本文提出在 MLS
的基础上结合Tikhonov的正则化方法[１２Ｇ１４],运用LＧ
曲线法[１５]求解正则参数,通过对病态系数矩阵进行

约束,能改善法矩阵的结构、减小均方误差[１６].

２　基于Tikhonov正则化改进的MLS
图像变形算法原理

２．１　利用Dlib库自动检测人脸６８个特征点

Dlib库是一个使用现代C＋＋技术编写的开源

通用框架,库中包含多样模块,有机器学习、图像处

理和数据压缩等,图像处理模块包含人脸检测函数

和关键点定位函数.在很多情况下,标记点都是手

动选择的,选择难度大、费时且繁琐.根据 MPEGＧ
４[１７]中定义的人脸特征点参数设置,为实现本文所

要求的人脸图像变形,由Dlib库自动提取包含眉

毛、鼻子、嘴巴等面部区域的６８个人脸特征点.这

些特征点分布密集,是实现变形的关键点.Dlib库

提取特征点的主要训练步骤包括:１)预处理,将图片

的训练集和测试集按照大小比例设置放在一个文件

夹中,比例设置为７∶３;２)训练,扫描图片并提取特

征点,加载Dlib自带的frontal_face_detector作为

人脸检测器,首先定位一副图像中的人脸,再加载官

方提供的模型构建特征提取器shape_predictor进

行人脸关键点识别;３)测试,使用测试集进行测试,
根据准确率、精确率等指标对提取人脸特征点模型

进行评判.

２．２　改进的移动最小二乘原理

图像变形可看成在变形函数f(x)作用下由未

变形函数映射到变形图像的过程.对于图像中的任

一像素点x,将f(x)作用于未变形图像上的每一个

像素点,得到变形后图像的像素点.变形函数f(x)
由线性变换项和平移变换项[４]组成,分别用２×２的

矩阵M 和长度为２的行向量T 表示,则有

f(x)＝xM ＋T. (１)

　　根据 MLS理论[１８],必然存在变形函数f(x),
使得某公式取得最小值,某公式为

J＝∑
i
wi f(xi)－yi

２, (２)

式中:J 为加权离散L２范式;xi 和yi 为控制点集

中未变换和变换后像素点的坐标矩阵;wi 为权重,

i＝１,２,３n,n 为像素点的总个数,i 为像素点

编号.
将(１)式代入(２)式并求最小值,即对f(x)的变

量求导数且等于零,有
∂J
∂x＝

∂
∂x

[(xM ＋T－y)Tw(x)(xM ＋T－y)]＝０,

(３)

x̂＝(MTWM)－１MTW(y－T), (４)
式中:y 为 经 过 MLS变 换 后 的 近 似 坐 标 矩 阵;

w()为权函数;Y 为待变换坐标点对应的变换后的

真实坐标矩阵;x̂ 为(３)式的解,W 为权重矩阵.

若(３)式在求解过程中,x̂ 对 MTW(y－T)的误

差或者不确定性比较敏感,当 MTWM 不可逆时,只

要MTW(y－T)出现微小的变化,都会引起x̂ 剧烈
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变化,此时称(３)式为病态方程.该误差常常不可避

免,为改善此现象,根据 Tikhonov正则化理论,对
一组方程的可接纳解施加一个弱平滑约束项,克服

矩阵不适定性,稳定计算结果,使解唯一.根据

Tikhonov正则化理论,正则化函数[１９]为

J(α)＝∑
i
wi f(xi)－yi

２＋α‖Hx‖２,

(５)

x̂＝(MTWM ＋αH)－１MTW(y－T), (６)
式中:J()为Tikhonov泛函;α 为正则化参数;H
为单位矩阵.

通过观察(４)式和(６)式可以发现,Tikhonov正

则化的目的就是对矩阵求解过程中的(MTWM)作
出改变,通过对 MTWM 加上αH 进行限制,使得病

态方程能得到唯一解,进而改善矩阵结构,使矩阵

MTWM 可逆,这提高了方程求解的精度和稳定性.

２．３　正则化参数的确定

正则化参数的选择是Tikhonov正则化方法的

难点,由于本文噪声不可定,因此一般有两种方法确

定正则化参数,即LＧ曲线法和广义交叉验证法.

１)LＧ曲线法

利用LＧ曲线法求解正则化参数[２０]的基本思路

如下.对于误差方程V＝x̂M＋T－Y,其中V 为真

实值与拟合结果之间的差值,以‖x̂‖为纵坐标,

‖x̂M＋T －Y ‖ 为 横 坐 标,得 到 很 多 坐 标 为

(‖x̂M＋T－Y‖,‖x̂‖)的点,以logＧlog为尺度,
所有点会构成一条曲线,由于这条曲线形状很像

“L”,因此称之为LＧ曲线.在LＧ曲线的竖直部分x̂
属于欠正则化状态,在ＧL曲线的水平位置,LＧ曲线

属于过正则化状态.为平衡二者,在LＧ曲线的隅角

处选取所需正则化参数α.
设

φ＝‖x̂‖２, (７)

τ＝‖Mx̂＋T－Y‖２, (８)
两边同时取对数[２１],有

φ̂＝２lg‖x̂‖, (９)

τ̂＝２lg‖Mx̂＋T－Y‖, (１０)

式中:φ 为方程组解的欧几里得二范数;φ̂ 为对(７)

式取的对数;τ为误差的欧几里得二范数;τ̂为对(８)
式取的对数.

则LＧ曲线由这些点 φ̂
２

,τ̂
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ 拟合形成,LＧ曲线

上各点的曲率计算为

k＝２ φ̂′τ̂″－φ̂″τ̂′
[(φ̂′)２＋(τ̂′)２]２/３

, (１１)

式中:φ̂′、τ̂′、φ̂″、τ̂″分别是φ̂ 和τ̂的一阶和二阶导数.

LＧ曲线法作为一种比较成熟的方法,通过正则化参

数平衡‖x̂M＋T－Y‖和解‖x̂‖.根据α 的定义

为隅角处的最大曲率kmax,因此对曲率k 求最大值,
进而得到最佳正则化参数α.

２)广义交叉验证法(GCV)
广义交叉验证法[２２]主要是以交叉验证的方式

来验证不同的正则化参数值.假设将样本集划分为

Z 组,取样本集中１组数据作为验证集,剩下的样本

作为训练集,每确定一个正则化参数值就会确定一

个正则化解,通过该正则化解确定验证集误差,Z 组

数据即重复Z 次,得到Z 组验证集误差,误差极小,
对应的正则化参数越好.GCV函数为

GGCV＝
１
N

∑
N

k＝１

[yk －f(xk)]２

１－
f′
N

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
, (１２)

式中:k为特征点的取值;N 为特征点的总个数;f′
为f 的一阶导数.GCV所求得的正则化参数可以

使得预测点的代价函数最小,但是该方法计算复杂

且量大.相比较而言,LＧ曲线法计算简单,且能较好

顾及噪声范数和信号范数之间的平衡,故本文选择

以LＧ曲线法确定正则化参数.

３　移动最小二乘算法实现步骤

改进的 MLS算法的流程如图１所示,具体步

骤如下.

１)首先安装Dlib、Opencv库,配置好Dlib的环

境,设置特征检测器,直接定义一个Dlib中frontal_

face_detector类的对象,通过这个检测器检测出人

脸,然后需要在人脸中定位特征点,利用shape_

predictor_６８_face_landmarks．dat这个模型来初始

化关键点检测器,通过这个关键点检测器shape_

predictor,就可以检测得到６８个人脸关键点;

２)将特征点像素坐标保存下来,以文档形式

存储;

３)选取一部分数据作为测试集,利用 MLS,通
过代价函数和梯度下降法,确定系数阵M 和平移项

T,最终确定拟合函数;

４)对奇异矩阵采用 Tikhonov正则化,对代价

函数施以弱平滑约束,通过LＧ曲线法,确定正则参
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图１ MLS算法流程图

Fig敭１ FlowchartofMLSalgorithm

数,以提高求解精度;

５)利用训练好的变形函数f(x),将测试集中

未变形图像映射到变形图像的相同坐标处,本文主

要是对人脸图像进行变形,可选定一幅图像为参考,
对另一幅图像进行拉伸,改变像素点的坐标,使得这

两幅图中的人脸像素点 的坐标相同;

６)对变形后的图像进行中值滤波.

４　仿真实验结果与分析

４．１　仿真实验结果

实验环境为Inter(R)Core(TM)i５Ｇ７５００处理

器,８GB内存的硬件环境,以及 Windows１０、DlibＧ
１９．１６、vs２０１７、Opencv４．０、MatlabR２０１６a软件环

境.实验选取face_dataset数据库里的人脸照片进

行测试.图２为特征点定位图.
以图３为参考图像,图４为待参考图像,利用本

文改进后的算法,在变形函数f(x)作用下将图４中

待参考图像的特征点坐标变换到与参考图像特征点

坐标点相同处,实现图像变形,图５为实验仿真结果.

４．２　结果分析

利用Dlib库采用全自动方式提取人脸特征点

不需要复杂算法,平均０．０６s定位１张图像中覆盖

人脸五官和整体轮廓的６８个特征点.表１为几种

提取人脸特征点方法的结果比较.

LＧ曲线以作图的方式显示出正则参数变化时残

差范数随之变化的情况,图６为正则化曲线图,其中

正则化参数取整为３.

图２ 人脸特征点定位

Fig敭２ Facefeaturepointlocation

图３ 参考图像

Fig敭３ Referenceimage

当 MLS 算 法 中 的 法 矩 阵 出 现 奇 异 性 时,
图７(a)中变形后的图像明显出现噪声干扰,变形后

的特征点坐标与参考图像特征点坐标出现肉眼可见

的差距.本文方法实现的图像变形,通过在 MLS
算法的代价函数中引入正则化惩罚项,通过惩罚项

限制缩小解的范围,使得病态方程得到唯一解.
图７(b)为基于Tikhonov正则化改进的 MLS图像

变形算法变形的图像.将每一幅变形后的图像特征

点坐标与参考图像的特征点坐标进行比较,设变形

后的图像特征点坐标和参考图像特征点坐标相同的

个数为a,根据η＝
a
６８×１００％

,求出图像变形准确

率η.从变形效果来看,与参考图像相比,变形后的

图像明显光滑且变形准确;原算法的变形准确率为

８３．４６％,改进后算法的变形准确率为９２．７％.本文

方法降低了方程求解的复杂度,解决了系数矩阵出

现的不可逆、解不稳定的问题.
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图４ 待变换图像

Fig敭４ Imagestobetransformed

图５ 本文改进的 MLS图像变形

Fig敭５ ImprovedMLSimagedistortioninthispaper

表１　三种方法的结果比较

Table１　Comparisonofresultsofthreemethods

Method
Singleimage
extractiontime

Way

Proposedmethod ０．０６s Fullautomation
MethodinRef．[５] ０．１４s ASM

MethodinRef．[６]
０．１s＋
manualtime

SemiＧautomation＋
manualtime

５　结　　论

利用Dlib库提取人脸６８个特征点,避免了手

动标点的麻烦,增加了特征点的个数.针对移动

最小二乘算法有时会形成病态方程组的缺点,提
出改进的移动最小二乘法,对病态矩阵正则化.

图６ 正则化曲线图

Fig敭６ Regularizedgraph

实验结果表明,本文算法的图像变形效果明显优

于未改进之前的算法.但是,本文算法在图像拉
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图７ 仿真实验结果对比图.(a)MLS算法实现图像变形;(b)本文改进后的 MLS算法实现图像变形

Fig敭７ Comparisonofsimulationresults敭 a MLSalgorithmforimagedeformation  b improvedMLSalgorithmfor
imagedeformationinthispaper

伸后有一些点没有分配到,在仿真实验中利用中

值滤波对这些黑点进行了填充,但是填充效果并

不是很好,在这一方面需要对改进的移动最小二

乘法进行改进.
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