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摘要　为实时准确地测量两平面之间的夹角值,根据射影变换原理,提出一种基于同心圆标志的空间平面夹角测

量的方法.首先拟合出获取的图像中同心圆标志对应的曲线方程;再依据交比不变及调和比原理,先计算多个消

隐点,拟合出同心圆所在平面的消隐线方程,以此确定两平面法线的消隐点;最后,结合已知的相机内部参数解算

出两法线间的夹角值,对其取补即可得到两平面间的夹角值.仿真结果说明该方法真实可行.真实图像实验表

明,该方法测量的绝对误差小于１°,相对误差不超过１％.该方法仅需已知相机内部参数,对同心圆标志尺寸及拍

照位置无特殊要求,具有较高的灵活性,能为夹角测量提供便捷高效的技术方案.
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Abstract　ThisstudyproposesamethodfortheaccurateandrealＧtimemeasurementoftheanglebetweentwoplanes
basedontheconcentriccirclemarkandtheprincipleofprojectivetransformation敭First thecurveequation
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calculatedaccordingtotheinvariantcrossandharmonicratios敭Thevanishinglineequationoftheplane wherethe
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planesisthesupplementaryangle敭Thesimulationresultsshowthatthemethodisfeasible敭Theactualimage
experimentsshowthattheabsoluteerrorislessthan１° whiletherelativeerrorislessthan１％敭Thismethod
requiresonlytheinternalparametersofthecameraandhasnospecialrequirementsforthesizeoftheconcentric
circlemarkandshootangle敭Moreover themethodhashighflexibilityandcanprovideaconvenientandefficient
schemeforthespaceanglemeasurement敭
Keywords　machinevision projectivetransformation vanishingline anglemeasurement
OCIScodes　１５０敭１１３５ ３５０敭６９８０ １２０敭１８８０

　　收稿日期:２０１９Ｇ０１Ｇ２５;修回日期:２０１９Ｇ０３Ｇ０８;录用日期:２０１９Ｇ０３Ｇ１１
基金项目:安徽省重点研究与开发计划(１８０４a０９０２０００９)、过程装备与控制工程四川省高校重点实验室开放基金

(GK２０１８１９、GK２０１７１４、GK２０１６１３)、安徽省仿真设计与现代制造工程技术研究中心开放研究项目(SGCZXYB１８０６)、安徽建

筑大学引进人才及博士启动基金(２０１８QD３８)

　 ∗EＧmail:hfutzm＠１６３．com

１　引　　言

角度是生产制造等各领域中的重要物理参量,
其测量技术广泛应用于精密制造系统中的高精度测

角[１Ｇ２]、三维轮廓检测系统中的旋转角测量[３]、木材

节点几何重构时纤维角的测量[４],以及卷烟包装盒

外形检测[５]等.因此,物体间夹角的实时准确测量

具有重要的应用价值.
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测角法分为接触式和非接触式两类,接触式测

角法由于测量速度快、操作繁琐等原因限制了其应

用.早期的非接触式测量是基于自准直仪技术的测

角法.自准直仪是一种光学仪器,通过比较目镜十

字线位置与经物体反射后的十字线图像间的关系来

得出角度值,该方法对被测物表面有镜面反光特性

要求,因而应用场合受限[６].后来,为测量空间大尺

寸异面角度,研究人员提出了基于线结构光传播特

性的视觉测量方法,该方法多用于大型平台的生产

制造,但该方法需要附加结构光投射设备[７].此外

还有拍摄带有标记的被测物图像的视觉测角法,如:
在机器人手臂末端贴上靶标,基于单目视觉求解机

器人的协同位姿,该方法精度较高,但计算过程复

杂[８];在平面粘贴带有圆心的圆形标志,测量平面间

的夹角,但这种方法依赖圆形标志的真实圆心[９].
为实现夹角的实时准确测量,摆脱以往方法过

分依赖标志自身属性的特点,并降低图像处理的复

杂度,本文提出一种基于同心圆标志的空间平面夹

角测量方法.首先通过拍照获取两平面上各组同心

圆标志图像,采用阈值分割法结合椭圆检测技术提

取椭圆像素点,以拟合曲线方程;然后依据射影变换

原理,得到同心圆标志所在平面上的消隐线方程,以
此找出两平面法线的消隐点,再结合已知的相机内

部参数,最终可计算出两平面间的夹角值.

２　空间平面夹角测量原理

２．１　同心圆标志的物像关系

假设空间中有一正圆曲线,拍照的相机一般采

用针孔成像模型[１０],成像模型可描述如下:各坐标

系中点以相应齐次坐标表示,即以(u,v,１)表示像

素坐标系中任意一点,以(X,Y,Z,１)表示世界坐标

系中任意一点.当相机拍摄时,正圆曲线上坐标为

(XC,YC,ZC,１)的点成像到图像中坐标为(uc,vc,

１)的点,两点之间的关系为
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式中:s为比例因子;K 为相机内部参数矩阵;R、T
分别为旋转和平移矩阵.

由于拍摄角度等原因,空间正圆曲线经成像模

型映射到二维图像平面中的像会变形为椭圆[１１Ｇ１２],
产生离心偏差[１３],椭圆中心不再是正圆 圆 心 像

点[１４].两组同心圆标志的像是４条椭圆曲线,其曲

线一般形式可假设为Aiu２＋Biv２＋Ciuv＋Diu＋
Eiv－１＝０,(i＝１,２,３,４).式中:Ai、Bi、Ci、Di、

Ei 为常数,其值可以用最小二乘法拟合像平面中的

椭圆曲线得到;u、v 分别表示椭圆曲线上点的横、纵
坐标;i表示第几条曲线.

２．２　消隐线计算原理

相机成像方式是一种射影变换,广泛应用于机

器视觉测量中[１５].交比是射影变换中的重要不变

量[１６],假设有一条直线l与空间中的同心圆C 的内

外圆相交于a、b、c、d 点,e是线段bc之间的一点,o
是直线l上异于以上５点的另一点,如图１(a)所示,
则交比表示为

lae,ldo( ) ＝
ladleo

ledlao
＝λ１

lbe,lco( ) ＝
lbcleo

leclbo
＝λ２
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式中:lae为图１(a)中点a 与e 的距离;其他类似;

λ１、λ２ 为交比值,随lae、ldo等值的变化而变化.
当空间同心圆C 经过针孔成像模型映射到图

像平面时,其像为一组中心相近的非同心椭圆C′;
同理直线l的像为l′,以上各点对应的像分别为a′、

b′、c′、d′、e′、o′,如图１(b)所示,则在图像坐标系下

交比表示为

la′e′,ld′o′( ) ＝
la′d′le′o′

le′d′la′o′
＝λ′１

lb′e′,lc′o′( ) ＝
lb′c′le′o′

le′c′lb′o′
＝λ′２
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, (３)

式中:la′e′表示图１(a)中点a′与e′的距离;其他类

似;λ′１、λ′２表示交比值,随la′e′、ld′o′ 等值的变化而

变化.
根据射影变换的交比不变性可知,λ１＝λ′１,λ２＝

λ′２.依据交比不变及调和比原理,当e是线段bc的

中点,也一定是线段ad 的中点时,各交比值为λ１＝
λ′１＝２,λ２＝λ′２＝２;此时,o被称为直线l上的无穷远

点,其像点o′即为消隐点.
由射影几何可知,空间中方向相同的直线有相

同的无穷远点,同一平面的多个无穷远点可组成无

穷远直线,其像即为消隐线,平面上有且只有一条消

隐线[９];在像平面上取N 条与标志像内外曲线相交

的直线可得到N 个消隐点,然后用最小二乘法拟合

出一条直线方程,即为消隐线.假设b′、c′、e′、o′在

图像坐标系下的坐标分别为(xb′,yb′)、(xc′,yc′)、
(xe′,ye′)、(xo′,yo′),则消隐点坐标可以通过以下公

式计算:

１５１５０４Ｇ２



激 光 与 光 电 子 学 进 展

图１ 物像关系示意图.(a)空间直线与标志交点;(b)直线像与标志像交点

Fig敭１ Diagramsofrelationshipbetweenobjectandimage敭 a Intersectionpointsofspacestraightlineandmarks 

 b intersectionpointsofstraightlineimageandmarkimages
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　　与标记出圆心的圆形标志相比,本文采用的同

心圆标志易于图像处理,只需识别出两条成像后的

同心圆曲线即可,无需识别圆心;与圆形标志依赖真

实圆心像点和曲线之间的关系得到消隐线不同,本
文用每条直线与内外圆４个交点间的交比关系求得

N 个消隐点拟合得到消隐线,解决了真实圆心像点

难以求取的问题.

２．３　夹角测量的几何原理

已知一平面上的消隐线为l′¥＝A¥u＋B¥v＋
C¥＝０,根据消隐点和直线性质,若已知消隐线上任

意一点(ur,vr),则其他任意消隐点(ud,vd)可表示为

[ud,vd,１]＝[ur,vr,１]＋k[B¥ ,－A¥ ,０],
(５)

式中:k为常数变量;B¥ 、A¥ 为消隐线方程里的系

数;C¥ 为常数.
已知两方向不同的直线的消隐点坐标和相机内

部参数K,根据相机成像模型可得两直线夹角[９],由
下式表示,假设消隐点坐标分别为(u１,v１,１)和

(u２,v２,１),
cosθ＝ s１ s２ [u１,v１,１]

K－TK－１[u２,v２,１]T, (６)
式中:θ为两直线夹角;s１、s２ 为两直线消隐点的比

例因子,参见(１)式;u、v 为消隐点的横、纵坐标;T
表示转置.

当θ＝０°,即θ为同方向直线间的夹角时,可得

如下关系,

sj sj [uj,vj,１]K－TK－１[uj,vj,１]T＝１,
(j＝１,２), (７)

式中:sj 为比例因子;uj、vj 为消隐点的横、纵坐标;

j表示第几个点.
当θ＝９０°,即θ为方向垂直的直线间的夹角时,若

存在一条直线l′l与消隐线l′¥ 垂直,则这条直线为消隐

线所在平面的法线,设l′l方向的消隐点为(ul,vl),可得

sl sd [ul,vl,１]K－TK－１[ud,vd,１]T＝０,
(８)

式中:sd、sl 为比例因子.
将(５)式代入(８)式,所得公式对于任意常数变

量k都成立,则
[ul,vl,１]K－TK－１[ur,vr,１]T＝０
[ul,vl,１]K－TK－１[B¥ ,－A¥ ,０]T＝０{ .

(９)

　　由式(９)可解出(ul,vl),将结果代入(７)式可得

与(ul,vl)对应的常数sl;同理,解算另一平面法线

方向消隐点和对应的常数,再利用(６)式解出两平面

法线间的夹角,然后进行取补即为两平面夹角.但

根据文献[９]所述,法线消隐点对应常数的符号无法

确定,解出的结果可能与真实值互补,因此需根据待

测平面的实际情况进行简单判断.

２．４　测量方案及步骤

本文方法无需知道标志的内外圆直径或其比

例,仅需标定出相机内部参数即可,整个步骤流程如

图２所示.
拍取图像时需事先在待测两平面上分别贴上同

心圆标志,无需标记出圆心;用已知内部参数的相机,
在保证可拍摄到标志的前提下,任意拍摄一张图像;
再对图像进行阈值分割,提取椭圆曲线的像素点,用
最小二乘法拟合曲线方程得到参数Ai、Bi、Ci、Di、

Ei;然后根据本文方法,取N 条直线进而拟合出消隐

线,结合(５)、(６)、(７)、(８)式解出各平面法线方向的

消隐点;再根据(６)式得到角度,结合被测两平面的实

际情况简单判断即可得到真实空间平面间的夹角.
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图２ 测量方案流程图

Fig敭２ Flowchartofmeasurementscheme

本文方法具有稳健性好、图像处理简单的特点,
且整个过程多为线性运算,计算过程较为简洁,对拍

照位置无特殊要求,灵活性高,因此可以实现在线实

时测量.

３　两平面夹角测量方法实验

本文以 MATLAB为平台进行实验,实验分为

仿真实验和真实图像实验.

３．１　仿真实验

进行仿真实验时,相机内部参数矩阵K 依据实

际标定出的拍照工具参数设定为

K＝
３１００．５ ０ ２０５３．１
０ ３０８７．７ １５５０．１
０ ０ １
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.

　　利用基于法向量空间圆曲线方程生成两组同心

圆,通过法向量之间的关系可以得到两组同心圆所

在平面的夹角,作为理论值.由于内外圆之间的关

系对测量精度有一定的影响[１７],因此内外半径应保

持适当距离.随机生成相机的旋转矩阵R 和平移

矩阵T;然后依据针孔成像模型,即(１)式,将空间两

组同心圆转换为像平面上的两组椭圆曲线.
准备工作完成后,拟合出４条椭圆曲线的方程

Aiu２＋Biv２＋Ciuv＋Diu＋Eiv－１＝０,(i＝１,２,３,

４),依据前文所述方法取N 条直线,结合(４)式,拟合

出两组椭圆所对应的平面的消隐线,然后利用(５)、
(６)、(７)、(８)式解算出夹角值,并与理论值进行对比.

第一次设置理论值为钝角,图３显示了仿真的

实际空间同心圆位置与其图像坐标系下对应的曲线

位置关系,以及计算出的部分消隐点.
旋转矩阵R 和平移矩阵T 等预先设置参数及

仿真结果如表１所示.

图３ 第一次仿真图.(a)待测物仿真图;(b)待测物上标志对应的像;(c)部分消隐点

Fig敭３ Firstsimulationdiagrams敭 a Simulatedobjectstobemeasured  b imagesofmarks
onobjecttobemeasured  c partialvanishingpoints

表１　第一次仿真实验数据

Table１　Dataoffirstsimulationexperiment

Normalvector Radius/pixel Rotationmatrix Translationmatrix Theoreticalvalue/(°)Simulationresult/(°)

[１ １ １]
[０ ０ １]

１０,７
０ －１ ０

－０．９９６ ０ ０．０８７
－０．０８７ ０ －０．９９６
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[－２０ －２０ ３５] １２５．２６４ ５４．７３６

Note:１０and７istheradiusofexcircleandinnercircle,respectively．
　　在此次仿真中,拟合消隐线过程选取的直线条

数N＝２０;经判断,两平面夹角是钝角,因此最终结

果为１８０°－５４．７３６°＝１２５．２６４°,与理论值一致.
第二次设置理论值为锐角,图４显示了仿真的

实际空间同心圆位置与其图像坐标系下对应的曲

线位置关系,以及计算出的部分消隐点;旋转矩阵

R 和平移矩阵T 等预先设置参数及仿真结果如表

２所示.
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图４ 第二次仿真图.(a)待测物仿真图;(b)待测物上标志对应的像;(c)部分消隐点

Fig敭４ Firstsimulationdiagrams敭 a Simulatedobjectstobemeasured  b Imagesofmarks
onobjecttobemeasured  c partialvanishingpoints

表２　第二次仿真实验数据

Table２　Dataofsecondsimulationexperiment

Normal
vector

Radius/

pixel
Rotation
matrix

Translation
matrix

Theoretical
value/(°)

Simulation
result/(°)

[１ １ －１/２]
[０ ０ １]

１６,８
０．０７５ －０．９９６ －０．０４４
－０．８６３ －０．０８７ ０．４９９
－０．５００ ０ －０．８６６

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

[－８０ －９０ １４０] ７０．５２９ １０９．４７１

Note:１０and７istheradiusofexcircleandinnercircle,respectively．
　　在此次仿真中,拟合消隐线过程选取的直线条

数N＝２０;经判断,两平面夹角是锐角,因此最终结

果为１８０°－１０９．４７１２°＝７０．５２２８°,与理论值一致.
仿真实验结果证明了本文方法的可行性.

３．２　真实图像实验

同心圆标志用 A４纸制作,虽不需要知道内外

圆半径值或其比例关系,但根据前文所述,为了保证

精度,适当设置外圆半径约为１cm,内圆半径约为

０．５cm.实验过程中将标志粘在待测平面上,如图

５(a)、(b)所示;图５(c)、(d)为对应图像提取到的同

心圆标志的椭圆曲线;拍照工具选择通用摄像工具,
其内部参数经过标定作为已知量,使用 MATLAB
标定工具标定得到其内部参数矩阵

K＝
３０８３．４ ０ ２０７５．４
０ ３０７０．３ １５５１．８
０ ０ １

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

.

　　实验共测量了６个不同的角度,保证了空间平

面夹角的一般性;两平面间的夹角先使用３００mm

图５ 实际拍摄图片.(a)(b)待测平面图像;(c)(d)待测平面上标志的像

Fig敭５ Picturestakenpractically敭 a  b Planeimagestobemeasured  c  d imagesofmarksonplanetobemeasured

１５１５０４Ｇ５
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数字式测量投影仪进行测量,此仪器角度测量分辨

率为０．０１°,测量结果可作为角度标准值进行对比.
然后使用内部参数已经标定出的通用摄像工具拍

照,最后用本文方法计算夹角值,结果如表３所示.
表３　实验结果

Table３　Experimentalresults

Numberof
experiments

Standard
value/(°)

Measured
value/(°)

Absolute
error/(°)

Relative
error/％

１ ６４．２５ ６３．８３ ０．４２ ０．６５８
２ ７９．４５ ７９．８４ ０．３９ ０．４８８
３ ９１．４５ ９１．７３ ０．２８ ０．３０５
４ １０４．０５ １０４．５９ ０．５４ ０．５１６
５ １１４．９０ １１４．３２ ０．５８ ０．５０７
６ １３８．７０ １３８．４２ ０．２８ ０．２０２

　　从实验测量结果可以看出,测量绝对误差小于

１°,相对误差小于１％,精度满足实际应用需求.本

文方法多为线性运算,计算速度快,可满足生产制造

等领域中夹角实时测量需求.经过分析,测量过程

误差产生的原因主要为:标志所在平面不平整,拍照

工具本身畸变和拍照获取图像的质量等,且本文采

用的拟合方法也会带来一定的误差.
总的来说,与接触式测量方法(如以三坐标测量

机为代表的空间平面测角法,其测量原理是通过测

得平面上多个点来拟合平面方程,以此得到平面法

线,进而得到两平面间的夹角值,测量精度较高,但
由于是接触式测量,对环境和操作要求较高)相比,
本文方法成本低,操作简便,算法简单,精度可以接

受,可用于导轨垂直度检测和机械臂空间精准定位

等场合.

４　结　　论

采用简单易识别的同心圆作为识别标志,图像

处理过程简便.根据射影变换原理,提出基于同心

圆标志的空间平面夹角测量方法.无需知道内外圆

半径或其比例关系,只需标定出相机内部参数矩阵,
对拍照位置无要求,灵活性高.实验结果表明,本文

方法简单可行,测量绝对误差小于１°,相对误差不

超过１％.总体满足生产制造等领域中夹角测量的

要求.
本文研究还存在一些不足之处,如拍摄图片中

标志曲线缺损,待测面之间的夹角过小,待测夹角表

面反光等复杂情况下的测量问题,同心圆标志内外

圆半径比例关系对测量结果的影响等.这些问题的

研究将在后续工作中展开,以进一步提高本文方法

的测量精度,并使其更好地适应复杂的检测条件.
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