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旋光效应对Bi１２SiO２０晶体中光动量及角动量的影响
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摘要　从 Maxwell方程组出发,将与旋光效应相关的二阶非线性电极化作为线性电极化的微扰项,并结合角谱表

示理论,以傍轴高斯光束作为入射光场,研究了光束在具有自然旋光性的Bi１２SiO２０晶体中的传播问题,并分别采用

Minkowski和Abraham两种形式的光动量,得出Bi１２SiO２０晶体中的光动量及角动量表达式.结果表明,旋光性的

存在使得晶体中的 Minkowski动量和Abraham动量的比值不再是晶体折射率的平方.采用 Minkowski角动量密

度形式,可以发现,光场与晶体之间的角动量会发生耦合,虽然光场自身的角动量不守恒,但光场和晶体的总角动

量守恒.
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１　引　　言

介质中光动量的正确形式持续争议了一个多世

纪,争议起源于 Minkowski[１]和Abraham[２].多数

理论研究表明,Abraham动量为介质中光子自身的

动量,对应于物质的动力学动量,而 Minkowski动

量对应于物质的正则动量[３Ｇ５].对于各向同性透明

介质,Minkowski动 量 与 介 质 折 射 率 成 正 比,而

Abraham动量与介质折射率成反比.近年来,光动

量问题被拓展到新的领域,人们开始研究电磁场在

各向异性介质以及介电响应更复杂的介质中的能

量、 动 量、 角 动 量、 辐 射 压 力 等 问 题.

Antonoyiannakis等[６]通过 Maxwell应力张量的面

积分来确定GaP小球组成的三维光子晶体中的光

力,发现光对相邻GaP小球产生的是吸引力还是排

斥力取决于光的频率.从经典 Maxwell方程组出
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发,Mansuripur[７]采用新形式的洛伦兹力研究介质

中的光动量,提出光动量为Abraham和 Minkowski
动量之和的平均,并将其推广应用于分析色散介

质[８]、磁性介质[９],以及具有亚波长结构介质中的光

动量问题[１０].在考虑色散和吸收的条件下,Kemp
等[１１]研究了电磁场在相对介电常数εr 和相对磁导

率μr 同时为负值的左手介质中的能量、动量、辐射

压力,发现电磁场的动量密度和能流密度在无吸收

的左手介质中方向相反,而在有吸收的左手介质中

方向可能相同也可能相反,其方向取决于电磁场的

频率.Feigel[１２]利用Blount和Nelson的经典场理

论方法来研究量子真空对磁电介质的作用,预言了

类似于Casimir力的现象.李东华等[１３]分析了透

明介质平板在高斯光束照射下的受力情况,由动量

守恒定理推导得出透明介质平板的受力表达式.此

外,Ciattoni等[１４Ｇ１５]采用角谱表示方法研究了光在

单轴晶体中传播时的角动量特性,将晶体中光的角

动量分为自旋角动量和轨道角动量[１６]两部分,发现

晶体中光场的自旋Ｇ轨道角动量会发生耦合,沿光轴

方向上晶体与光场的角动量各自守恒.之后,Lu
等[１７]将角谱表示方法推广应用于分析光在双轴晶

体中的角动量特性,发现在双轴晶体中光的自旋Ｇ轨
道角动量同样发生耦合,但不同于单轴晶体,双轴晶

体和光场之间角动量发生传递,因此晶体中光场自

身的角动量不守恒.
硅酸铋晶体Bi１２SiO２０(BSO)是一种各向同性

的自然旋光晶体,线偏振光在其间传播时偏振面

会发生旋转,该现象被称为旋光效应[１８],与电极

化率的空间色散相关[１９].已有文献采用不同理

论分析了光在旋光晶体中的传播[２０Ｇ２１],但目前为

止还没有相关文献研究旋光效应对光动量、角动

量的具体影响.本文从 Maxwell方程组出发,结
合平面波角谱表示方法[１４,１６,２２],采用三阶赝张量

κ(２)
jkl 描述晶体的旋光效应[２１,２３],分析了傍轴高斯

光束在BSO晶体中的传播行为,并就旋光性对晶

体中的光动量及角动量特性的影响进行了定量

分析.

２　理　　论

２．１　傍轴高斯光束在 BSO 晶体中的光电场和

光动量

从 Maxwell方程组出发,可以推导得出光在介

质中的传播方程为[１３,１７,２４]

Ñ２E(r)－ Ñ[ÑE(r)]＋k２０εE(r)＝
－μ０ω２P(２)(r), (１)

式中:ε 为相对介电张量;μ０ 为真空中磁导率;ω 为

光的圆频率;k０＝２π/λ 为真空中光波数,λ 为真空

中波长;E(r)为光电场矢量;P(２)(r)为二阶非线性

电极化强度;r 为介质空间中的位置矢量.本文只

考虑 与 旋 光 性 相 关 的 非 线 性 电 极 化 强 度[１９]

P(２)
j ＝２ε０κ(２)

jkl ÑlEk,其中ε０ 为真空中介电常数,Ñl

为梯度算符的l分量,Ek 为光电场矢量的k 分量.
与 旋 光 性 相 关 的 三 阶 赝 张 量[１９,２３] 为 κ(２)

jkl ＝

－
εjkmgml

２n０k０
,其中εjkm和gml分别为LeviＧCivita张量元

素和旋光张量元素[２５],n０ 为旋光介质的折射率.各

向同性的硅酸铋旋光晶体BSO的三阶赝张量κ(２)

可以表示为

κ(２)＝
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式中:g＝g１１＝g２２＝g３３,g１１、g２２、g３３为硅酸铋旋光

晶体的旋光张量g 的三个对角元.考虑一束光沿

着z轴传播,入射到BSO晶体中的情形.利用平面

波角谱表示方法可以将光电场表示为傅里叶积分的

形式[１７,２２],即

E(r⊥,z)＝∫d２k⊥exp(ik⊥r⊥)E~(k⊥,z),(３)

式中:r⊥ 为横向坐标矢量;k⊥ 为横向 波 矢 量;E~

(k⊥,z)为平面波的角谱.
将(３)式代入到传播方程(１)式当中,忽略反向

传播的光波影响,可以推导出

E~(k⊥,z)＝
c１
c３
c５
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式中:λ１、λ２ 分别代表BSO旋光晶体中两独立传播

的光波的纵向传播常数;c１~c６ 为相应平面波分量

的权重系数.
忽略与三阶赝张量元κ(２)

xyz有关的高阶小量,结

合傍轴近似可得λ１,２＝i α－k２⊥ ∓δ( ) ,其中参数

α＝k２０n２
０,δ＝k２０κ(２)

xyz,k⊥ 代表横向波矢量的大小(即
横向波数).(４)式中的c１~c６ 可以表示为
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λ１kx －２δky( )c１＋ λ１ky ＋２δkx( )c３
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式中:E~ ⊥(０)为初始入射平面z＝０处横向电矢

量的二维傅里叶变换;P１ 和P２ 为联系c１~c４ 系

数与E~ ⊥(０)的矩阵;kx 为横向波矢量的x 分量;

ky 为横向波矢量的y 分量.上述的P１ 和P２ 矩

阵为
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以左旋圆偏振傍轴高斯光束为入射光,初始光电场

为E⊥(r⊥,０)＝E０exp{－[r２/(２s)２]}e＋,其中E０

为高斯光束的初始电矢量振幅,s为光束的束腰半

径,e＋＝(１/２)(ex－iey)表示光束的偏振态为左

旋圆偏振,其中ex 为水平线偏振态的单位矢量,ey

为竖直线偏振态的单位矢量.对初始光电场作傅里

叶变换,可得初始条件 E~ ⊥ (０)＝[E０s２/(２π)]

exp[－(k２⊥s２/２)]e＋.在坐标表象中,横向坐标矢

量为r⊥＝r⊥(cosφex＋sinφey),其中φ 为横向坐

标矢量r⊥与x 轴的夹角;在动量表象中,横向波矢

为k⊥＝k⊥(cosθex＋sinθey)[２６],其中θ 为横向波

矢量k⊥与x 轴的夹角.进一步可推导得傍轴高斯

光束在BSO旋光晶体中的光电场为

E＋ (r,φ,z)＝
E０s２

s(２)(z)expik０n０z( )
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式中:E＋为电矢量的左旋圆偏振分量;E－为电矢量

的右旋圆偏振分量;Ez为电矢量的z分量;r为旋光

晶体中某点的极坐标;z 为光在旋光晶体中的传播

距离;参数α＝k２０n２
０;s(２)(z)＝s２＋iz/α为随传播

距离z变化的光场束腰半径的平方;σ＝κ(２)
xyzk２０z 描

述了晶体的旋光性对光波纵向传播常数的影响.若

忽略BSO晶体旋光性的影响,可令描述旋光性强弱

的三阶赝张量元κ(２)
xyz＝０,即σ＝０,则E－(r,φ,z)＝

０,左旋圆偏振高斯光束在晶体中传播时仍然只有左

旋圆偏振分量;若考虑BSO晶体的旋光性对二阶非

线性电极化的微扰作用,则由于κ(２)
xyz≠０,E－(r,φ,

z)≠０,此时晶体中出现了E－ 右旋圆偏振分量,且
从(９)式可以看出E－分量携带２h－(h－ 为约化普朗克

常量)的轨道角动量,说明晶体中光场的自旋Ｇ轨道

角动量发生了耦合.从(８)~(１０)式可以看出,左旋

圆偏振傍轴高斯光束在BSO晶体中的传播特性和

在锗酸铋磁光晶体(BGO晶体)中的传播特性非常

类似[２４].
本文以波长λ＝０．６３３μm的光为入射光,光束

束腰半径设为s＝１μm,BSO晶体[２７]的折射率为

n０＝２．５４,晶 体 的 三 阶 赝 张 量 元 κ(２)
xyz ＝

－３．８９７×１０－１２m/V.图１为BSO晶体中光电场

的振幅和相位分布.从图１(c２)、(c３)的相位图中

可以看 出,E－、Ez 分 量 分 别 携 带２h－、h－ 的 轨 道

角动量.
在推导出BSO晶体中光电场的基础上,可以研

究晶体的旋光性对晶体中光动量的影响.分别采用

Minkowski光动量密度gM＝D×B 和Abraham光

动量密度gA＝
１
c２E×H 两种形式,其中c为真空中

光速,D 为电位移矢量,B 为磁感应强度矢量,E 为

电场强度矢量,H 为磁场强度矢量.BSO晶体中电

位移矢量元为 Dμ＝εμαEα＋P(２)
μ ,磁感应强度为

Bj＝－
i
ωεjkl∂kEl,磁场强度为 Hj＝－

i
μ０ωεjkl∂kEl,

其中εμα为晶体的介电张量元,Eα 为光电矢量的α
分量,P(２)

μ 为二阶非线性电极化强度的μ 分量,∂k

为对坐标xk 分量的偏微分,El 为光电矢量的l分

量.结合前面推导出的BSO晶体中的光电场(８)~
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图１ BSO晶体中光电场的振幅和相位分布.(a１Ｇa３)在z＝０μm平面上E＋、E－和Ez 的振幅分布;(b１Ｇb３)在z＝３０００μm
平面上E＋、E－和Ez 的振幅分布;(c１Ｇc３)在z＝３０００μm平面上E＋、E－和Ez 的相位分布

Fig敭１PlotsofamplitudesandphasesofelectricfieldinBSOcrystals敭 a１ Ｇ a３ AmplitudesofE＋ E－ andEzonplane

ofz＝０μm  b１ Ｇ b３ amplitudesofE＋ E－ andEzonplaneofz＝３０００μm  c１ Ｇ c３ phasesofE＋ E－ 

　　　　　　　　　　　　　　　　　andEzonplaneofz＝３０００μm

(１０)式,可得

gA
j ＝－

ε０
２ωImεjklEkεlmn(∂mEn)∗[ ] , (１１)

gM
j ＝n２

０gA
j ＋Δgj, (１２)

Δgj ＝
ε０
ωκ

(２)
xyzεjklImεkmn ∂mEn( )εlpq(∂pEq)∗[ ] .

(１３)
式中:gA

j 、gM
j 为代表 Abraham和 Minkowski动量

密度的j分量;Δgj 为与旋光性相关的动量密度的

j分量;Ek、Eq 分别为光电矢量的k、q 分量,εlmn、

εlmn及εlpq均为LeviＧCivita张量元素.
若忽略BSO晶体旋光性的影响,令κ(２)

xyz＝０,
由(１１)~(１３)可知,晶体中两种形式的动量密度

之间满 足gM＝n２０gA,即 Minkowski动 量 密 度 与

Abraham动量密度的比值为晶体折射率n０ 的平

方;若将BSO晶体的旋光性视为二阶非线性电极

化的微扰,由于κ(２)
xyz≠０,则 Minkowski动量密度中

增加了一项与旋光性相关的动量密度Δg,该项的

出现 使 gM ≠n２０gA.由 于 BSO 晶 体 的 旋 光 性

(κ(２)
xyz≠０)会影响到晶体中的光电场,因此旋光性

对Abraham动量密度和 Minkowski动量密度均有

影 响. 图 ２ 给 出 了 Abraham 动 量 密 度 和

Minkowski动量密度及 Δgj 在z＝３０００μm面上

的分 布.值 得 注 意 的 是,Abraham 动 量 密 度 和

Minkowski动量密度的横向分量,即gA
x、gA

y、gM
x 、

gM
y 的积分值为零,纵向分量gA

z 和gM
z 的体积分即

为 BSO 晶 体 中 的 总 光 动 量,Abraham 动 量

PA
z＝∫V

g A
zdV,Minkowski动量PM

z ＝∫V
g M

zdV,总

动量沿传播方向z 轴正方向,V 为晶体体积.Δgj

的横向分量Δgx 和Δgy 的积分结果也均为零,纵

向分量Δgz 的积分记为ΔPz＝∫VΔgzdV.旋光效

应的存在导致 Minkowski动量PM
z 和Abraham动

量PA
z 的比值不再是晶体折射率n０ 的平方,而是满

足PM
z＝n２

０PA
z＋ΔPz.

２．２　傍轴高斯光束在BSO晶体中的角动量

在已推导出BSO晶体中光动量的基础上,可以研

究光在BSO晶体中的角动量特性.将位置矢量r叉乘

动量密度矢量可以得到相应的角动量密度矢量[２８],即

jM ＝r×(D×B), (１４)

jA＝
１
c２

r×(E×H), (１５)
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图２ 动量密度gA
j 、gM

j 及Δgj 在z＝３０００μm面上的分布.

(a１Ｇa３)Abraham动量密度gA
j ;(b１Ｇb３)Minkowski动量密度gM

j ;(c１Ｇc３)Δgj

Fig敭２ PlotsofmomentumdensitygA
j gM

j  andΔgjonplaneofz＝３０００μm敭 a１ Ｇ a３ Abraham

momentumdensitygA
j  b１ Ｇ b３ MinkowskimomentumdensitygM

j   c１ Ｇ c３ Δgj

式 中:jM 为 Minkowski 角 动 量 密 度;jA 为

Abraham角动量密度.将 Minkowski和Abraham
动量密度代入(１４)式和(１５)式,即可得高斯光束在

BSO晶体中的角动量密度.
从 Maxwell方程组出发可以推导得出[１５]

d
dt∫V

r×(D×B)dV＝

∫V
r× E ÑD－D× Ñ×E( )dV＋

∫V
r× H ÑB－B× Ñ×H( )dV, (１６)

E ÑD－D× Ñ×E＋H ÑB－
B× Ñ×H ＝ÑT, (１７)

式中:t为时间;T 为介质中电磁场动量流密度张

量.本文采用 Maxwell和赫维赛德(Heaviside)提

出的不对称形式TM
ij＝EiDj－

１
２

(ED)δij＋HiBj

－
１
２

(HB)δij,其中Ei 为光电矢量i分量,Dj 为

电位移矢量j分量,Hi 为磁场强度矢量i分量,Bj

为磁感应强度矢量j 分量,δij为克罗内克函数.将

(１６)式改写为[１５,１７]

dLf

dt ＝∫Σ
FndS＋∫V

gdV, (１８)

式中:S 为包围体积V 的表面;n＝nxex＋nyey＋
nzez 为垂直表面S 向外指出的单位矢量,其中ex、

ey、ez 为沿坐标轴的三个单位矢量,(nx,ny,nz)为

n 的方向余弦;Lf＝∫Vr×(D×B)dV 为体积V 内

Minkowski形式的电磁场总角动量;F 为角动量流

密度张量.当对g 的体积分为零时,(１８)式为角动

量流的连续性方程.可以推导得BSO晶体中

gj ＝－ε０κ(２)
xyzεjklReEkεlmn(∂mEn)∗[ ] . (１９)

图３给出了两种形式的角动量密度jA 和jM 及g
在z＝３０００μm面上的分布.两种角动量密度的横

向分量jA
x、jA

y、jM
x 、jM

y 的积分结果均为０,因此总角

动量也是沿传播方向z 轴正方向.同样地,g 的横

向分量gx、gy 的积分也均为零.
将BSO晶体的厚度记为Z,晶体的出射端面可

以分为z＝Z－和z＝Z＋内外两面,(１８)式对时间求

平均可以改写为[１７]

‹dLfz

dt
›＝Φ(０＋)－Φ(Z－)＋∫V

‹gz›dV,(２０)

式 中:０＋代表位于晶体内侧的入射端面;Z－代表位
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图３ 角动量密度j及g 的各个分量在z＝３０００μm平面上的分布.(a１)Ｇ(a３)Abraham角动量密度

jA 的各个分量;(b１)Ｇ(b３)Minkowski角动量密度jM 的各个分量;(c１)Ｇ(c３)g 的各个分量

Fig敭３Plotsofcomponentsofangularmomentumdensityjandgonplaneofz＝３０００μm敭 a１ Ｇ a３ Componentsof
AbrahamangularmomentumdensityjA  b１ Ｇ b３ componentsofMinkowskiangularmomentumdensityjM 

　　　　　　　　　　　　　　　　　 c１ Ｇ c３ componentsofg

于晶体内侧的出射端面;Φ(z)＝－∫S‹Fzz(r⊥,z,t)›

dS表示对时间求平均后流过任意z平面的角动量流,
角动量流在晶体出射端的内外表面上是连续的,即Φ
(Z－)＝Φ(Z＋)＝Φ(z),其中Fzz(r⊥,z,t)为角动量流

密度张量元.对时间求平均得‹dLfz
dt

›＝０,即光场和晶

体的总角动量守恒.对gz 的积分∫V
‹gz›dV≠０,说明

傍轴高斯光场与BSO晶体之间的角动量发生耦合,Jc

(z)＝－∫V‹gz›dV 为光场传递给BSO晶体的角动量,

因此,光场自身的角动量并不守恒.

３　结　　论

基于Bi１２SiO２０晶体研究了高斯光束在旋光晶

体中的旋光现象.采用角谱理论推导得出左旋圆偏

振傍轴高斯光束在晶体中的光电场表达式;在此基

础上,采用 Minkowski和 Abraham 两种动量形式

研究了旋光效应的存在对BSO晶体中光动量和角

动量的影响.考虑旋光性后的 Minkowski动量中

包含一项与三阶赝张量κ(２)
jkl 相联系的动量ΔPz,该

项的存在使得 Minkowski动量PM
z 和Abraham动

量PA
z 的比值不再是晶体折射率n０ 的平方,而是满

足PM
z ＝n２

０PA
z＋ΔPz 这一关系式.采用 Maxwell

和 赫 维 赛 德 提 出 的 电 磁 场 动 量 流 密 度 张 量 和

Minkowski形式的动量,分析了BSO晶体中的角动

量流,发现光场和BSO晶体的总角动量守恒,但光

场与BSO晶体之间角动量发生耦合,Jc(z)＝－∫V

‹gz›dV 为光场传递给晶体的角动量.
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