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氢原子在少周期强激光场中阈上电离的干涉效应
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摘要　利用强场近似结合时间窗函数的方法,计算了氢原子在少周期强激光场中阈上电离的二维动量谱,并与利

用CoulombＧVolkov近似结合时间窗函数计算的结果进行了比较.发现在长程库仑势作用下,周期内干涉及周期

间干涉的共同作用形成了二维动量谱中的扇形结构条纹.通过求解含时薛定谔方程方法,计算了氢原子在不同脉

宽下的二维动量谱,发现二维动量谱中除了周期内干涉和周期间干涉条纹,还出现了一些特殊的条纹结构.研究

结果表明,该结构是由再散射电子波包形成的.
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１　引　　言

原子阈上电离(ATI)是强激光场与物质相互作

用的一个基本过程[１Ｇ３],在过去的二三十年,实验和

理论上都有大量的研究.在理论上,数值求解含时

薛定谔方程(TDSE)是最为精确的方法,但是由于

该方法需要耗费大量的计算,目前只能够精确求解

少电子原子系统,对于多电子系统需要采取一些近

似,比如单电子近似.因此产生了许多相对简单的

近似模型,其中强场近似(SFA)模型就是一个典型

代表.SFA方法仅考虑电子从基态到连续态的跃

迁,忽略了中间的束缚态,同时在电子电离之后忽略

了长程库仑势的作用,采用SFA方法在一定程度上

能够简单有效地对阈上电离现象进行描述和分析.
电子波包干涉在阈上电离理论中有着广泛的应

用[４Ｇ６].Arbó等[７Ｇ９]利用基于SFA的鞍点近似方法

对电子波包干涉进行了深入研究,末态动量相同的

电子波包会发生干涉,其中电子电离间隔在一个周
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期内的干涉(周期内干涉)和电离间隔在一个周期之

外的干涉(周期间干涉)有着明显的不同,这两种干

涉条纹相互作用的结果形成光电子二维动量谱的典

型特征.
近年来越来越多的实验现象表明,长程库仑势

在阈上电离中具有非常重要的作用[１０Ｇ１２],例如阈上

电离能谱中的低能结构以及二维动量谱中的扇形结

构条纹都与长程库仑势有关.为了能够更进一步说

明长程库仑势对电子波包干涉的影响,本文在SFA
基础上结合时间窗函数,得到了氢原子单电离的周

期内干涉和周期间干涉图像,与 Arbó等利用鞍点

近似方法得到的结果一致.对SFA进行了库仑势

修正,得到了CoulombＧVolkov近似(CVA)模型,利
用CVA结合时间窗函数方法模拟出了电子波包干

涉图像,对比分析SFA结果,分析了库仑势效应对

电子波包干涉的影响.采用数值求解 TDSE方法

与SFA及CVA方法进行比较,进一步说明了库仑

势效应在强场光电离中的重要性,并且发现长程库

仑势对再散射电子影响也很大.

２　基本方法

在单电子近似下,强场中电子的波函数ψ 通过

求解含时薛定谔方程得到,含时薛定谔方程表达

式为

i∂∂tψ
(r,t)＝ －

１
２▽

２＋V(r)＋Hi(t)é

ë
êê

ù

û
úúψ(r,t),

(１)

式中:对 于 氢 原 子 V (r)＝ －
１
r

为 纯 库 仑 势;

Hi(t)＝rE(t)为长度规范下原子与激光场E(t)
的相互作用势;r表示电子的位矢;r为位矢的大小;

t为时间.
考虑线性极化(沿Z 轴)激光场,电场E(t)可

以表示为

E(t)＝E０a(t)cos(ωt＋ϕ)z, (２)
式中:ω 为角频率;ϕ 为载波相位(CEP);E０ 为电场

振幅;z为Z 轴方向的单位矢量.a(t)为包络函数,

形式如下[１３]

a(t)＝cos２
πt
τ

æ

è
ç

ö

ø
÷ , (３)

式中:τ为总的脉冲持续时间,－
τ
２≤t≤

τ
２

.定义

脉冲宽度为半峰全宽Γ,它与总脉冲持续时间的关

系为Γ＝τ/２．７５.
末态动量为p 的自由态电子,其二维动量分布

满足

∂２P
∂pz∂p⊥

＝ f(p)２２πpsinθ, (４)

式中:P 为电离概率;f(p)表示电子从基态跃迁到

动量为p 的末态的电离振幅;p 为p 的大小;p⊥＝

p２
x＋p２

y ,px、py 及pz 分别为动量p 在３个轴向

的分量;θ 为激光场极化方向与探测到电子方向的

夹角.

２．１　SFA方法

对于SFA方法,电子的电离振幅为[１４]

f(p)＝f１(p)＋f２(p), (５)
式中:f１(p)和f２(p)分别表示一阶及二阶电离振

幅.其中 第 一 项 表 示 直 接 电 离 部 分,即 标 准 的

SFA,表达式为

f１(p)＝－i∫
¥

－¥
dt‹χp(t)|Hi(t)ψ０(t)›,(６)

式中:χp(t)和ψ０(t)分别表示电离态和基态.SFA
模型中,电离态χp(t)用Volkov态表示,即

χp(r,t)＝
１
２π３/２

exp[iqr－iSp(t)], (７)

式中:q(t)＝p＋A(t)为正则动量;A(t)为电场矢量

势;Sp(t)为经典作用量,可写作

Sp(t)＝
１
２∫

t

－¥
dt′[p＋A(t′)]２. (８)

　　对于氢原子,基态为

ψ０(r,t)＝２exp(－r)Y００(r̂), (９)

式中:Y００(r̂)为球谐函数;r̂为r对应的角坐标.
对空间部分积分之后,电离振幅为

f１(p)＝－
８２
π∫

¥

－¥
dtexp[iSp(t)]exp(iIpt)×

E(t)q(t)
[１＋q２(t)]３{ } , (１０)

式中:Ip 为原子电离能,对于氢原子,Ip＝０．５.
与电子再散射有关的电离振幅为[１５]

f２(p)＝－∫
¥

－¥
dt∫

¥

t
dt′‹χp(t′)|V∫dk|χk(t′)›‹χk(t)|Hi(t)|ψ０(t)›, (１１)
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式中:|χk(t)›表示动量为k 的Volkov态;k 表示中间态的动量;V 为电子与母核的再散射作用势.(１１)式
说明在激光场作用下,电子在t′时刻电离,在t时刻与母核发生再散射.对空间部分积分后,有

f２(k)＝－i∫
¥

－¥
dt∫

t

－¥
dt′ ２π

i(t－t′)
é

ë
êê

ù

û
úú

３/２

×exp{－i[SkS
(t)－Sp(t)]}exp[iSkS

(t′)]exp(iIpt′)×

４２
π３

１
α２＋(kS －p)２

E(t′)[kS ＋A(t′)]
{１＋[kS＋A(t′)]２}３

, (１２)

式中:kS 为鞍点动量,积分过程中对动量k 采用了

鞍点近似;SkS
(t)表示kS 对应的经典作用量;A(t′)

为t′时刻对应的矢量势;α 是为了避免积分发散引

入的量,本文取α＝１.本文计算过程中提到的SFA
均为标准的SFA,即直接电离部分.

２．２　CVA方法

CVA未考虑电子的再散射情况,它在SFA的

基础上,考虑了在激光场作用下电离电子受到母核

的库仑势,因此电子从基态到连续态的跃迁振幅为

f(p)＝－i∫
¥

－¥
dt‹ψp(t)|Hi(t)ψ０(t)›,(１３)

式中:|ψ０(t)›为原子基态,对于氢原子仍采用(５)式的

形式;|ψp(t)›为CoulombＧVolkov态,其表达式为[１６Ｇ１７]

ψp(r,t)＝χp(r,t)cp(r), (１４)
式中:cp(r)为库仑态,表达式为

cp(r)＝exp
π
２p
æ

è
ç

ö

ø
÷Γ１＋

i
p

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
F１×

[－i/p;１;－i(pr＋pr)], (１５)
式中:１F１ 为合流超几何函数;Γ 为伽马函数;p 为

动量p 的大小.

２．３　TDSE方法

随时间演化的波函数ψ(r,t)可表示为

ψ(r,t)＝∑
nl
Cnl(t)Rnl(r)Ylm(r̂), (１６)

式中:Cnl(t)通过分裂算符方法得到;Rnl(r)Ylm (r̂)
为无外场时原子哈密顿量的本征函数;Rnl(r)和

Ylm(r̂)分别为径向波函数和球谐函数;n、l、m 分别

表示主量子数、轨道量子数和磁量子数,可由勒让德

多项式为基函数的分离变量表象法展开得到.
电离振幅通过投影方法得到,表达式为

f(p)＝‹Φ－
p|ψ(t＝τ/２)›, (１７)

式中:Φ－
p 表示动量为p 的连续态,满足

－
１
２▽

２＋V(r)é

ë
êê

ù

û
úúΦ－

p ＝
p２

２Φ－
p. (１８)

３　结果与讨论

本文采用SFA(标准的SFA,不包含再散射情

况)及CVA方法研究电子波包干涉及库仑势效应,
并引入时间窗函数[１８].时间窗函数可定义为

W(ti)＝
１, t－ti ＜Δt
０, t－ti ＞Δt{ , (１９)

式中:ti 为时间窗的中心;i为时间窗的编号;Δt＝
０．０１T 为时间窗的宽度;T 为电场的周期.考虑时

间窗函数之后,电场可以表示为

E~(t)＝E(t)∑
n

i＝１
W(ti), (２０)

式中:n为时间窗的个数,本文中n的最大取值为３.
图１给出了模拟计算所用激光场的电场及矢势,

在最大峰值处进行了归一化,脉宽为５fs,A、B、C为

时间窗,CEP为载波相位.A窗和B窗或C窗电离的

电子具有相同的末态动量,不同的时间相位,其电子

波包会发生周期内干涉;B窗和C窗电离的电子波包

会发生周期间干涉;３个时间窗都打开时,得到的是

周期内干涉和周期间干涉共同作用的结果.

图１ 当I＝３．０×１０１４ Wcm－２,λ＝８００nm,CEP＝０,

Γ＝５fs时激光场的电场及矢势

Fig敭１Electricfieldandvectorpotentialoflaserfield

whenI＝３敭０×１０１４ Wcm－２ λ＝８００nm CEP＝

　　　　　　０ andΓ＝５fs

SFA方法结合时间窗函数,其电离振幅可以表

示成

f
~
１(p)＝

－
８２
π∫

¥

－¥
dtexp[iSp(t)]exp(iIpt)×

E~(t)q(t)
[１＋q２(t)]３ ≈

－
８２
π ∑

n

i＝１
exp[iSp(t)]exp(iIpti)×

E(ti)q(ti)
[１＋q２(ti)]３

,

(２１)
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式中:E(ti)为第i个时间窗电场的平均值.按照

此方法,采用与图１相同的激光参数,得到的二维

光电子动量谱如图２所示.打开A和C两个时间

窗,得到的２D动量谱干涉图为图２(a);打开 A和

B两个时间窗,得到的电子波包干涉图像为图２
(b).由于电子波包干涉时的运动方向以及位置

不同,得到了两种周期内干涉图像.打开B窗和C
窗,得到的干涉图像为图２(c),即周期间干涉图

像,图中的环状结构为 ATI峰.A、B和C三个时

间窗都打开时,得到的干涉图像为图２(d),说明周

期内干涉和周期间干涉共同作用形成了２D动量

谱的主要特征.

图２ SFA方法得到的氢原子二维动量谱.(a)A窗和B窗;(b)A窗和C窗;(c)B窗和C窗;(d)A窗、B窗和C窗

Fig敭２ ２DmomentumspectraofHatomwithSFAmethod敭 a AwindowandCwindow  b AwindowandBwindow 

 c BwindowandCwindow  d Awindow Bwindow andCwindow

　　为了更清楚地说明库仑势的作用,CVA 结合时

间窗函数得到的二维动量谱如图３所示.由于CVA
方法考虑了长程库仑势,所以周期内干涉及周期间干

涉图像在低能部分(pz ＜０．４且 p⊥ ＜０．４的区

域)的干涉条纹均出现了扭曲,同时干涉条纹向低能

方向移动.除此之外,图３(a)或３(b)及图３(c)在阈

值附近出现了径向条纹,共同形成了图３(d)中的扇

状条纹,在图２(d)相应位置处为垂直条纹,这充分说

明二维动量谱中的扇形结构是在长程库仑势作用下,
周期内干涉和周期间干涉共同作用形成的.

图３ CVA方法得到的氢原子二维动量谱.(a)A窗和B窗;(b)A窗和C窗;(c)B窗和C窗;(d)A窗、B窗和C窗

Fig敭３ ２DmomentumspectraofHatomwithCVAmethod敭 a AwindowandCwindow  b AwindowandBwindow 

 c BwindowandCwindow  d Awindow Bwindow andCwindow

　　图４是图３对应的光电子能量谱.图４(a)为
周期内干涉能谱,能谱中随着光电子能量增加,峰与

峰的间隔逐渐增大;图４(b)为周期间干涉能谱,能
谱中峰与峰的间隔相等,即ATI峰;图４(c)是周期

间干涉和周期内干涉共同作用形成的能谱,可以明

显地看到光电子能谱仍然保持ATI特征,但是谱线

整体受到了周期内干涉的调制.
图５比 较 了 不 考 虑 时 间 窗 的 情 况 下,采 用

SFA１、CVA及TDSE方法计算得到的氢原子的二

维动量谱,激光参数与图１相同.３种方法得到的

二维动量谱在整体结构上非常相似,都可以看到明

显的周期内干涉条纹和周期间干涉条纹,这两种干
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图４ CVA方法得到的光电子能量谱.(a)周期内干涉;
(b)周期间干涉;(c)周期内干涉和周期间干涉共同作用

Fig敭４ PhotoelectronenergyspectrawithCVAmethod敭

 a Intracycle interference  b intercycle
interference  c combinedactionofintercycle
andintracycleinterferences

涉形成了ATI谱的主要特征,但是在细节处存在着

明显的差异.SFA方法未考虑长程库仑势效应,在
阈值附近产生垂直条纹,CVA及 TDSE方法得到

的是扇形的径向条纹,考虑了库仑势修正的CVA
方法也未能够完全重复出 TDSE的扇形结构.一

些研究认为这是由于阈值附近的扇形结构不仅与库

仑势作用下的直接电离有关,同时与电子跟母核的

再散射有关;此外,由于库仑势作用,３种方法得到

的周期内干涉条纹位置有明显的偏移,这种现象在

图６ 给 出 的 能 量 谱 中 能 够 更 直 观 地 看 到.
图６(a)~(c)分别为TDSE、CVA和SFA模拟计算

的光电子能量谱,图中的箭头标记处为周期内干涉

产生的峰,由于库仑势作用,TDSE和CVA对应的

峰均向低能方向移动,其中TDSE移动较为明显.
为了说明周期内干涉和周期间干涉随激光脉宽

增加产生的变化,图７计算了氢原子在２T,４T 和

８T(对应的半峰全宽分别为１．９fs,３．８fs,７．６fs)脉
冲下的二维动量谱.在２T 激光脉冲作用下得到的

二维动量谱为图７(a),pz＜０的区域能看到明显的

周期内干涉条纹,pz＞０的区域几乎看不到周期内

干涉条纹,取而代之的是在整个pz＞０区域出现的

图５ H原子二维光电子动量谱.
(a)SFA;(b)CVA;(c)TDSE

Fig敭５ ２DphotoelectronmomentumspectraofHatom敭

 a SFA  b CVA  c TDSE

图６ H原子的光电子能量谱.
(a)SFA;(b)CVA;(c)TDSE

Fig敭６ PhotoelectronenergyspectraofHatom敭

 a SFA  b CVA  c TDSE

径向条纹.图７(b)为４T 对应的动量谱,图中周期

内干涉和周期间干涉均能明显地观察到条纹,除此

之外,pz＞０．５的区域出现了和图７(a)类似的条纹,
但是在周期内干涉作用下不是很清楚.图７(c)为
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图７ 当I＝３．０×１０１４ Wcm－２,λ＝８００nm,CEP＝０时

基于 TDSE 的 H 原 子 二 维 光 电 子 动 量 谱.

　　　　　(a)２T;(b)４T;(c)８T
Fig敭７ ２Dphotoelectron momentumspectraofHatom

basedonTDSEwhenI＝３敭０×１０１４ Wcm－２ λ＝
８００nm andCEP＝０敭 a ２T  b ４T  c ８T

８T 对应的动量谱,周期内干涉条纹逐渐模糊,pz＞
０．５区域的条纹非常明显,０＜pz＜０．５的区域由于

周期间干涉作用,没有重复出图７(a)的图像.
为了说明在图７中出现的条纹结构,图８(a)用

SFA模拟了图７(a)的结果,pz＜０的区域基本一

致,但是pz＞０区域出现的是和pz＜０区域对称的

周期内干涉条纹.图８(b)是CVA计算的动量谱,
在阈值附近受库仑势作用周期内干涉条纹出现扭

曲,但仍未出现图８(a)的径向结构.由于SFA和

CVA未包含电子再散射情况,图８(c)给出了SFA２
模拟的动量谱,在pz＞０．５区域出现了和图７(a)一
致的条纹结构,说明该条纹结构是再散射电子波包

引起的,所以在图７(b)和图７(c)中均能看到,
图８(c)在０＜pz＜０．５区域为垂直条纹,而图７(a)
由于受到库仑势产生了径向条纹.

４　结　　论

对比分析了SFA结合时间窗函数以及CVA
结合窗函数模拟计算得到的氢原子电子波包周期内

干涉及周期间干涉图像,发现长程库仑势作用下,周
期内干涉条纹和周期间干涉条纹整体向阈值方向移

动,在阈值附近受库仑势影响最为明显.此外,利用

TDSE方法求解了不同脉宽下的二维光电子动量

谱,发现动量谱中除了周期内干涉条纹和周期间干

图８ H原子二维光电子动量谱.
(a)SFA;(b)CVA;(c)SFA２

Fig敭８ ２DphotoelectronmomentumspectraofHatom敭

 a SFA  b CVA  c SFA２

涉条纹之外,存在另外一种径向条纹结构,正是这种

条纹的出现使得周期内干涉图像变得模糊.通过

SFA２的计算重现出了该结构,证实了该径向条纹

是由 再 散 射 电 子 波 包 形 成 的 结 论,但 遗 憾 的 是

SFA＋SFA２未能重现出这种径向条纹,这说明

SFA模型中低估了再散射电子的贡献,SFA模型还

有待进一步改进.
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