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T型结构腔Ｇ光纤系统中的几何量子失谐
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摘要　考虑了每个腔囚禁一个二能级原子,腔与腔之间通过光纤连接,且原子与腔发生共振相互作用的情况,利用

几何量子失谐(GQD)研究了两子系统间的量子关联,分析了T型结构耦合腔系统中两原子间和两腔间的GQD.

采用数值计算方法,讨论了原子与腔场以及腔与光纤间的耦合强度对GQD的影响.研究结果表明,随着原子与腔

间的耦合系数的增大,原子间的 GQD减弱,但腔间的 GQD增强;随着光纤与腔间的耦合强度的增大,原子间的

GQD增强,腔间的GQD却减弱.
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１　引　　言

量子纠缠是量子力学最显著的特征之一,被广

泛应用于量子信息科学的各个领域,如量子态传送、
量子密钥分配和量子计算等[１Ｇ３].随着量子纠缠研

究的发展[４Ｇ６],研究者们发现它仅是量子关联度量方

式之一.一些纠缠度为零的分离态,仍然存在非纠

缠的量子关联.这种量子关联同样可应用于量子信

息处理和量子计算.Ollivier等[７]首次提出了度量

量子关联的物理量,即量子失谐.研究者们对量子

失谐已开展了大量的研究[８Ｇ１８].例如,Wang等[８]探

讨了非马尔科夫效应对量子失谐的影响.Liu等[９]

讨论了耦合腔系统中的量子失谐.胡要花等[１０]研

究了强度相关耦合双JaynesＧCummings模型中的

量子失谐,讨论了热平均光子数和原子运动等对量

子失谐的影响.实验上,Lanyon等[１１]实现了基于

量子失谐的量子计算.这些研究表明,量子失谐是

一个比量子纠缠更为广泛和基本的物理概念.但是

在量子失谐的计算过程中,需要选择一套完备正交

的测量基,并进行优化,因此计算非常困难.为了解
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决这 一 问 题,Dakic等[１９]引 入 了 几 何 量 子 失 谐

(GQD)这一物理量来度量二维两体系统的量子失

谐,并给出了量子失谐的解析表示式.目前,对不同

物理系统中的 GQD研究已有相关报道[２０Ｇ２２].例

如,樊 开 明 等[２０]研 究 了 有 阻 尼 存 在 的 JaynesＧ
Cummings模型中两原子的量子关联动力学.Chen
等[２１]研究了消相干通道中非X结构态的GQD.耦

合腔系统是实现量子化电磁场与原子或类原子相互

作用的一种理想物理系统.利用该系统不仅可以对

单个腔场和原子进行操控或测量,还可以通过多种

方式控制腔场之间的耦合强度.因此,耦合腔系统

是实现量子信息处理的理想平台之一,研究者们对

其进行了大量研究[２３Ｇ３０].例如,Yin等[２３]提出了利

用耦合腔系统实现量子态转换和量子逻辑门的方

案.Yang等[２４]提 出 了 产 生 GreenbergerＧHorneＧ
Zeilinger纠缠态的方案.多腔耦合系统不仅是连接

空间分离量子寄存器的基础,而且是进行分布式量

子计算的先决条件.为此,在研究线型结构三腔耦

合系统中三体纠缠动力学特性的基础[３１]上,本文将

耦合腔系统推广到了四个腔T型结构耦合的情况,
研究了该系统中的GQD,该研究为利用耦合腔系统

进行量子信息处理提供了理论参考.

图１ 系统框图

Fig敭１ Systemchart

２　系统态矢演化

T型结构腔Ｇ光纤系统的示意图如图１所示.
四个单模光腔形成T型结构,腔与腔之间通过光纤

连接,每个腔囚禁一个二能级原子.考虑原子与腔

场共振相互作用的情况,在旋波近似下,原子与腔场

间的相互作用哈密顿量为

Hc＝∑
４

j＝１
gj(ajs＋

j ＋a＋
js－

j), (１)

式中a＋
j (aj)(j＝１,２,３,４)为第j个腔模的产生(湮

没)算符,s＋
j (s－

j )(j＝１,２,３,４)为第j 个原子的上

升(下降)算符,gj(j＝１,２,３,４)为第j 个腔中原子

与腔场间的耦合系数.为简单起见,设g１＝g２＝

g３＝g４＝g.
在短光纤条件下,光纤模与腔模间的相互作用

哈密顿量[２３]为

Hf＝J１b１(a＋
１ ＋a＋

２)＋J２b２(a＋
２ ＋a＋

３)＋
J３b３(a＋

２ ＋a＋
４)＋H．C．, (２)

式中bj(j＝１,２,３)为第j 个光纤模的湮没算符;
H．C．表示共轭项;Jj(j＝１,２,３)为光纤模与腔模间

的耦合系数,为计算方便起见,设J１＝J２＝J３＝J.
则全系统的相互作用哈密顿量为

HI＝Hc＋Hf. (３)
　　假设初始时刻原子２制备于激发态|e›,其余三

个原子制备于基态|g›,腔模和光纤模均处于真空态

|０›.由于演化过程中系统的激发数守恒,因此系统

在由基矢构成的希耳伯特空间中演化,各基矢表示为

|ϕ１›＝|eggg›a|００００›c|０００›f
|ϕ２›＝|gegg›a|００００›c|０００›f
|ϕ３›＝|ggeg›a|００００›c|０００›f
|ϕ４›＝|ggge›a|００００›c|０００›f
|ϕ５›＝|gggg›a|１０００›c|０００›f
|ϕ６›＝|gggg›a|０１００›c|０００›f
|ϕ７›＝|gggg›a|００１０›c|０００›f
|ϕ８›＝|gggg›a|０００１›c|０００›f
|ϕ９›＝|gggg›a|００００›c|１００›f
|ϕ１０›＝|gggg›a|００００›c|０１０›f
|ϕ１１›＝|gggg›a|００００›c|００１›f
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式中态矢|ϕi›的下标a、c和f分别表示原子、腔模

和光纤模,|i›表示Fock态.任意时刻系统的态矢

可表示为

|ϕ(t)›＝∑
１１

i＝１
Ai|ϕi›, (５)

式中Ai 为系统处于|ϕi›态的几率幅.
在(４)式表示的基矢中,系统的相互作用哈密顿

量的矩阵表示为

HI＝

０ ０ ０ ０ g ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ g ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ g ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ g ０ ０ ０
g ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ J ０ ０
０ g ０ ０ ０ ０ ０ ０ J J J
０ ０ g ０ ０ ０ ０ ０ ０ J ０
０ ０ ０ g ０ ０ ０ ０ ０ ０ J
０ ０ ０ ０ J J ０ ０ ０ ０ ０
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０ ０ ０ ０ ０ J ０ J ０ ０ ０
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　　系统态矢演化遵循薛定谔方程:

ih－∂|ϕ(t)›
∂t ＝HI|ϕ(t)›, (７)

式中 约 化 普 朗 克 常 量 取h－ ＝１.利 用 初 始 条 件

A２(０)＝１,Ai(０)＝０(i≠２),将(５)、(６)式代入(７)
式,通过解微分方程得到

A１＝A３＝A４＝
g２

４(g２＋４J２)cos
(αt)－

　　 １４cos
(gt)＋

J２

g２＋４J２

A２＝
３g２

４(g２＋４J２)cos
(αt)＋

１
４cos

(gt)＋

　　 ３J２

g２＋４J２

A５＝A７＝A８＝－
igα

４(g２＋４J２)sin
(αt)＋

　　 i４sin
(gt)

A６＝－
i３gα

４(g２＋４J２)sin
(αt)－

i
４sin

(gt)

A９＝A１０＝A１１＝
gJ

g２＋４J２
[cos(αt)－１]
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式中α＝ g２＋４J２,t为时间.

３　两原子间的GQD
现在讨论相邻两个腔中原子间的GQD.对于

一个由两个二能级原子构成的系统,描述其系统的

密度矩阵ρ 表示为

ρ＝
１
４
[I􀱋I＋∑

３

i＝１

(aiσi 􀱋I＋biI􀱋σi)＋

∑
３

i,j＝１
Tijσi 􀱋σj], (９)

式中I 为单位矩阵,σi(i＝x,y,z)为泡利矩阵,展
开系数为

ai＝Trρ(σi 􀱋I)[ ]

bi＝Trρ(I􀱋σi)[ ]

Tij ＝Trρ(σi 􀱋σj)[ ]

ì
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, (１０)

式中Tr表示求迹.则描述两原子间的GQD[１９]为

D(ρ)＝
１
４
(a ２＋ T ２－kmax), (１１)

式中a＝(a１,a２,a３)T,a ２＝∑
３

i＝１
a２i,T＝ {Tij}为系

数矩阵,T ２＝Tr(TTT),kmax为矩阵K＝aaT＋TTT

的最大本征值,上标T表示矢量或者矩阵的转置.
利用(５)式,在标准基|ee›、|eg›、|ge›、|gg›下,求

得描述原子１和原子２构成的子系统的密度矩阵为

ρ１２＝

０ ０ ０ ０
０ A１

２ A１A∗
２ ０

０ A∗
１A２ A２

２ ０
０ ０ ０ A１２

２
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, (１２)

式中 A１２
２＝１－ A１

２－ A２
２.将(１２)式代入

(１０)式,求得

a３＝２ A１
２－１

b３＝２ A２
２－１

T１１＝A１A∗
２ ＋A２A∗

１ ＝２A１A２

T２２＝T１１

T３３＝１－２ A１
２－２ A２

２

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

, (１３)

式中上标∗代表共轭,T 其余的张量元素为０.将

(１３)式代入(１１)式,得出

D１２＝
１
４
[a２
３＋２T２

１１＋T２
３３－max(T２

１１,T２
３３＋a２

３)].

(１４)

　　根据对称性,其余相邻两原子,即原子２、３以及

原子２、４之间的量子失谐与原子１、２之间的量子失

谐相同,即D２３＝D２４＝D１２.

３．１　原子与腔场间耦合系数对原子间量子失谐的

影响

当原子与腔场间耦合系数g 分别取０．２J、J、

２J、５J 时,数值计算得到D１２随规范时间Jt的演化

结果,如图２所示.可以看出,随耦合强度g 的增

大,D１２的演化呈现出从准周期性振荡到不规则振

荡,再向准周期性振荡转变的过程.这是因为D１２

的演化决定于系数A１ 和A２,而A１ 和A２ 是角频率

分别为α 和g 的余弦函数的叠加.当g≪J 时,

A１→１/４１－cos(gt)[ ],A２→１/４３＋cos(gt)[ ],它
们都是单一角频率为g 的余弦函数.因此,D１２呈

现准周期性演化.同样,当g≫J 时,α→g,这时A１

和A２ 也趋于单一角频率为g 的余弦函数,因此这

时D１２也呈现准周期性演化.另一方面,随g 的增

大,曲线重心下移,平均值减小.当Jt在[０,８０]区
域内时,D１２的平均值计算结果为:g＝０．２J 时,

D－１２＝０．０６３９;g＝J 时,D－１２＝０．０３２５６;g＝２J 时,

D－１２＝０．０１９３２;g＝５J 时,D－１２＝０．０１７７５.这表明随

原子与腔场间的耦合增强,两原子间的GQD减弱.
物理机制上,随腔场与原子间的耦合增强,腔模被激

发的几率增大,初始的激发子被腔模分享的几率增

加,导致两原子分享初始激发子的几率减小,两原子

间的关联减弱,因此两原子间的GQD也就减弱.
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图２ D１２随规范时间Jt的演化.(a)g＝０．２J;(b)g＝１．０J;(c)g＝２．０J;(d)g＝５．０J
Fig敭２ D１２versusstandardtimeJt敭 a g＝０敭２J  b g＝１敭０J  c g＝２敭０J  d g＝５敭０J

３．２　光纤模与腔模间耦合系数对原子间量子失谐

的影响

当参数J 分别为０．２g、g、２g、１０g 时,D１２随规

范时间gt的演化曲线如图３所示.可以看出,随耦

合强度J 的逐渐增大,曲线也展示了从准周期性振

荡到不规则振荡,再向准周期性振荡转变的过程.
这 同样是因为当J≫g或J≪g时,A１和A２是单

一角频率为g 的余弦函数.因此,当J≫g 或J≪g
时,曲线呈现准周期性振荡现象.此外,随J 的逐渐

增大,曲线重心上移,平均值增大.当gt在[０,１２０]
区域内时,D１２的平均值分别为:J＝０．２g 时,D－１２＝

０．０１７１７;J＝g 时,D－１２＝０．０３１８７;J＝２g 时,D－１２＝

０．０５１５５;J＝１０g 时,D－１２＝０．０６４４４.这表明随着光纤

模与腔模间的耦合增强,两原子间的GQD增强.

图３ D１２随规范时间gt的演化.(a)J＝０．２g;(b)J＝１．０g;(c)J＝２．０g;(d)J＝１０．０g
Fig敭３ D１２versusstandardtimegt敭 a J＝０敭２g  b J＝１敭０g  c J＝２敭０g  d J＝１０敭０g
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４　腔场间的量子失谐

在标准基|１１›、|１０›、|０１›、|００›下,利用(５)式,
求得由描述腔场１与腔场２组成的子系统的密度矩

阵为

ρc１２＝

０ ０ ０ ０
０ A５

２ A５A∗
６ ０

０ A∗
６A５ A６

２ ０
０ ０ ０ A５６

２

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û
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,(１５)

式中 A５６
２＝１－ A５

２－ A６
２.将(１５)式代入

(１０)式,求得

ac３＝２ A５
２－１

bc３＝２ A６
２－１

Tc１１＝２A５A６

Tc２２＝Tc１１

Tc３３＝１－２ A５
２－２ A６

２

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

, (１６)

系数矩阵Tc 其余的张量元素为０.将(１６)式代入

(１１)式,得出

Dc１２＝
１
４
[a２
c３＋２T２

c１１＋

T２
c３３－max(T２

c１１,T２
c３３＋a２

c３)]. (１７)

　　若用 Dcij表示相邻第i、j 个腔之间的量子失

谐,根据对称性,不难得到Dc２３＝Dc２４＝Dc１２.

４．１　原子与腔场间耦合系数对腔场间量子失谐的

影响

当参数g 分别取０．２J、J、２．０J、５．０J 时,Dc１２

随规范时间Jt的演化曲线如图４所示.对图４中

不同g 值的曲线进行比较,发现随g 的增大,曲线

也呈现从准周期性振荡到不规则振荡,再向准周

期性振荡转变的过程.结合(１６)、(１７)式,可知

D－c１２决定于系数A５ 和A６.当g≪J 或g≫J 时,

A５ 和A６ 都是角频率为g 的正弦函数.因此,这
时展现出准周期性演化.并且,随g 的增大,曲线

峰值 增 大,重 心 上 移,平 均 值 增 大.当 Jt 在

[０,８０]区域内时,Dc１２平均值的计算结果为:g＝

０．２J时,D－c１２＝０．００２８４;g＝J 时,D－c１２＝０．００３１９;

g＝２J 时,D－c１２ ＝０．００７５８;g＝５J 时,D－c１２ ＝
０．０１９５.这表明随着原子与腔场间的耦合增强,腔

１与腔２间的GQD增大.物理机制上,这是因为

随原子与腔场间的耦合增强,腔场被激发的几率

增大.即激发子被腔场分享的几率增大,导致腔

场间的量子关联增强.

图４ Dc１２随规范时间Jt的演化.(a)g＝０．２J;(b)g＝１．０J;(c)g＝２．０J;(d)g＝５．０J
Fig敭４ Dc１２versusstandardtimeJt敭 a g＝０敭２J  b g＝１敭０J  c g＝２敭０J  d g＝５敭０J

４．２　光纤模与腔模间耦合系数对腔场间量子失谐

的影响

当参数J 分别取０．２g、g、２．０g、１０．０g 时,Dc１２

随规范时间gt的演化如图５所示.可以看出,随耦

合系数J 增大,Dc１２曲线同样呈现从准周期性振荡

到不规则振荡再向准周期性振荡转变的过程.其原

因与第４．１节情况相似.另一方面,随耦合系数J

的增大,曲线峰值下降,重心下移,这表明腔场１与

腔场２间的GQD减弱.这是由于随J 的增大,腔
场１、２分享激发子的几率减小,导致其量子关联减

弱.腔场１、２被激发的几率P＝ A５ ２＋ A６ ２ 的

平均值随J 的演化曲线如图６所示,可以看出P 的

平均值随J 的增大而减小.

０７２７０１Ｇ５
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图５ Dc１２随规范时间gt的演化.(a)J＝０．２g;(b)J＝１．０g;(c)J＝２．０g;(d)J＝１０g
Fig敭５ Dc１２versusstandardtimegt敭 a J＝０敭２g  b J＝１敭０g  c J＝２敭０g  d J＝１０g

图６ 布居率平均值P 随J 的演化

Fig敭６ AveragepopulationPversusJ

５　结　　论

四个单模腔之间通过光纤连接,形成 T型结

构.在原子跃迁频率等于腔场频率的情况下,研究

了该耦合腔系统中的GQD.利用薛定谔方程给出

了系统态矢演化的解析表达式.采用数值计算方

法,讨论了原子与腔场的耦合系数及光纤模与腔模

的耦合系数对相邻原子间和相邻腔场间的GQD的

影响.结果表明:随着原子与腔场间耦合系数或光

纤模与腔模间耦合系数的增大,原子间和腔场间的

GQD都呈现出从准周期性振荡到不规则振荡,再向

准周期性振荡转变的现象.随着原子与腔场间的耦

合系数的增大,原子间GQD曲线的重心下移,平均

值减小,GQD减弱;腔场间的GQD却相反,其曲线

重心上移,平均值增大,GQD增强.随着光纤模与

腔模间的耦合强度J 的增大,原子间GQD的演化

曲线重心上移,平均值增大;腔场间GQD却呈现峰

值下降、重心下移现象.这表明随着光纤模与腔模

间耦合强度的增强,原子间的 GQD增强,腔间的

GQD却减弱.
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