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基于低秩正则化异构张量分解的子空间聚类算法
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摘要　张量分解是解决高维数据分析问题的有力工具.传统张量Tucker分解模型多采用各项同性假设,即各个

因子矩阵具有相同的约束条件(例如正交、非负等),但该种假设不适用于异构张量数据分析.本文提出了一种基

于低秩正则化的异构张量分解(LRRHTD)算法,并用于子空间聚类任务.低秩正则化的异构张量分解核心思想是

对原始张量寻求一组正交因子矩阵的集合,将高维张量映射到低维的潜在子空间中,同时在最后的因子矩阵上引

入低秩约束以获得可用于聚类的全局低秩结构表征.此外,设计了一种基于增广拉格朗日乘子的优化方法对所提

算法进行求解.在两个公开数据集上的实验表明,本文提出的方法不仅可以在较少次数的迭代内达到收敛,而且

与现有的其他聚类方法相比,取得了较为理想的聚类性能.
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１　引　　言

随着传感器技术的广泛应用和传媒技术与存储

技术的发展,数据的类型和数量急剧增长.在这种

情况下,从社交网络、通信网络以及计算机视觉等不

同领域收集的信息可以存储为多维或多路特征阵

列,这种多维数据被称为张量.
张量分解[１Ｇ２]作为一种分析多维数据的重要工

具,可以捕捉大规模高维数据的多重线性关系和多

方面结构信息,被广泛应用于维数约简、特征提取,
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分类和聚类的任务中.例如,气动光学效应分析[３]、
图像光谱压缩[４Ｇ５]、图像加密[６]、数字水印[７]等.在

各种张量分解技术中,Tucker[８]和CANDECOMP/

PARAFAC(CP)分解[９]是两个基本模型.Tucker
分解将张量分解为一组因子矩阵以及核张量,而CP
分解将张量分解成一阶张量之和.值得注意的是

CP分解可以看作是Tucker分解的特例,即其核张

量是超对角结构.近年来,越来越多的研究致力于

将Tucker分解模型与子空间学习机制结合起来.
根据约束条件的不同,Tucker分解大致可以分为三

类:正交张量分解、非负张量分解和稀疏张量分解.
在正交张量分解中,为了避免中间表示的任意缩放

并保持尽可能多的信息,因子矩阵被约束为正交结

构,例如Kolda[１０]利用两个不同易得性的定义用于

张量的正交分解.通过对因子矩阵增加正交约束,

DeLathauwer等[１１Ｇ１２]提 出 了 高 阶 奇 异 值 分 解

(HOSVD)和高阶正交迭代(HOOI)算法.为确保

约简后 的 张 量 包 含 输 入 数 据 的 最 大 信 息,Phan
等[１３]提出了一种高维判别分析(HODA)算法用于

高维数据的特征提取.
在非负张量分解方法[１４Ｇ１６]中,利用非负约束将

张量数据(如非负时间序列或视频)分解成有意义的

潜在非负分量,相应地提高了分解结果的可解释性.
几种有效的非负张量分解算法被相继提出,包括非

负张量分解(NTF)[１５,１７],非负n 维张量分解(nＧ
NTF)[１８],三 因 子 正 交 非 负 张 量 分 解 (TriＧ
ONTD)[１４],具有最大边界约束的监督非负张量分

解 (SNTFM ２)[１９] 和 低 秩 非 负 张 量 分 解

(lraNTF)[２０].最近,Sun等[２１]提出了一种基于多

项式流形(HTD多项式)的异构 Tucker分解模型

用于张量分解,其结合了正交约束和非负约束的优

点.Zhou等[２２]提出了一种低秩近似非负 Tucker
分解(LRANTD)算法来降低存储和计算的成本.

因为稀疏约束对于遮挡或噪声具有显著的稳健

性[２３],所以张量分解中另一个常用的约束是稀疏性

假设.在稀疏张量分解中,基本因子矩阵可以被约

束为局部稀疏表示[２４].例如,Liu等[２５]提出了一种

基 于 逐 列 坐 标 下 降 的 稀 疏 非 负 张 量 因 子 分 解

(SNTF)的算法.Perros等[２６]提出了一种新的稀疏

分层Tucker分解(稀疏HＧTucker)用于稀疏的高阶

张量数据.
上述几乎所有的张量分解算法都是基于各向同

性假设,也就是说在所有的模式上以相同的方式学

习因子矩阵.然而,在实践中这个假设对于许多高

维数据是不合理的,因为张量数据的各个维度代表

着不同的信息.低秩特性可以很好地表征存在噪声

和损坏的数据.受此启发,低秩正则化已被广泛应

用于张量子空间学习方法[２７Ｇ２９]和张量补全[３０Ｇ３２].
但是,将低秩正则化用于张量分解的工作非常少.

本文提出低秩正则化异构张量分解(LRRHTD)
算法用于子空间聚类.具体而言,本文提出的张量分

解模型中,除最后一个模式以外的其他所有模式因子

矩阵采用正交约束,即寻求一组正交投影矩阵以将原

始张量数据映射到低维公共子空间,最后一个模式因

子矩阵采用低秩约束,即通过添加核范数来学习低秩

投影矩阵,从而获得样本的全局结构的低秩表征用于

聚类.同 时,还 设 计 了 基 于 增 广 拉 格 朗 日 乘 子

(ALM)的有效算法来对其进行优化.

２　基于低秩正则化异构张量分解的子

空间聚类算法

２．１　问题描述

聚类是模式识别领域一个重要的研究方向.传

统的聚类方法大多是基于向量的方法,而对于高维数

据,向量化的过程会损失大量的结构信息,因此基于

张量的方法在处理高维数据方面更有优势.一个 M
阶张量被定义为X∈RI１×I２×

×IM,其中Im(１≤m≤
M)是 模 式 m 的 维 度,张 量 中 元 素 表 示 为

Xi１i２imiM
,im 是模式m 的索引,其中１≤im≤im.

假 设 给 定 一 个 M 阶 张 量 的 集 合

Xi∈RI１×I２×
×IM,i＝１,２,,N{ },N 是样本总数,

I１×I２××IM 是每个样本的维数.沿着一个方

向堆叠 N 个 M 阶张量得到 M ＋１阶张量 X∈
RI１×I２×

×IM×N.LRRHTD算法旨在寻求 M 个正

交因子矩阵 Am∈RIm×Jm{ }M
m＝１[其中Jm≤Im(m＝

１,２,,M)],表征样本内部低维结构,以及将映射

的低维张量作为字典,获得样本低秩表示Z∈RN×D

并且D≤N.
堆叠成的张量X 的Tucker分解可以表示为

X＝G×１A１×２A２×３×MAM ×M＋１Z＋E,(１)
式中G∈RJ１×J２×

×JN×D 为核张量,E 为近似误差

张量.
潜在因子矩阵A１、A２、、AM、Z 可以通过最小

化如下代价函数f(G,A,Z)来获得:

f(G,A,Z)＝
１
２‖X－G×１A１×MAM ×M＋１Z‖２F.

(２)

　　由于因子矩阵的正交性,可以直接得到核张量:

０７１００３Ｇ２
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G＝X×１AT
１ ×２AT

２×MAT
M ×M＋１Z－１, (３)

式中－１为矩阵的 MooreＧPenrose逆.
将(３)式代入(２)式中可得:

f(G,A,Z)＝
１
２‖X－G×１A１×２A２×

MAM ×M＋１Z‖２F ＝
１
２‖X‖

２
F －‹X×１AT

１×

MAT
M,G×M＋１Z›＋

１
２‖G×M＋１Z‖２F ＝

１
２‖X‖

２
F －

１
２‖X×１AT

１×MAT
M‖２F ＋

１
２‖X×１AT

１×MAT
M －G×M＋１Z‖２F, (４)

式中第一部分是常数项,所以f(G,A,Z)求最小化

函数可以表述如下:

h(G,A,Z)＝
１
２‖X×１AT

１×MAT
M －

G×M＋１Z‖２F －
１
２‖X×１AT

１×MAT
M‖２F.(５)

　　实际上,G×１A１×２A２×MAM 可以被看作是

将原始张量X 压缩到矩阵Z 的张量“字典”.
矩阵的秩是一种结构性稀疏测度,低秩表征

(LRR)通过检测并去除异常值,挖掘数据自身的结构

信息,以找到数据的低维本征空间.低秩子空间学习

在图像去噪[３３]、数据恢复[３４]以及去除异常值[３５]等方

面均有广泛应用.受此启发,考虑对矩阵Z 施加一个

低秩约束,从而得到内在的低维特征子空间.因此,
包含正交和低秩约束的目标函数可以表示为

min
G,A１

,,AM
,Z
h(G,A,Z)＋γRank(Z)

s．t．AT
１A１＝I１,,AT

MAM ＝IM, (６)
式中γ 为惩罚参数.

由于(６)式中非凸函数Rank()的存在,核范数

‖Z‖∗采用Z 近似表示.因此,(６)式可以表述为

min
G,A１

,,AM
,Z
h(G,A,Z)＋γ‖Z‖∗

s．t．AT
１A１＝I１,,AT

MAM ＝IM. (７)

２．２　LRRHTD算法

采用交替方向乘子法(ADMM)来求解(７)式的

优化问题,将复杂问题分解为子问题求解.固定其

他变量,迭代更新每个变量,直到收敛或达到最大迭

代次数.

１)固定其他变量,更新G:核张量G 可以通过

(３)式每次迭代更新.

２)固定G、A１、、Am－１、Am＋１、、AM 和Z,求

Am:张量X 的第m 模式展开矩阵表示可以转换为

‖X×１AT
１ ×２AT

２×MAT
M‖２F ＝

‖AT
mX(m)(AM  Am＋１ Am－１A１)‖２F ＝

‖AT
mX(m)A(－m)‖２F, (８)

式中为 Kronecker积算子,X(m)为X 和A(－m)＝
ANAN－１Am＋１Am－１A１ 的m 模式展开,相
似地:

‖X×１AT
１×MAT

M －G×M＋１Z‖２F ＝
‖AT

mX(m)A(－m)－(G×M＋１Z)(m)‖２F. (９)

　　 为 了 简 化 表 示,使 Bm ＝X(m)A(－m)、Cm ＝
(G×M＋１Z)(m),Am 通过解下面的最优化问题更新:

min
ATmAm ＝I

１
２‖A

T
mBm －Cm‖２F －

１
２‖A

T
mBm‖２F.

(１０)

　　以上函数可以简化为

max
ATmAm＝I

tr(AT
mBT

mCT
m). (１１)

　　(１１)式具有闭式解.例如,Pm＝BmCT
m 最优解

Am 可以通过下式求得:

Am ＝svd(Pm,Jm), (１２)
式中svd(Pm,Jm)即提取Pm 的前Jm 个左奇异值

向量.

３)固定其他变量,更新Z.固定A１,A２,,

AM 和G 得到下面的最优化问题:

min
Z

１
２ ‖X×１AT

１×MAT
M －G×M＋１Z‖２F ＋

γ‖Z‖∗. (１３)

　　经过(M＋１)模式展开(１３)式后得到:

min
Z

１
２‖ZG(M＋１)－D‖２F ＋γ‖Z‖∗, (１４)

式中D＝X(M＋１)(AMAM－１A２A１).
上述方程可以通过增广拉格朗日乘子法来解

决.首先引入松弛变量Q 松弛原来的问题:

min
Z,Q

１
２ ‖ZG(M＋１)－D‖２F ＋γ‖Q‖∗

s．t．Q＝Z, (１５)
然后,定义增广拉格朗日函数为

L＝
１
２ ‖ZG(M＋１)－D‖２F ＋γ‖Q‖∗＋

‹Y,Q－Z›＋μ
２ ‖Q－Z‖２F, (１６)

式中Y 为拉格朗日乘数,μ 为惩罚参数.
为了更好地解释和理解这个过程,引入一个变

量k来表示第k次迭代,那么可以在k＋１次迭代中

优化变量.
通过下式更新Q:

０７１００３Ｇ３
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Qk＋１＝argmin
Q

γ
μk‖Q‖∗＋

１
２‖Q－Zk ＋Yk/μk‖２F. (１７)

　　(１７)式可以通过奇异值阈值算法[３６]来求解,以
近似求解核范数最小化问题.

通过下式更新Z:

Zk＋１＝argmin
Z

１
μk‖ZG(M＋１)－D‖２F ＋

‖Hk＋１－Z‖２F, (１８)
式中Hk＋１＝Qk＋１＋Yk/μk.

令(１８)式的导数为零,可以得到如下Z 的更新

公式:

Zk＋１＝ Hk＋１＋
DGT

(M＋１)

μk
æ

è
ç

ö

ø
÷

G(M＋１)GT
(M＋１)

μk ＋I
æ

è
ç

ö

ø
÷

－１

.

(１９)

　　表１所示为LRRHTD的聚类过程.

表１　LRRHTD算法流程

Table１　FlowchatofLRRHTDalgorithm

Algorithm１LRRHTD
Input:datatensorX∈RI１×I２××IM×N,parameterγ
Initialize:Q０＝０,Y＝０,μ＝１０－６,μmax＝１０６,ϕ＝１．３
１．　InitializefactormatricesA１,A２,A３,,AM,Z
２．　FixtheothersandupdateGbyEq．(３)

３．　form＝１,２,,M do
４．　　fort＝０,１,２,do
５．　　　FixtheothersandupdateAt＋１

m byEq．(１２)

６．　　endfor
７．　endfor
８．　fork＝０,１,２,do
９．　　　FixtheothersandupdateQk＋１byEq．(１７)

１０．　　　FixtheothersandupdateZk＋１byEq．(１９)

１１．　　　UpdatethemultiplierYk＋１byYk＋１＝Yk＋μk(Qk＋１－Zk＋１)

１２．　　　Updatethemultiplierμk＋１byμk＋１＝min(ϕμk,μmax)

１３．　endfor
１４．　Iteratesteps２~１３untilconvergence
１５．　PerformKＧmeansclustering[３７]ontherowofZ
Output:TheclusterassignmentofX

２．３　算法复杂度分析

一个异构张量X∈RI１×I２×
×IM×N,其核张量为

G∈RJ１×J２×
×JN×D,其中 N 是样本数据的个数,D

是低秩表征维度,Jm≤Im(m＝１,２,,M),Im 是

样本数据的原始维度,Jm 是投影到子空间的维度.
算法的时间复杂度主要来源于三个步骤.

１)步骤５矩阵的奇异值分解:对于大小为Im×
Jm 的矩阵Pm,奇异值分解的时间复杂度为O(I３m),

则M 次奇异值分解总时间复杂度为O ∑
M

m＝１
I３m( ) .

２)步骤９矩阵的奇异值阈值算法:矩阵Q 的维

度大小为N×D,则Q 的奇异值阈值算法时间复杂

度为O(N３).

３)步骤１０矩阵的逆:矩阵G(M＋１)GT
(M＋１)大小

为D×D 维,则步骤１０时间复杂度为O(D３).因

此, 整 个 算 法 的 时 间 复 杂 度 为

O ∑
M

m＝１
I３m ＋D３＋N３( ) ,随着样本数量 N 的增加,

算法复杂度呈三次方上升.

３　实验结果与分析

为了 验 证 本 文 算 法 的 有 效 性,在 Extended
YaleB人脸数据集和 MNIST手写字符数据集上进

行实验.采用两种聚类评价指标,分别是准确度

(AC)和归一化互信息(NMI).

３．１　数据集描述和实验设置

ExtendedYaleB数据集由３８人的２４１４张正面

人脸图像组成.每人在实验室控制的照明条件下拍

摄约 ６４ 张 图 像.图 像 大 小 调 整 到 ３２pixel×
３２pixel,如图１所示.MNIST数据集是一个手写

字符数据集,包含了０~９共１０个类,如图２所示.
训练集包含有６００００个样本,测试集包含有１００００
个样本.每个数字图像大小为２８pixel×２８pixel.

０７１００３Ｇ４
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选取类别K＝{３,４,５,６,７,８,９,１０},来评估算法在

不同类别数目下的聚类性能.对于每一类,随机选

取１００个样本,运行算法５次取平均结果.在所有

参数中,参数γ 在影响聚类性能方面起着重要的作

用,可以通过网格搜素的算法选择γ.首先执行一

个粗糙的网格.先确定理想区域,然后在这个区域

进行更好的网格搜索.对于ExtendedYaleB数据

集,设置γ＝１;而对于 MNIST数据集,设置γ＝２.

图１ ExtendedYaleB数据集

Fig敭１ ExtendedYaleBdataset

图２ MNIST数据集

Fig敭２ MNISTdataset

３．２　算法收敛性验证

为了验证本文算法的收敛性,随机选择两个数

据集上的实验结果进行展示.在张量分解模型中,
选取核张量G 两次更新的差值来判断模型是否达

到收敛.由图３可知,本文算法得到的G 的差值随

着迭代次数的增加而迅速下降,经过大约１０次迭代

后收敛.因此,应用基于交替方向乘子法的更新方

法,保证了本文算法的收敛性.

图３ (a)ExtendedYaleB和(b)MINIST数据集的收敛曲线

Fig敭３ Convergencecurvesof a theExtendedYaleBand b MINISTdatasets

３．３　聚类算法的比较

为了评估LRRHTD方法的有效性,将本文算

法与非负矩阵分解的多重可压缩(MM)方法[３８]、贝
叶斯非负矩阵分解(BＧNFM)[３９]方法、非负矩阵分解

的 投 影 梯 度 (PGM)[４０]方 法、双 正 则 协 同 聚 类

(DRCC)[４１]方法、高阶正交迭代(HOOI)[１０]方法、非
负 Tucker 分 解 (NTD)[２０] 方 法,以 及 HTDＧ
Multinomial[２１]方法等进行比较.这些方法通过网

格搜索来获得参数以保证最佳性能.
表２所示为不同算法在ExtendedYaleB数据

集上的聚类结果.可以看出,由于该数据集光照变

化比较大,所有的算法表现都不佳.与基于矩阵的

方法(如 MM、BＧNFM和DRCC方法)相比,基于张

量 的 方 法 (HOOI、NTD、HTDＧMultinomial、

LRRHTD方法)在ExtendedYaleB数据集上表现

较好,表明在此数据集中张量建模的方法比基于矩

阵的方法更具优势.而本文提出的LRRHTD算法

在AC和NMI两个评价指标上都优于其他张量分

解方法(HOOI、NTD、HTDＧMultinomial方法),表
明了本文算法用于聚类的有效性.
表２　不同算法在ExtendedYaleB数据集上的聚类结果

Table２　Clusteringperformancewithdifferent

algorithmsfortheExtendedYaleBdataset

Method AC NMI
MM ０．２１７５ ０．３５３４
BＧNFM ０．２１０４ ０．３５０８
PGM ０．２０８４ ０．３４７７
DRCC ０．１００２ ０．１４５５
HOOI ０．２２４３ ０．４１１３
NTD ０．２３３５ ０．４２３８

HTDＧMultinomial ０．３２９３ ０．４７７２
LRRHTD ０．４２２５ ０．５６０１

０７１００３Ｇ５
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　　表３所示为不同算法在 MNIST数据集上的聚

类表现.从表３可以看出,除了K＝７外,本文提出

的LRRHTD算法的表现优于其他算法,而当K＝７
时,DRCC算法取得了最好的表现.LRRHTD和

HTDＧMultinomial方法都是异构张量分解算法,但
是注意到LRRHTD方法比 HTD Multinomial方

法获得了更高的精度,这表明通过揭示数据中固有

的低秩结构可以提高聚类性能.
表３　不同算法在 MNIST数据集上的聚类结果

Table３　ClusteringperformancewithdifferentalgorithmsfortheMNISTdataset

No．
MM method BＧNFM method PGM method DRCCmethod HTDＧMultinomialmethod LRRHTDmethod
AC NMI AC NMI AC NMI AC NMI AC NMI AC NMI

３ ０．９１７３ ０．７３５１ ０．８８２０ ０．６８０６ ０．９１６０ ０．７３０７ ０．９０１３ ０．７１１５ ０．９１１４ ０．７２５２ ０．９３３３ ０．７７００
４ ０．７１０４ ０．４６５４ ０．６７８０ ０．４４４６ ０．７１９５ ０．４６８０ ０．６５７５ ０．４０７１ ０．６８００ ０．４３６０ ０．８３５０ ０．６６６３
５ ０．６２１６ ０．５２０１ ０．６１０４ ０．４９９２ ０．６７６４ ０．５３７３ ０．６６３２ ０．５１９８ ０．７１９６ ０．５５４７ ０．８４４０ ０．６７３０
６ ０．５３７０ ０．４００７ ０．５１５６ ０．３９８０ ０．５４６６ ０．３９６２ ０．４９８３ ０．３６７０ ０．５５４０ ０．４０８３ ０．６６３３ ０．５６０９
７ ０．５９８８ ０．５３８２ ０．５７６２ ０．４９７２ ０．５９４０ ０．５３４２ ０．６５８５ ０．５６２９ ０．６２３１ ０．５４０１ ０．６０４２ ０．５１０３
８ ０．６４５５ ０．５４２７ ０．５９３ ０．４９７９ ０．５９４２ ０．５１５２ ０．６２７０ ０．５０３３ ０．６４８５ ０．５２５４ ０．６６６２ ０．５５０７
９ ０．５２１１ ０．４６２１ ０．５１３７ ０．４３４３ ０．５３０２ ０．４７２０ ０．５２４０ ０．４４９３ ０．５７５６ ０．４７７４ ０．５９５５ ０．５００４
１０ ０．４９８０ ０．４４７０ ０．４４７４ ０．４０８９ ０．４９５８ ０．４５１６ ０．４６６８ ０．４０５３ ０．５１２６ ０．４４６１ ０．５１４０ ０．４９５３

４　结　　论

提出了一种新颖的基于低秩正则化异构张量分

解的子空间聚类算法.该算法对于原始的异构张量

数据,寻求一组正交因子矩阵的集合,将高维张量映

射到低维的潜在子空间中,同时在最后的因子矩阵

上引入低秩约束以获得可用于聚类的全局低秩结构

表征.此外,设计了基于增广拉格朗日乘子的优化

方法对本文算法进行优化求解.在两个公共数据集

上的实验结果验证了本文算法的可行性与聚类性能

优越性.
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