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TE振荡模在左手材料劈形平面波导中的传输
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摘要　对含各向异性左手材料劈形平面波导中的TE振荡模进行了相关研究.从 Maxwell方程组出发,采用变量

分离法,根据切向电磁场连续的边界条件,得到该模的色散方程以及功率流方程.基于上述方程,采用曲线拟合方

法,画出了相关的特性曲线.结果显示:电场强度同时考虑了x 和z方向的影响,功率流随波导长度增加而周期性

振荡变化;当劈形平面波导的斜率k＝０．１,导模传输的波导长度小于２．５mm;当频率较低时(f＝５．０GHz)以及k＝
０．０１,对于不同的模阶数,波导厚度的变化对功率流在波导中传输的影响不大.这些特性将有助于未来波导的小型

化以及波导加工精度的降低.
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１　引　　言

左手材料是一种人工电磁材料,它的介电常数

和磁导率均小于零,典型的特性包括负折射、反常多

普勒效应,反常Cherenkov辐射[１]以及反常GoosＧ
Hänchen位移[２Ｇ３],具体应用于完美透镜[４]、高指向

性天线以及电磁波隐身等[５].２０００年,包含金属线

和开口环周期性结构的左手材料(SRR)在微波波段

首次成功制备[６];２００７年,Tsakmakidis等[７]理论

上预言含左手材料的劈形平面波导能使光完全静

止.该特性有益于全光存储器和全光光开关的制

备,受到全球学者的极大关注.然而,He等[８Ｇ９]研究

０４１３０２Ｇ１
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含左手材料劈形平面波导时发现,左手材料具有较

大的材料损耗,实际上并不能使光完全静止.这主

要是因为波导内导模的强烈耦合导致入射光完全反

射[１０Ｇ１１].进一步研究发现该类波导横磁(TM)模在

芯层和包层中能流方向相反,产生慢光效应[１２Ｇ１３].此

外,Shapiro等[１４Ｇ１５]研究了低损耗、非线性劈形平面波

导,陈月健等[１６]对平面波导激光器进行了实验研究.
总之,尽管上述研究已经得到了一些有价值的结论,
但对平面波导中横电(TE)模的系统研究甚少.

本文对含各向异性左手材料劈形平面波导TE
模的传输特性进行了相关研究.从 Maxwell方程

组出发,采用分离变量法得到切向电场以及相关的

色散方程,并通过积分得到纵向电场强度.根据切

向电磁场连续的边界条件,得到TE振荡模的归一

化功率流方程.基于上述方程,利用曲线拟合的方

法绘制相关特性曲线.通过对上述曲线的细致分

析,找到了TE振荡模的相关新特性.

２　TE振荡模的色散方程

３层含左手材料劈形平面波导如图１所示.厚

度为h(z)的芯层是各向异性的左手材料,介电常数

张量 和 磁 导 率 张 量 分 别 为 ε２ ε２x,ε２y,ε２z( ) 和

μ２ μ２x,μ２y,μ２z( ),而覆盖层和衬底是不同的普通材

料,它们的介电常数和磁导率分别为ε１,ε３ 和μ１,

μ３.一般而言,非对称平面波导中能传输TE模和

TM模.本课题组已在文献[１７Ｇ１８]中讨论了 TM
模,本文仅讨论TE模.对于TE模,波导中传输的

电磁场分量为 Hx、Hz 和Ey.根据 Maxwell方程

组,波导芯层中三者满足:
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式中ω 为角频率.在波导的覆盖层和衬底中也有

类似３个方程,只要用它们的介电常数和磁导率分

别替代(１)式所对应的介电常数和磁导率即可.根

据(１)式可得

Ey ＝Ey(x,z)expjωt－βz( )[ ] , (２)
式中β为纵向传播常数.把(２)式代入(１)式,经过

数学计算,可得
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采用分离变量的方法,(４)式左边可化为

∂２E１(x)
∂x２ ＋μ２z

μ２x
k０ε２yμ２x －β２( )E１(x)＝０.(５)

(５)式与文献[１７]中有关各向异性左手材料平面波

导TE模的微分方程一致.求解该方程,可以得到

波导中场强的分布为

E１１(x)＝A(z)cosk２h(z)－ϕ[ ]exp－α１ x－h(z)[ ]{ },　x≥h(z)

E１２(x)＝A(z)cosk２x－ϕ( ) ,　－h(z)≤x≤h(z)

E１３(x)＝A(z)cosk２h(z)＋ϕ[ ]expα３ x＋h(z)[ ]{ },　x≤－h(z)
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式中A(z)和ϕ 分别为电场的振幅以及相位常数,

αl(l＝１,３)为覆盖层和衬底的衰减常数,k２ 为波导

芯层中的横向波数.在文献[１９Ｇ２１]中,电场强度

振幅是一个常量,而在劈形波导中,电场强度振幅

A(z)随着波导长度的增加而变化.其中覆盖层的

衰减常数为α１＝ β２－k０２ε１μ１,衬底的衰减常数

为α３＝ β２－k０２ε３μ３.k２ 可以进一步表示为k２＝

μ２z

μ２x
k０２ε２yμ２x－β２( ) .此外,为了简化,在下列各

方程中expjωt－βz( )[ ] 均被省略.根据(６)式,同

时考虑切向电磁场连续的边界条件,TE振荡模的

色散方程为

２k２h(z)－arctanμ２zα１
μ１k２
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(７)
式中m ＝０,１,２,为模阶数.假如波导芯层与

包层之间的劈形边界为斜率k的直线,h(０)为z＝０
处波导的厚度,波导厚度与z的关系为

h(z)＝h(０)－kz. (８)
将(８)式代入(７)式,可得
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图１ 含各向异性左手材料劈形平面波导示意图

Fig敭１ Schematicoftaperslabwaveguidewithanisotropicmetamaterials
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此外,根据(４)式的右边,可得

∂２E２(z)
∂z２ －２jβ

∂E２(z)
∂z ＝０. (１０)

对(１０)式进行积分,又可得

E２(z)＝１＋∫
z

０

exp２jβ( )dz, (１１)

式中E２(z)为z方向的电场强度.

３　各向异性左手材料劈形平面波导

功率流方程

　　根据(１１)式,场强E２(z)可表示为

E２(z)＝E２r(z)＋jE２i(z), (１２)
式中E２r(z)表示E２(z)的实部,E２i(z)表示E２(z)
的虚部.(２)式进一步写为

Ey ＝E１(x) E２r(z)＋jE２i(z)[ ]j, (１３)
式中j为y 方向的单位向量.对于TE模,磁场强

度分 量(Hx,Hz)同 时 存 在,所 以,磁 场 强 度 可

写为

H ＝Hxi＋Hzk, (１４)
式中i,k 为x,z 方向的单位向量.对于 TE振荡

模,总功率流为

Ptot(z)＝
１
２∫Re‹E×H∗›kds, (１５)

式中H∗为磁场强度的共轭.波导中z 方向传输的

功率流可以通过Ponyting矢量的积分来计算,所以

(１５)式可以进一步写为
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１
２ωμ０

β E２
２r(z)＋E２

２i(z)[ ] ＋E２r(z)
dE２i(z)
dz －{ dE２r(z)

dz E２i(z)}×

∫
¥

h(z)

１
μ１

E１１
２(x)dx＋∫

h(z)

－h(z)

１
μ２x

E１２
２(x)dx＋

é

ë
êê ∫

－h(z)

－¥

１
μ３

E１３
２(x)dxù

û
úú . (１６)

将(６)式代入(１６)式,经过数学计算可得̀

Ptot(z)＝
A２(z)
４ωμ０

β E２
２r(z)＋E２

２i(z)[ ] ＋E２r(z)
dE２i(z)
dz －{ dE２r(z)

dz E２i(z)}×
cos２ k２h(z)－ϕ[ ]

μ１α１ ＋
cos２ k２h(z)＋ϕ[ ]

μ３α３ ＋
１

μ２x
{ ２h(z)＋

１
k２
sin２k２h(z)[ ]cos(２ϕ){ } }.(１７)

　　由于左手材料在波导芯层中所传输功率流方向

与波矢的方向相反,因此波导中所传输的归一化总

功率流为

Pnorm＝
Ptot(z)

P１ ＋ P２ ＋ P３
, (１８)

式中P１,P２,P３ 分别为z＝０处波导覆盖层、芯层

以及衬底中所传输的功率流.

４　结果与讨论

一般而言,左手材料在红外和可见光波段的制

备较难,而在微波波段因其尺寸较大而较易实现.
本文考虑工作在微波波段的左手材料,它们是由金

属棒和开口金属环周期性排列组成.金属棒周期性

排列的有效介电常数为[２２]

０４１３０２Ｇ３
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ε(ω)＝１－
ω２
p

ω２＋jγω
, (１９)

开口金属环周期性排列所具有的有效磁导率为[２３]

μ(ω)＝１－
Fω２

ω２－ω２
０＋jγω

, (２０)

式中:F＝０．５６;ω０ 和ωp 分别为磁场振荡频率和等

离子体频率,ω０/２π＝４．０GHz,ωp/２π＝１０．０GHz;γ
为衰减因子,可省.通过计算(１９)式和(２０)式发现:
当频率从４．０GHz增加到６．０GHz时,有效介电常

数 和 有 效 磁 导 率 均 小 于 零.此 外,在 k２ ＝

μ２z

μ２x
k２０ε２yμ２x－β２( ) 中,当μ２z

μ２x
＜０,k２０ε２yμ２x＞β２

时,k２ 为纯虚数,波导中传输的是TE表面模;而当

k２０ε２yμ２x＜β２ 时,k２ 为实数,波导中传输的是TE振

荡模.而且,假如波导的覆盖层和衬底趋于无穷,要
求波导在电磁场中传输时必须衰减,即传播常数需

满足条件β＞maxk０ ε１μ１,k０ ε３μ３( ).

对于各向异性左手材料,假设介电常数张量为

ε２ ε２x,ε２y,ε２z( ),磁导率张量为μ２ μ２x,μ２y,μ２z( ).
同时假设横向介电常数和横向磁导率随着频率而变

化,遵守(１９)式和(２０)式,即ε２x＝ε２y＝ε(ω),μ２x＝

μ２y＝μ(ω).在频率为４．０~６．０GHz时,介电常数

和磁导率均小于零;但是,纵向的介电常数和磁导率

均大于零,即ε２z＝μ２z＝１．０.此外,假定波导的覆

盖层和衬底是不同的普通介质,介电常数和磁导率

分别为:ε１＝１．０,ε３＝２．２５;μ１＝１．０,μ３＝１．０.

４．１　劈形平面波导中TE振荡模的色散特性

４．１．１　劈形波导斜率对导模色散特性的影响

图２ 劈形平面波导斜率对TE０ 模色散曲线的影响

Fig敭２ Influenceoftaperslopewavelength
ondispersiveofTE０mode

根据色散方程(７)、(１９)、(２０)式,当频率为

５．０GHz以及不同劈形波导斜率(k＝０．０１,０．０５,
０．１０)时,TE０ 模的相关色散曲线如图２所示,横轴

为波导长度z,纵轴为传播常数.不同的劈形波导

斜率具有类似的色散特性.随着波导长度z 的增

加,传播常数也单调增加,且增加的速度先慢后快.
这种快速增加传播常数的特性有益于高性能传感器

的设计.此外,随着劈形波导斜率的增加,色散曲线

被压缩在一个较小的范围内,也就是说,该模只能在

较短的波导内传输.斜率从０．０１增加到０．０５与从

０．０５增加到０．１０,劈形波导长度的减小是不均匀

的,而是前者大于后者,该特性有益于将来实现波导

器件的小型化.

４．１．２　频率对导模色散特性的影响

类似于４．１．１节,当劈形平面波导的斜率为

０．０１,根 据(７)、(１９)和(２０)式,不 同 工 作 频 率

(４．５GHz,４．８GHz,５．３GHz)下TE基模的色散曲

线如图３所示.对于不同的频率,它们有类似的色

散特性.随着波导长度的增加,传播常数也单调增

加.此外,随着频率的增加,色散曲线下移,即对于

相同的波导长度,随着频率的增加,传播常数变小,
而且这种变化基本均匀,与４．１．１节劈形波导斜率

变化的情况不同.

图３ 频率对TE０ 模色散曲线的影响.其中,劈形波导的

斜率为０．０１,波导其他参数与４．１．１节相同

Fig敭３ InfluenceoffrequencyondispersiveofTE０mode敭

Thetapeslopeis０敭０１andotherwaveguide

parametersarethesameassection４敭１敭１

４．１．３　模阶数对导模色散特性的影响

类似于上述两节,当劈形平面波导斜率为０．０１、
频率为５．０GHz以及模阶数分别为０,１,２时,根
据(７)、(１９)和(２０)式画出相关色散曲线(图４).从

图４可以看出,对于不同的模阶数,它们有类似的色

散特性.传播常数随着劈形波导长度的增加而线性

增加,而且随着模阶数的增加,色散曲线上移,传播

常数变大.

４．２　TE振荡模在劈形平面波导中的功率流传输

根据色散方程可得到TE振荡模的色散曲线,
进一步对该色散曲线进行曲线拟合,具体公式为

β(z)＝p１z８＋p２z７＋p３z６＋p４z５＋
p５z４＋p６z３＋p７z２＋p８z＋p９. (２１)
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图４ 模阶数对TE振荡模色散曲线的影响.

劈形波导斜率为０．０１,频率为５．０GHz,

波导的其他参数与４．１．１节相同

Fig敭４ Influenceofmodeorderondispersiveof
TEoscillatingguidedmodes敭Thetaperslope
equalsto０敭０１andf＝５敭０GHz besides other
waveguideparametersarethesameassection４敭１敭１

采用控制变量的方法得到了劈形平面波导斜率的变

化、频率的变化以及模阶数变化的相关数据(表１).

４．２．１　劈形平面波导斜率对TE０ 模功率流传输的

影响

当f＝５．０GHz时,其他相关数据见表１,波导

参数与４．１．１节相同,根据(１７)~(２０)式画出不同

斜率k的功率流特性曲线(图５).这些特性曲线具

有以下特点.１)由于电场强度同时受x 和z 方向

的影响,该特性曲线精细反映了电磁波在劈形平面

波导内的传输.开始传输时功率流周期性变化,说
明波导中存在较强的内模耦合.２)对于不同的斜

率,曲线形状类似,显示了它们具有类似的功率流传

输特 性.随 着 波 导 长 度 的 增 加(波 导 长 度 小 于

６mm),芯层内的功率流首先振荡增加,然后快速减

小(除斜率k＝０．０１外).３)当斜率从０．０１增加到

０．０５和０．１０时,曲线被进一步压缩在一个较窄的区

域内.特别是当劈形波导斜率为０．１０时,波导长

度小于２．５mm,功率流特性保持不变,该特性有助

于将来开发小型波导器件.
表１　色散曲线拟合的相关参数

Table１　Someparametersforthedispersivecurvesfitting

f/GHzm k p１ p２ p３ p４ p５ p６ p７ p８ p９
５ ０ ０．０１ ８．１４×１０－９ －６．００×１０－７ １．８４×１０－５ －０．０００２９８ ０．００２７５ －０．０１３９９ ０．０４０３４ ０．０３３７ １．９１５
５ ０ ０．０５ ０．００３１７９ －０．０４６８４ ０．２８７２ －０．９３２５ １．７１９ －１．７４９ １．００９ ０．１６８５ １．９１５
５ ０ ０．１ ０．８１３８ －５．９９６ １８．３８ －２９．８４ ２７．５ －１３．９９ ４．０３４ ０．３３７ １．９１５
５ １ ０．０１ ９．９８×１０－１０ －２．８７×１０－８ ４．９５×１０－７ －２．５４×１０－６ ４．５１×１０－５ ６．６１×１０－４ ０．０１７８ ０．４４６ １１．２
５ ２ ０．０１ －６．０７×１０－６ １．３９×１０－５ －１．２３×１０－５ ７．５２×１０－６ ５．０１×１０－５ ０．００１２９２ ０．０３２４８ ０．８１６５ ２０．５３
４．５ ０ ０．０１ ５．５９×１０－１０ －１．８７×１０－８ ３．３４×１０－７ ２．６０×１０－５ ２．５４×１０－４ ０．０００２５３８ ０．００７４７４ ０．１８６ ４．６９４
４．８ ０ ０．０１ ３．１８×１０－９ －１．９８×１０－７ ５．２３×１０－６ －７．３０×１０－５ ０．０００５９０９ －０．００２４４ ０．０１０２５ ０．１００７ ２．６９３
５．３ ０ ０．０１ ２．９１×１０－８ －２．４９×１０－６ ８．８１×１０－５ －０．００１６４４ ０．０１７３５ －０．１０２２ ０．３１２６ －０．３５７２ １．２２４

图５ 劈形平面波导斜率对TE０ 模功率流的影响,

波导其他参数与图３相同

Fig敭５ InfluenceoftaperslopeonpowerflowofTE０mode敭

Theothercorrespondingwaveguideparameters
employedarethesameasthatinFig敭３

４．２．２　频率对TE０ 模功率流传输特性的影响

当斜率为０．０１,传播常数的相关系数如表１所

示,波导的其他参数与４．１．２节相同时,根据相关方

程画出了不同频率TE０ 模的功率流传输特性曲线

(图６).从图６可以看出,这些特性曲线具有以下

图６ 频率对TE０ 模功率流传输的影响.劈形波导的

斜率为０．０１,波导其他参数与图３相同

Fig敭６ Influenceoffrequencyonpowerpropagationof
TE０mode敭Theslopek＝０敭０１andtheothercorresponding
parametersemployedarethesameasthatinFig敭３

特点.１)随着频率的增加,特性曲线上移,芯层中

的功率流减小,这是由于较多电磁波被劈形波导的

界面折射而进入了包层.２)随着波导长度的增加,

０４１３０２Ｇ５
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功率流波动变化,而且随着频率的增加,这种波动性

越明显.特别是在频率较低时,随着波导厚度的变

化,功率流传输并不发生明显变化,该特性有助于降

低波导的加工精度.

４．２．３　模阶数对TE模功率流的影响

当劈形波导斜率k＝０．０１,频率f＝５．０GHz,
波导参数与４．１．３节相同时,根据相关方程画出了

不同模阶数的功率流特性曲线(图７).这些特性曲

线具有以下特点.

图７ 模阶数对TE振荡模功率流的影响.频率为５．０GHz,

劈形平面波导的斜率为０．０１,波导其他参数与４．１．１相同

Fig敭７ Influenceofmodeorderonpowerpropagationof
TEoscillatingguidedmodes敭Thetaperslopekis０敭０１ 

frequencyis５敭０GHz andotherwaveguide

parametersarethesameas４敭１敭１

１)当m＝０和１时,随着波导长度的增加,波
导芯层中的传输功率流缓慢增加.当m＝２以及波

导长度小于３mm时,波导芯层中的传输功率流有

少量减小;然后,随着波导长度的增加,波导芯层中

的功率流快速减小.当劈形波导长度进一步增加,
波导芯层中功率流变化不大,该特性有助于降低波

导的加工精度.

２)随着模阶数的增加,功率流特性曲线下移,
这说明波导芯层中的功率流增加.由图４可知,随
着模阶数的增加,有效折射率也逐渐增加,聚光能力

增强,因此,随着模阶数的增加,波导芯层中传输的

功率流也逐变增大.

５　结　　论

对含各向异性左手材料劈形平面波导TE振荡

模进行了相关研究.根据 Maxwell方程组以及变

量分离法,得到了TE振荡模的色散方程;考虑TE
模电磁场之间的关系,得到该模的归一化功率流方

程;基于上述方程,利用曲线拟合的方法,绘制相关

的特性曲线.

１)当m＝０,f＝５．０GHz,以及k从０．０１分别

增加到０．０５和０．１０时,TE模的色散曲线以及功率

流特性曲线被压缩.特别是当k＝０．１０时,劈形波

导长度小于２．５mm,该特性有助于将来设计小型化

波导器件.

２)当k＝０．０１以及f＝４．５GHz分别增加到

４．８GHz和５．３GHz时,色散曲线下移,但功率流特

性曲线上移,说明TE模的有效折射率变小,波导内

传输的功率流也减小.

３)当k＝０．０１,f＝５．０GHz以及m 从０分别

增加到１和２时,色散曲线上移,但功率流特性曲线

下移,说明TE模的有效折射率变大,波导芯层内传

输的功率流增大.

４)对于不同的模阶数(m＝０,１,２),在一定的

波导长度范围内,波导厚度的变化对功率流传输的

影响不大,该特性有助于降低波导的加工精度.
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