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摘要　提出一种基于波前像差模式系数求解的相位解缠算法,该算法是基于波前可利用Zernike多项式进行精确

表示来实现的.它通过求解对应Zernike多项式的系数,实现快速精确的相位解缠.以基于二元像差模式测量的

波前传感技术中的相位解缠为研究目标,利用数值仿真对该算法的可行性进行验证.数值仿真结果表明,相对于

最小二乘法而言,该相位解缠算法在解缠绕的精度和速度等方面均实现了大幅度提升.
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１　引　　言

相位解缠技术是一种从缠绕相位中恢复原始相

位的技术,被广泛地应用于光学测量、核磁共振成像

以及合成孔径雷达等研究中.常见的相位解缠绕算

法主要有两类:一类为路径跟踪解缠绕算法,该类算

法通过选取合适的积分路径实现相位解缠绕,主要

包括枝切法[１Ｇ２]和质量图导向法[３Ｇ４]等;另一类是基

于最小范数的相位解缠算法,通过将相位解缠问题

转化为最优化问题进行求解,包括最小二乘法[５Ｇ１１]

和网络规划法[１２].
实际上,很多基于相位实现测量的领域都有可

能涉及到相位解缠,基于二元像差模式测量的波前

传感技术[１３]就是其中之一.该波前传感技术通过

求解离散的 Walsh函数[１４]系数实现光场重建,并对

重建的光场进行波前提取以实现波前测量.从光场
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中提取的相位值域被限定为(－π,π],即该相位发

生了缠绕.为了实现波前的精确探测,需要对缠绕

相位进行相位解缠.
相位解缠的思路通常是求解与真实相位相差

２π倍数的缠绕相位,从而实现相位解缠.而在波前

探测过程中,波前像差是一种具有较强规律性的待

测目标.通常情况下,波前可以利用一组二维多项

式的线性组合进行表示.其中,Zernike多项式是一

组单位圆内正交的函数,与Seidel像差项相对应,能
够有效描述光学系统中的像差.同时,Zernike多项

式能够有效表示大气湍流引入的动态波前.例如,
大气湍流引起的波前像差一般会符合Kolmogorov
湍流模型,可利用Zernike多项式进行表示[１５].

据此,本文提出一种波前的相位解缠方法.该

波前传感技术中利用 Walsh函数对光场进行表示,
因此求解得到的单个扇形内波前的相位值相同.该

相位值可以利用单个值进行等效表示,以降低相位

解缠所需处理的数据量.然后,利用Zernike多项

式对“真实波前”进行表示,并利用最小二乘法对

Zernike多项式的系数进行求解,利用求解得到的

Zernike多项式系数对波前进行重建.

２　基本原理介绍

基于波前的相位解缠方法是先利用 Walsh函

数对待测光束的光场进行展开,展开形式为

E(x,y)＝Aeiφ ＝Acosφ＋iAsinφ＝

∑
N

l＝０
alWl ＋i∑

N

l＝０
blWl ＝∑

N

l＝０
BlWl, (１)

式中,A 为光场的振幅,φ 为光场的相位,Wl 为第l
项 Walsh函数,al 为光场实部Acosφ 的第l 项

Walsh函数的展开系数,bl 为光场虚部Asinφ 的第

l项 Walsh函数的展开系数,且有

Bl ＝al ＋ibl. (２)

　　对光场的展开系数Bl 进行求解,并利用求解

得到的系数对波前进行重构,可得

φ＝－iln(eiφ)＝－iln∑
N

l＝０
BlWl/A( ) , (３)

式中,φ 为重构得到的缠绕相位,值域为(－π,π].
在自适应光学中,待测波前的波动通常在波长

数量级内,因此缠绕相位中不满足连续性要求的相

位点通常是少数,因此可以通过让缠绕相位的差分

和解缠相位的差分之间的差的平方和最小,来实现

相位解缠.即相位解缠可转化为对目标函数J 最

小值的求解:

J＝∑
M－１

m＝１
∑
N

n＝１
φm＋１,n －φm,n －Δx

m,n
２＋

∑
M

m＝１
∑
N－１

n＝１
φm,n＋１－φm,n －Δy

m,n
２, (４)

式中,M 和N 为待测波前的分辨率,φm,n为待测波

前φ 中点(m,n)的相位,且有

Δx
m,n ＝W(ϕm＋１,n －ϕm,n)

Δy
m,n ＝W(ϕm,n＋１－ϕm,n){ , (５)

式中:W 为缠绕运算符,为对２π取模;Δx
m,n和Δy

m,n

表示缠绕相位的差分,值域为(－π,π].利用矩阵

理论可以将其转化为线性方程组解的最优化问

题[１６],即求解得到的最优解满足

φm＋１,n －２φm,n ＋φm－１,n( ) ＋

φm,n＋１－２φm,n ＋φm,n－１( ) ＝ρm,n, (６)
其中,

ρm,n ＝ Δx
m,n －Δx

m－１,n( ) ＋ Δy
m,n －Δy

m,n－１( ) .(７)

　　通常情况下,待测波前可以利用Zernike多项

式进行表示:

φ＝∑
K

k＝１
ckZ(k), (８)

式中,k 为波前表示中所用的Zernike多项式的项

数,ck 为第k项Zernike多项式的系数.将(８)式代

入(６)式中可得

∑
K

k＝１
ck [Z(k)

m＋１,n －２Z(k)
m,n ＋Z(k)

m－１,n]＋{

[Z(k)
m,n＋１－２Z(k)

m,n ＋Z(k)
m,n－１]}＝ρm,n, (９)

式中,Z(k)
m,n为第k项Zernike多项式在点(m,n)的相

位,可 以 通 过 理 论 计 算 求 得.在(９)式 中,仅 有

Zernike函数的系数ck 为未知量.将(９)式表示为

矩阵的形式:
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其中,

u(k)
m,n ＝ Z(k)

m＋１,n －２Z(k)
m,n ＋Z(k)

m－１,n[ ] ＋
Z(k)

m,n＋１－２Z(k)
m,n ＋Z(k)

m,n－１[ ] . (１１)

　　将(１０)式简写为

U×c＝ρ, (１２)
进而可求得
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c＝U＋ρ, (１３)
式中,U＋为U 的广义逆矩阵.将求得的Zernike多

项式的系数c代入(８)式可得解缠后的波前.

３　相位等效处理

在基于二元像差模式测量的波前传感技术中,
利用 Walsh函数进行展开并通过求解展开系数实

现光场重构,然后根据重构的光场对波前进行求解.
二维极坐标下的 Walsh函数通过在相应的扇形区

域内填入＋１或－１得到[１７].其中,扇形区域是对

单位圆在半径方向和角度方向上进行切分形成的,
如图１(a)所示.图１(b)为生成的二维极坐标下的

Walsh函数.

图１ Walsh函数.(a)切分得到的扇形单元;
(b)二维极坐标下的 Walsh函数

Fig敭１ Walshfunction敭 a Sectorelementsgeneratedby
segmentation  b WalshfunctionsintwoＧdimensional

polarcoordinate

从图１可知,Walsh函数在单个扇形单元内的

值不变.因此,在单个扇形单元区域内,基于 Walsh
函数表示的光场的值也不变,相应地,根据(３)式计

算得到的相位也是如此.为了缩减波前表示所用的

数据量,对波前进行了等效.单个扇形单元内的值

相同,所以采用单个相位值对扇形单元的相位进行

表示.等效相位表示为矩阵形式,如图２所示.其

中,横坐标表示圆周角度,纵坐标表示半径的平方.

图２ 波前的等效相位

Fig敭２ Equivalentphaseofwavefront

相位等效处理大幅压缩了相位表示所需的数据

量,从而减少了相位解缠中所需处理的数据量,提升

了波前重构速度.通常情况下,波前的分辨率和所

选用的空间光调制器件的分辨率相对应.空间光调

制器的分辨率通常可达到数十万乃至数百万,经过

相位 等 效 后 相 位 矩 阵 的 数 据 量 可 下 降 为 数

百个[１３,１８].
此外,等效后的相位矩阵缺失了某些相邻关系

的表示.例如,φm,１和φm,N 所代表的扇形区域在实

际空间中是相邻的,而等效后的矩阵却没有体现出

该相邻关系;φ１,n(n＝１,,N)表示圆心区域扇形

的相位,空间上彼此相邻,等效后的矩阵也没有体现

此相邻关系.

４　数值仿真及分析

通过数值仿真对该相位解缠算法的可行性和有

效性进行验证.首先,根据Kolmogorov湍流模型,
利用Zernike多项式的前３５项生成随机入射波前,
如图３(a)所示.基于此生成的波前能够在一定程

度上表征大气湍流引起的波前像差,峰值(PV)为

１．４０λ,均方根(RMS)为０．３１λ.图３(b)为随机入射

波前所对应的Zernike多项式的系数[１５].

图３ 入射波前.(a)波前形状;(b)Zernike多项式系数

Fig敭３ Incidentwavefront敭 a Wavefrontshape  b Zernikepolynomialcoefficients
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　　利用前２５６项 Walsh函数对入射光场进行重

建,并根据(３)式,对波前相位进行求解,求解得到的

缠绕相位如图４(a)所示.从图４(a)可以看到,提取

得到的相位发生了相位缠绕,与原始的入射波前的

形状不符.为实现波前的精确重构,需要对得到的

缠绕相位进行相位解缠处理.

图４ 相位重构.(a)缠绕相位;(b)等效相位

Fig敭４ Phasereconstruction敭 a Wrappedphase  b equivalentphase

　　为降低相位矩阵的数据量,对提取得到的相位

进行相位等效处理,如图４(b)所示,相位的数据量

从７６８×７６８降为１６×１６.其中,７６８×７６８为仿真

中入射波前的分辨率,该值参照常见的空间光调制

器的空间分辨率进行选取;１６×１６为波面分割形成

的扇形单元的个数,与光场重构中使用的 Walsh函

数的数量相等[１３].通过对比两个数据量的大小可

以得出,波前等效处理使数据量大幅降低.将等效

后相位矩阵代入(７)式可以求得ρm,n,将其重写成一

维列向量,即ρ.
在相位求解过程中对待测波前的相位进行等

效,为了能够利用Zernike多项式对等效后的相位

进行表示,对前３５项Zernike多项式中的每一项分

别进行离散重构,并对重构后的相位进行等效,结果

如图５所示.其中,图５中的第一行为Zernike多

项式对应的面型,第二行为相应的离散重构面型,第
三行为等效相位.等效后,单项Zernike多项式可

以利用１６×１６的矩阵进行代替.将 Zernike多

项式各项的等效相位值分别代入(１１)式中,可求得

图５ Zernike多项式等效相位

Fig敭５ EquivalentphaseoftheZernikepolynomials

u(k)
m,n,并将其组合可求得矩阵U,进而获得其广义逆

U＋.其中,U 是由所选取的Zernike多项式决定的

量,其值与待测波前无关.
根据(１３)式,利用求解得到的ρ和U＋对Zernike

多项式各项的系数进行求解,求解结果如图６(a)所
示.图６(b)为Zernike多项式系数的求解误差.

图６ Zernike多项式系数求解结果.(a)Zernike多项式系数;(b)Zernike多项式系数的求解误差

Fig敭６ ResultsoftheZernikepolynomialcoefficients敭 a Zernikepolynomialcoefficients 

 b errorvaluesoftheretrievalZernikepolynomialcoefficients
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　　根据(８)式,利用求得的Zernike多项式的系数

对待测波前进行重构,结果如图７(a)所示.图７(b)
为重构误差,xPV＝０．００９２λ,xRMS＝０．００２４λ.

从仿真结果可得,通过求解模式系数来对波前

进行解缠绕的方法可以实现波前的精确重构,验证

了该方法的有效性.同时,通过求解Zernike多项

式的 系 数,相 位 解 缠 实 现 了 离 散 波 前 相 位 的 平

滑[１３],避免了相位平滑过程中的时间损耗.
此外,利用等效相位矩阵代替Zernike多项式

进行 重 构,可 以 得 到 待 测 波 前 的 等 效 相 位,如
图８(b)所示.图８(a)和８(c)分别为入射波前的等

效相位和等效相位的重构误差示意图.

图７ 波前重构结果.(a)重构波前;(b)波前重构误差

Fig敭７ Wavefrontreconstructionresults敭 a Reconstructedwavefront  b wavefrontreconstructionerror

图８ 基于等效相位矩阵的相位重构结果.(a)入射波前等效相位;(b)重构波前等效相位;(c)等效相位重构误差

Fig敭８ Phasereconstructionresultsbasedontheequivalentphasematrix敭 a Equivalentphaseoftheincidentwavefront 

 b equivalentphaseofthewavefrontreconstruction  c erroroftheequivalentphasereconstruction

　　将入射波前的等效相位视为原始相位,Zernike
多项式的等效相位视为一组可对该等效相位进行表

示的“函数”,则该相位解缠可以视为通常意义下的

二维相位解缠.这说明对于原始相位可以利用有限

函数精确表示相位解缠问题,该相位解缠算法同样

具有一定的适用性.
波前重构的过程中,利用 Walsh对由Zernike

多项式生成的随机波前展开重建,得到缠绕相位,并
通过求解Zernike多项式的系数实现波前解缠,得

到重构波前.其中,光场展开时所使用的 Walsh函

数的项数和波前解缠时所使用的Zernike多项式

的项数都会影响波前测量的精度.为了探讨波前

展开时所使用的 Walsh函数的项数和波前解缠过

程中所使用的Zernike多项式的项数对测量精度

的影响,利用不同项数的 Walsh函数对光场进行

展开并进行求解,并在波前解缠过程中采用不同

项数的Zernike多项式进行波前展开,结果如表１
所示.

表１　残余波前的均方值

Table１　RMSoftheresidualwavefront

Numberof
Zernikefunction

NumberofWalshfunction
１２８ ２５６ ５１２ １０２４

３５ ０．００４２λ ０．００２４λ ０．００２１λ ０．００１７λ
６５ ０．０１５８λ ０．００３３λ ０．００２２λ ０．００１９λ

　　从表１中可以看出,随着波前展开过程中所使

用的 Walsh函数项数的增加,求解的残余波前的

RMS减小.当Walsh函数的项数大于２５６项时,由
Walsh项数增加带来的波前精度的提升幅度减小.
所以,在实验中选取前２５６项 Walsh函数对波前进

行表示.最小二乘相位解缠算法是一种基于全局优

化的相位解缠算法,解缠得到的相位并不是在缠绕

波前的基础上增加２π倍或减小为原来的１/(２π)而
得到.利用最小二乘相位解缠算法对缠绕波前进行

解缠时,得到的波前会在真实波前的基础上有一个
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伸缩变形.当利用６５项Zernike多项式进行波前

解缠时,其中的第３６项至第６５项Zernike多项式

会对该变形进行拟合并被记入残余波前.所以如

表１所示,当采用６５项Zernike多项式进行波前解

缠时,残余波前的RMS反而略大.
为了对该相位解缠算法的性能进行分析,对该

算法与最小二乘相位解缠算法的求解精度和速度进

行对比.其中,最小二乘相位解缠算法选取的是基

于快速傅里叶变换的最小二乘法.对比结果如表２
所示.

表２　解缠绕算法性能对比

Table２　Performancecomparisonofphase

unwrappingalgorithm

Phaseunwrappingalgorithm Time/s RMS/λ
LeastＧsquare ０．１５６ ０．１５２

Proposedalgorithm ０．０００８ ０．００２４

　　从仿真结果中可以发现,研究使用的基于模式

系数求解的相位解缠算法的求解速度更快,精度

更高.

５　结　　论

研究介绍了一种通过求解像差模式系数来实现

相位解缠的算法.基于先验性知识———波前像差可

以利用Zernike多项式进行表示,该算法实现了待

测波前的快速精确解缠.从仿真结果看,相比于基

于快速傅里叶变换的最小二乘相位解缠算法,该算

法具有更高的求解速度和求解精度.对于基于二元

像差模式测量的波前传感技术来说,该相位解缠算

法通过求解Zernike多项式的系数在实现相位解缠

的同时实现了波前的平滑和波前重构速度的进一步

提升.
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