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基于量子反馈保护量子比特的相干性

王国友１,郭有能２∗
１湖南工业大学理学院,湖南 株洲４１２００７;

２长沙学院电子与通信工程系,湖南 长沙４１００２２

摘要　通过采用直接的量子反馈方法控制量子比特的量子相干性,研究了与单模腔相互作用的量子比特的量子相

干性的动力学演化.利用l１ 范数相干性和量子相对熵相干性描述量子系统的相干性,分析了量子反馈和外部驱

动对系统相干性演化的影响.研究结果表明,两种相干性表现出相同的动力学特性,量子反馈减慢了量子相干性

的衰减,在一定程度上保护了量子相干性.若考虑外部驱动,在强驱动下,长时极限的稳态的量子相干性为零,而
在非强驱动下相干性达到一个不变的最大值.
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１　引　　言

量子相干性是量子系统的基本特性之一,在经

典力学不能实现的操作或任务中,量子相干性担当

着核心的角色.相干性是量子系统的非经典行为

(如量子纠缠[１Ｇ６])存在的前提.量子相干作为量子

源引起了研究者的广泛关注[７Ｇ１６].许多函数被用于

量化量子相干性,如相对熵[７]、保真度[８]、迹距离[９]、
量子关联[１０Ｇ１１]及偏斜信息[１２Ｇ１３]等.Baumgratz等[７]

指出,量子态的量子相干性的有效度量应该满足以

下要求:１)相干性应该是非负的,当且仅当非相干

态的取值为０;２)在非相干完全正定和保迹操作下

是非增大的,或在非相干选择测量下是单调减小的;

３)相干性应是凸性的,即在量子态的混合下相干性

是收缩的.基于这些条件,Baumgratz等[７]提出了

两种相干性度量:l１ 范数相干性和量子相对熵相干

性.这两种度量直观且易于计算,得到了许多研究

者的认可.
每个现实的系统都不可避免地与环境接触并相

互作用.在噪声环境的作用下,相干性与别的量子
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资源一样脆弱,可能发生退相干.许多抑制退相干

的方法被提出,如动力学退耦、免退相干子空间、库
工程等.这些方法在量子信息处理和量子计算任务

中起到了至关重要的作用.通过将测量获取的信息

反馈给控制系统来直接操控系统的量子反馈方法被

认为是抑制退相干的基本方法之一.受单个量子比

特的量子反馈控制实验[１７Ｇ２２]和量子反馈可提高参数

估计精度[２３]的启发,本文使用量子反馈方法(只考

虑完美的探测效率)保护一个耗散量子比特的相干

性.研究结果表明,量子比特的l１ 范数相干性和量

子相对熵相干性的动力学演化表现出相同的特性.
在长时极限下,量子反馈减慢了量子相干性的衰减

速率,在一定程度上保护了量子相干性;考虑非强驱

动,当驱动强度足够大时,长时极限下稳态的相干性

达到一个最大值且随着驱动强度的继续增大而保持

不变.

２　两种量子相干性度量

Baumgratz等[７]提出了基于量子态的密度矩阵

非对角元的量子相干性的直观度量,即l１ 范数相干

性度量Cl１
(ρ).其定义为量子系统的密度矩阵的

所有非对角元的绝对值之和,即

Cl１
(ρ)＝∑i,j,i≠j ρij , (１)

式中ρij为量子态ρ 的非对角元.l１ 范数相干性度

量最直观地体现了量子态的相干性本质,满足相干

性度量所有物理上的要求,且易于计算.单量子比

特的量子态表示为

ρ＝
ρ１１ ρ１２

ρ∗
１２ １－ρ１１

æ

è
ç

ö

ø
÷ , (２)

式中∗代表求共轭.
故单量子比特的量子态的l１ 范数相干性度

量为

Cl１(ρ)＝２|ρ１２|. (３)

　　另一种满足物理条件的相干性度量是量子相对

熵相干性度量CR(ρ),其定义为

CR(ρ)＝S(ρdiag)－S(ρ), (４)
式中ρdiag为把系统密度算符ρ 中所有非对角元用０
代替后生成的对角矩阵,S(ρ)为密度算符ρ 的von
Neumann熵,即S(ρ)＝－tr(ρ)lbρ,其中tr代表

求迹.通过简单计算,可得量子态的量子相对熵相

干性度量为

CR(ρ)＝λ１lbλ１＋λ２lbλ２－ρ１１lbρ１１－
(１－ρ１１)lb(１－ρ１１), (５)

式中λi(i＝１,２)为密度算符ρ 的本征值,且λi＝

１/２[１± １＋４(ρ２１１＋ ρ１２ ２－ρ１１)].

３　模型和理论

JaynesＧCummings模型是一个关于二能级原子

与量子光场相互作用的最基本、最典型的量子模型.
采用JaynesＧCummings模型,考虑一个量子比特与一

个单模腔的共振作用系统[２,５,２４Ｇ２６],如图１所示.其相

互作用强度为g,腔模b的衰减率为κ,基态为|g›的
量子比特的激发态|e›的自发辐射率为γ０.当未考虑

对系统的反馈作用时,整个系统的时间演化满足

Lindblad主方程[２３](约化普朗克常量h－＝１):

dρ
dt＝－i[H,ρ]＋κL[b]ρ＋γ０L[σ－]ρ, (６)

式中t为时间;σ－ 为量子比特的降算符;L 为超算

符,其定义为L[a]ρ＝aρa＋－１/２(a＋aρ＋ρa＋a),
其中a 为湮灭算符,a＋为a 的厄米共轭算符;H 为

哈密顿量,其表达式为

H ＝
Ω
２σx ＋g(σ＋b＋σ－b＋), (７)

式中Ω 为经典驱动场的强度;σx 为泡利算符,其表

达式为σx＝σ＋＋σ－,其中σ＋为量子比特的升算符;

b＋为b的厄米共轭算符.
假设腔模的衰减率比系统其他有关的频率大得

多,腔模可被绝热消除,得到量子比特的有效衰减率

γ＝g２/κ[１,２３].为简单起见,只考虑量子比特的自

发辐射可忽略的情形(γ≫γ０).
考虑直接的量子反馈控制,即当来自腔输出的

光子被探测器D测到后,立即对量子比特系统执行

一个幺正变换作为反馈[２].反馈哈密顿量 Hfb＝
I(t)B正比于测量信号I(t),其相应的反馈算符为

U＝exp －iBδt( )
[２,２３],其中B 为相应I(t)的反馈哈

密顿量.对于基于光探测测量的反馈方案,量子比

特的密度矩阵[２,２３Ｇ２４]满足

图１ 量子反馈示意图

Fig敭１ Schematicofquantumfeedback
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dρ
dt＝－i

Ω
２

[σx,ρ]＋γL[Uσ－]ρ, (８)

式中L[Uσ－]ρ＝Uσ－ρσ＋U＋－
１
２

(σ＋σ－ρ－ρσ＋σ－),

其中U＋为U 的厄米共轭.反馈Uσ－ρσ＋U＋可理解

为利用σ－ρσ＋描述一个探测事件,探测事件发生后,
幺正演化算符U 立刻应用到系统上并持续作用有限

时间δt[２,２３Ｇ２５].采用文献[２３]中的方法,别的相关参

数用δt标度,如t或γ 分别表示t/δt或γδt,并令

δt＝１.一般形式的反馈算符可分解为泡利算符,对
原子的反馈哈密顿量通常选择泡利算符或其线性叠

加.考虑到实验的限制,选择反馈算符[２３,２５]为

U＝expiσr( ) ＝Icosr＋
i(σxsina＋σycosa)sinr, (９)

式中I为２×２的单位算符;σ＝(σx,σy,σz)为泡利算

符矢量,其中σy 为泡利算符的y 方向分量,σz 为泡

利算 符 的z 方 向 分 量;r 为 反 馈 参 数 矢 量,r＝
(rsina,rcosa,０),其中r为矢量r的模.故反馈算

符由r和a 描述[２３,２５].在图１中,r和a 包括在 Hfb

中,通过调节r和a的值,实现不同的反馈操作.在实

验上,可以理解为将态矢量绕着布洛赫球的x、y、z轴

旋转某个特定的角度,r及a与旋转的角度有关.
考虑外部驱动场的作用时,计算较复杂,且无解

析解;考察量子反馈对相干性的影响,故主要讨论无

外部驱动场作用(Ω＝０)时量子反馈对量子相干性

的影响.
根据(８)式,阻尼衰减可以看作一个量子通道.

对一个等权重的初始态|ψ(０)›＝cosθ|e›＋sinθ|g›,

θ＝π/４,在没有反馈(r＝π)的情况下,量子比特的

密度矩阵为

ρ＝
ρ１１(t) ρ１２(t)

ρ∗
１２(t) １－ρ１１(t)

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
, (１０)

式中

ρ１１(t)＝exp－γt( )/２,ρ１２(t)＝exp－γt/２( )/２.
(１１)

　　利用(３)式和(５)式,求得量子比特的l１ 范数相

干性和量子相对熵相干性的表达式分别为

Cl１(ρ)＝２|ρ１２(t)|＝exp－γt/２( ) , (１２)

CR(ρ)＝
１＋μ(t)
２ lb１＋μ(t)

２ ＋

１－μ(t)
２ lb１－μ(t)

２ －
１＋ν(t)
２ lb１＋ν(t)

２ －

１－ν(t)
２ lb１－ν(t)

２
, (１３)

式中参量μ(t)＝[１＋exp －２γt( )－exp －γt( ) ]１/２,

ν(t)＝１－exp －γt( ) .当t→¥时,量子相干性的渐

近值为０.
在长时极限下,反馈参数a 几乎不影响系统的

本征值,故a＝０在考虑反馈的讨论中是一个很好

的近似[２３].考虑反馈(r≠π)且无外部驱动场作用

(Ω＝０)时,通过计算得到(１０)式中的密度矩阵元为

ρ１１(t)＝exp－γtcos２r( )/２,ρ１２(t)＝
１＋tan(２r)１－exp －γtcos(２r)/２[ ]{ }{ }×

exp－γt/２( )/２. (１４)

　　根据(３)式和(５)式,求得反馈影响下量子比特

的l１ 范数相干性和量子相对熵相干性的解析式分

别为

Cl１
(ρ)＝ １＋tan(２r)１－{{

exp －γtcos(２r)/２[ ] } }exp－γt/２( ) ,(１５)

CR(ρ)＝
１＋ζ(t)
２ lb１＋ζ(t)

２ ＋

１－ζ(t)
２ lb１－ζ(t)

２ －
１＋ξ(t)
２ lb１＋ξ(t)

２ －

１－ξ(t)
２ lb１－ξ(t)

２
, (１６)

式中参量ζ(t)＝{１＋exp(－２γtcos２r)＋{１＋tan(２r)×
{１－exp[－γtcos(２r)/２]}}２exp(－γt)－２exp(－γt
cos２r)}１/２,ξ(t)＝１－exp(－γtcos２r).

图２所示为量子比特的l１ 范数相干性随时间

的演化,可以看出,当量子反馈不存在(r＝π)时,量
子比特的l１ 范数相干性随时间呈指数减小,最后衰

减为零;当存在量子反馈(r＝π/３)时,l１ 范数相干

性衰减得更缓慢.这是因为通过量子反馈及时修正

了系统的哈密顿,从量子系统流出的信息得到了一

定的补偿,噪声被抑制,这有力地说明利用量子反馈

可以保护量子相干性.图２(a)、(b)对比结果表明,
随着有效衰减率的增大,量子相干性降低,衰减得更

快.在长时极限下,l１ 范数相干性均衰减为０.
图３所示为量子比特的量子相对熵相干性随时

间的演化,可以看出,当未考虑量子反馈(r＝π)时,量
子相对熵相干性随时间的增长呈指数减少,最后衰减

为零;当考虑量子反馈(r＝π/３)时,量子相对熵相干

性的衰减明显减慢.这说明量子相干性在反馈的影

响下可以持续更长的时间.图３(a)、(b)对比结果表

明,随着有效衰减率的增大,量子相干性减小,衰减得

更快.在长时极限下,量子相对熵相干性均为０.
当a＝０、t＝１５时,两种量子相干性随反馈参数

r的变化如图４(a)、(b)所示,可以看出,两种相干性

度量随反馈参数r的变化有类似的振荡特性;有效

１０２７０２Ｇ３
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图２l１ 范数相干性随时间的演化.(a)γ＝０．１;(b)γ＝０．５
Fig敭２ Timeevolutionofl１normofcoherence敭 a γ＝０敭１  b γ＝０敭５

图３ 量子相对熵相干性随时间的演化.(a)γ＝０．１;(b)γ＝０．５
Fig敭３ Timeevolutionofquantumrelativeentropyofcoherence敭 a γ＝０敭１  b γ＝０敭５

衰减率越大,振荡幅度越小;相干性是关于参数r的

周期为π的周期函数.故可在０~π间调节反馈强

度以便达到最优的量子相干性.当有效衰减率较小

(γ＝０．１)时,如图４(a)所示,l１ 范数相干性未出现

为零的点,这说明反馈作用下的l１ 范数相干性比相

对熵相干性更稳健.

图４ 当t＝１５,a＝０时,量子相干性随反馈参数r的变化.(a)γ＝０．１;(b)γ＝０．５
Fig敭４ Quantumcoherenceversusfeedbackparameterratt＝１５anda＝０敭 a γ＝０敭１  b γ＝０敭５

　　若考虑外部驱动(Ω≠０)的影响,量子比特在任

意时间的密度矩阵元均不能得到解析解,但可求得

长时极限下的非零稳态的矩阵元为

ρs１１＝Ω２/M,ρs１２＝
Ω[Ωsin(２r)cos(a)－iγcos２r]/M, (１７)

式中参量M＝Ωγsin(２r)sina＋γ２cos２r＋２Ω２.当强

驱动即Ω 远大于其他参数时,矩阵元变为ρs１１＝１/２,

ρs１２＝０,则两种相干性变为０.若考虑弱驱动强度且

设反馈参数r＝π/３,则(１７)式中的矩阵元约化为

ρs１１＝２Ω２/(４Ω２＋γ２/２),ρs１２＝Ω(３Ω－iγ/２)/(４Ω２＋
γ２/２).利用(３)式和(５)式求得长时极限下稳态的l１
范数相干性(相对熵相干性也有类似的特性)为Cs

l１＝

Ω ３Ω２＋γ２/４/(４Ω２＋γ２/２).故当无驱动时稳态的

相干性为０.图５所示为r＝π/３时稳态的l１ 范数相

干性随驱动强度Ω的变化情况.可以看出,在相对

较小的驱动时,随着驱动强度的增大,稳态的相干性

增大;当驱动强度足够大时,相干性保持在一个最大

的稳定值(３/４),且有效衰减率越大,达到相干性最

大稳定值所需要的驱动强度越大.这说明大的驱动

强度减弱了量子比特与环境之间的信息交换,抑制了

更多的信息流向环境.故在量子信息处理需要一个

相干性较大的稳态时,应该考虑合适的有效衰减率、
反馈参数和驱动强度.

１０２７０２Ｇ４
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图５ 稳态的l１ 范数相干性随驱动强度Ω 的变化

Fig敭５l１normofcoherenceatsteadystateversus
drivingstrengthΩ

４　结　　论

研究了与单模腔相互作用的量子比特的量子相

干性的动力学演化.分别利用l１ 范数相干性和量

子相对熵相干性来描述量子比特系统的相干性,讨
论了量子反馈和外部驱动对量子比特系统的相干性

演化特性的影响.研究结果表明,两种相干性表现

出了类似的动力学特性.当只有量子反馈存在时,
量子相干性的衰减速率减小,这在一定程度上保护

了量子相干性;量子相干性是关于反馈参数r 的周

期为π的周期函数.当外部驱动和反馈都存在时,
在强驱动机制下长时极限的稳态的相干性为零;在
弱驱动机制里,驱动强度足够大时,稳态的相干性达

到一个随驱动强度的增大而保持不变的最大值.量

子比特的有效衰减率越大,达到相干性最大稳定值

的驱动强度也越大.故在量子信息处理中应该综合

考虑有效衰减率、反馈参数和驱动强度,以得到相干

性较大的稳态.量子反馈控制被认为是处理退相干

等问题时很有潜力的方法之一.在实验上,综合考

虑有效衰减率、反馈参数和驱动强度,探索零拍测量

方案和探测效率对量子相干性的影响是一个值得深

入研究的课题.
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