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非旋波近似下TavisＧCummings模型的纠缠特性
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摘要　采用相干态正交化法研究了非旋波近似下TavisＧCummings(TC)模型中两非全同量子比特间的纠缠动力学

问题,分析了同一耦合强度下不同跃迁频率的量子比特和光场对两量子比特间纠缠演化的影响.研究结果表明,

在弱耦合情况下,当其中一个量子比特的跃迁频率与光场频率相同而另一个量子比特的跃迁频率与光场频率对称

失谐时,量子比特间的纠缠完全相同;当耦合强度较大时,两对称失谐情况下的量子比特间的纠缠演化由于非旋波

项的作用不再完全相同.
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１　引　　言

Rabi模型是经典的描述原子与光场相互作用

的模型之一[１],关于纠缠行为的研究对实验上制备

纠缠态具有重要的参考意义[２].近年来,实验上提

供的光谱清晰表明,Johsephson电荷量子比特Ｇ离子

阱系统与腔Ｇ原子系统非常相似[３],但其耦合强度要

比腔Ｇ原子系统的大几个数量级.对于实现量子

Rabi模型的电路量子电动力学系统(如超导量子比

特与一维传输线共振器或谐振电路系统等)[３Ｇ６],其

超导量子比特Ｇ振子的耦合强度也较大.对于处于

强(或超强)耦合区的系统,反旋波效应起了不可忽

视的作用.因此,研究非旋波近似下的Rabi模型有

重要的意义.
相干态正交化展开法[７Ｇ９]、零级近似法[１０Ｇ１１]相继

被应用于Rabi模型的理论计算中.He等[１２]对非

旋波近似下的Rabi模型进行了一阶修正,使其能在

深强耦合区有近似解析解.徐玉虎等[１３]选取量子

比特的初态为Bell态,光场初态为真空态,利用相

干态正交化法研究了TavisＧCummings(TC)模型的
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一些纠缠特性,研究结果表明,在弱耦合情况下,当
两全同量子比特的跃迁频率与光场频率的差值相同

时,其纠缠演化基本相同.
本文在文献[１３]的基础上,选取同样的初态,采

用相干态正交化展开法[１４],分析了非旋波近似下

TC模型中同一耦合强度下不同跃迁频率的量子比

特和光场对两非全同量子比特间的纠缠演化的影

响;对比了旋波近似下同样参数取值时两非全同量

子比特间的纠缠图样,突出了非旋波项在强耦合时

的作用.

２　模　　型

选取与文献[１３]中相同的模型,其哈密顿量为

H ＝ω０a＋a＋
１
２∑

２

i＝１
ωiσzi＋∑

２

i＝１
gi(a＋a＋)σxi,

(１)
式中ω０ 为光场频率;ω１、ω２ 分别为两量子比特的本

征跃迁频率;g１、g２ 分别为两量子比特与光场的耦

合系数;a＋、a 分别为光子的产生和湮灭算符;σzi、

σxi均为泡利算符,可由量子比特的基态|g›i 和激发

态|e›i(i＝１,２)给出.
为 了 计 算 方 便,用 幺 正 算 符 V ＝

exp
iπ
４∑

２

i＝１
σyi

æ

è
ç

ö

ø
÷ 对(１)式中的哈密顿量进行坐标旋转

变换[１１],幺正算符V 的作用相当于作如下变换:

e›i＝
２
２ E›i－|G›i( )

g›i＝
２
２ E›i＋ G›i( )

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

, (２)

式中 E›i 和 G›i 分别由基态 g›i 和激发态 e›i
经幺正算符V 作用得到.

故哈密顿量变为

H ＝ω０a＋a－
１
２∑

２

i＝１
ωiσxi＋∑

２

i＝１
gi(a＋a＋)σzi.

(３)

　　考虑到宇称算符Π ＝∏
２

i＝１
σxiexpiπa＋a( ) 与哈

密顿量H 对易,则宇称也是该系统中的一个守恒

量,因此,该系统可分为奇宇称和偶宇称两个无穷维

的子空间.故文献[１３]中的定态波函数为

›＝∑
N

n＝０
an n›A E１E２›＋bn n›B E１G２›＋[

cn n›C G１E２›＋dn n›D G１G２›] . (４)
(４)式也是宇称算符的本征态,即Π|›＝κ ›,本征

值κ＝１,－１(κ＝１为偶宇称,κ＝－１为奇宇称),
存在

dn ＝κ(－１)nan

cn ＝κ(－１)nbn
{ , (５)

式中Fock态中粒子数n＝０,１,２,,N,N 为理论

极限值;an、bn、cn、dn 为待定系数;n›A、n›B、

n›C、n›D为平移后的Fock态;A、B、C、D 为新的

湮灭算符.
将(４)、(５)式代入定态薛定谔方程,并考虑平移

Fock态的复共轭的作用,可得

ω０m－
g２

＋

ω０

æ

è
ç

ö

ø
÷am ＋∑

N

n
Ω１,mnbn ＝Eam

ω０m－
g２

－

ω０

æ

è
ç

ö

ø
÷bm ＋∑

N

n
Ω２,mnan ＝Ebm

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

, (６)

式中m 为Fock态中的粒子数,m＝０,１,２,,N;

am 和bm 为 待 定 系 数,当 m ＝n 时,am (bm)＝
an(bn);g＋＝g１＋g２,g－＝g１－g２;非对角元Ω１,mn

和Ω２,mn描述不同平移fock态间的跃迁.解(６)式
可得到奇偶两个宇称空间内的能谱 Eκ

n{ } 及展开系

数 aκ
n,bκ

n{ }.

Ω１,mn ＝－
ω２

２ A‹m|n›B －
ω１

２
(－１)nκA‹m|n›C

Ω２,mn ＝－
ω２

２ B‹m|n›A －
ω１

２
(－１)nκB‹m|n›D

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

, (７)

A‹m|n›B ＝C‹m|n›D ＝(－１)mDmn －
２g２

ω０

æ

è
ç

ö

ø
÷

A‹m|n›C ＝B‹m|n›D ＝(－１)mDmn －
２g１

ω０

æ

è
ç

ö

ø
÷

Dmn(x)＝ ∑
min[m,n]

i＝０

m!n!
i! (m－i)! (n－i)!

(－１)－ixm＋n－２iexp－
x２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

, (８)

A＝a＋
g＋

ω０
,B＝a＋

g－

ω０
,C＝a－

g－

ω０
,D＝a－

g＋

ω０
. (９)
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　　假定初态为

t＝０›＝

sinθsinφ e１e２›＋
cosθ
２
e１g２›＋

é

ë
ê
ê

cosθ
２
g１e２›＋sinθcosφ g１g２›

ù

û
ú
ú |０›,(１０)

式中t为时间;θ 和φ 均在０~２π取值,不同的取值

对 应 着 不 同 的 初 态. 将 幺 正 算 符 V ＝

exp
iπ
４∑

２

i＝１
σyi

æ

è
ç

ö

ø
÷ 作用于(１０)式后,将其按(４)式的能

量本征态展开,得到 t＝０›＝∑
４N＋４

j＝１
kj|›(kj 为展开系

数).考虑(５)、(６)式,由 t›＝exp(－iHt)t＝０›
可得任意时刻的波函数为

ψ(t)›＝∑
４N＋４

j＝１
kjexp－iEjt( ) ×

∑
N

n＝０
aj

n n›A E１E２›＋bj
n n›B E１G２›＋cj

n n›C G１E２›＋dj
n n›D G１G２›[ ] , (１１)

式中展开系数kj 为

∑
４N＋４

j＝１
kjaj

n ＝
sinθ
２ sinφ＋cosφ( ) ＋

cosθ
２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú A‹n|０›

∑
４N＋４

j＝１
kjbj

n ＝
sinθ
２ cosφ－sinφ( ) B‹n|０›

∑
４N＋４

j＝１
kjcj

n ＝
sinθ
２ cosφ－sinφ( ) C‹n|０›

∑
４N＋４

j＝１
kjdj

n ＝
sinθ
２ sinφ＋cosφ( ) －

cosθ
２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú D‹n|０›

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
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,

(１２)
其中

D‹n|０›＝(－１)n A‹n|０›＝

　　　　　 (－１)nDn０
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ø
÷
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　. (１３)

３　数值计算

用共生纠缠度度量两量子比特间的纠缠[１５Ｇ１６].
当θ＝０,φ＝π/４时,两原子的初态为Bell三重态之

一.这里取N＝３０.
图１描述了弱耦合(g１＝g２＝g＝０．０１)时非旋

波近似下两非全同量子比特的共生纠缠C１２随时间

的演化,其中一个量子比特的本征频率与光场频率

相同(ω１＝ω０＝ω＝１),而另一个量子比特的本征频

率对称失谐,即ω２＝ω＋ Δ 与ω２＝ω－ Δ (频率

差 Δ ∈(０,１)])时的纠缠演化完全相同,均是初始

时刻处于最大纠缠状态,由于与光场耦合,两量子比

特间的纠缠随着时间的增长而逐渐减小,达到退纠

缠状态后,又逐渐增大到最大纠缠.整个过程在退

纠缠与最大纠缠之间震荡,显示出良好的周期性.
为了计算简便,取约化普朗克常数h－＝１,gt为无量

纲量.
仍取ω１＝ω０＝ω＝１,当耦合强度较大(g１＝

g２＝g＝０．２),ω２ 与ω 差值的绝对值一定时,两量子

比特间的纠缠图样仅在ω２ 与ω 对称小失谐(Δ＝
±０．１)时接近相同,如图２(d)所示;而ω２ 与ω 对称

失谐较大时,两量子比特间的纠缠图样差异明显,如
图２(a)~(c)所示.

４　分析与讨论

对非旋波近似下的TC模型进行旋波近似,忽
略非旋波项 σ＋a＋＋σ－a( ) 的作用,系统的哈密顿

量[１７]变为 H ＝ω０a＋a＋
１
２∑

２

i＝１
ωiσzi ＋∑

２

i＝１
gi(a＋×

σ－
i ＋aσ＋

i),其中σ＋ 为上升算符,σ－ 为下降算符.初

态仍取θ＝０,φ＝π/４时(１０)式所示的Bell态,此时

含时波函数[１８] 可写为 ψ(t)›＝B１(t)eg,０›＋
B２(t)ge,０›＋B３(t)gg,１›,其中B１(t)、B２(t)和
B３(t)为 波 函 数 的 待 定 系 数,满 足 H ψ(t)›＝

i∂ψ(t)›
∂t

.考虑g１＝g２＝g,ω１＝ω０＝ω,失谐量

Δ＝ω２－ω,故

－
Δ
２ ０ g

０ Δ
２ g

g g －
Δ
２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

B１(t)

B２(t)

B３(t)

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú
＝i

∂
∂tB１(t)

∂
∂tB２(t)

∂
∂tB３(t)

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

,

(１４)
记矩阵
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图１ 弱耦合时非旋波近似下两非全同量子比特的共生纠缠随时间的演化.
(a)Δ＝±１;(b)Δ＝±０．７;(c)Δ＝±０．４;(d)Δ＝±０．１

Fig敭１ TimeevolutionofconcurrenceentanglementbetweentwononＧidenticalqubitswithoutrotatingwave
approximationinthecaseofweakcoupling敭 a Δ＝±１  b Δ＝±０敭７  c Δ＝±０敭４  d Δ＝±０敭１

图２ 强耦合时非旋波近似下两非全同量子比特的共生纠缠随时间的演化.
(a)Δ＝±０．９;(b)Δ＝±０．５;(c)Δ＝±０．２;(d)Δ＝±０．１

Fig敭２ TimeevolutionofconcurrenceentanglementbetweentwononＧidenticalqubitswithoutrotating
waveapproximationinthecaseofstrongcoupling敭 a Δ＝±０敭９  b Δ＝±０敭５  c Δ＝±０敭２  d Δ＝±０敭１
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M ＝

－
Δ
２ ０ g

０ Δ
２ g

g g －
Δ
２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

. (１５)

　　由于系统的哈密顿量不含时,故其求解可转化

为求定态薛定谔方程 H ›＝E ›,化简后便是

M ›＝E ›.解 M ›＝E ›可得到三个本征能量

(Ef,f＝１,２,３{ } ) 及 其 对 应 的 本 征 矢

Vf,f＝１,２,３{ },将 给 定 初 态 按 其 本 征 态 展 开

t＝０› ＝ ∑
３

f＝１
kfVf, 可 求 得 展 开 系 数

kf,f＝１,２,３{ };任 意 时 刻 的 态 矢 为 t›＝

∑
３

f＝１
exp－iEft( )kfVf,t›可表示为一个３×１的矩

阵,矩阵元分别对应为B１(t)、B２(t)、B３(t).当Δ
的绝对值一定时,B１(t)、B２(t)、B３(t)不因

Δ 的正负而改变. 因此,旋波近似下的TC模型在

确定的耦合强度g１＝g２＝g 下,由于失谐量Δ＝
ω２－ω 的绝对值相等,其中一量子比特的本征频率

与光场频率相同,而另一量子比特的本征频率与

光 场 对 称 失 谐 时,量 子 比 特 间 的 纠 缠 演 化 C＝
２max０,B１(t)B２(t){ }

[１８]完 全 相 同,如 图 ３
所示.

图３ 旋波近似下两非全同量子比特的共生纠缠随时间的演化.(a)g＝０．０１,Δ＝±０．４;(b)g＝０．０１,Δ＝±０．４;
(c)g＝０．２,Δ＝±０．９;(d)g＝０．２,Δ＝±０．５;(e)g＝０．２,Δ＝±０．２;(f)g＝０．２,Δ＝±０．１

Fig敭３TimeevolutionofconcurrenceentanglementbetweentwononＧidenticalqubitswithrotatingwaveapproximationin
thecaseofstrongcoupling敭 a g＝０敭０１ Δ＝±０敭４  b g＝０敭０１ Δ＝±０敭４  c g＝０敭２ Δ＝±０敭９  d g＝

０敭２ Δ＝±０敭５  e g＝０敭２ Δ＝±０敭２  f g＝０敭２ Δ＝±０敭１

　　弱耦合(g１＝g２＝g＝０．０１)时,旋波近似下的

TC模型在ω１＝ω０＝ω＝１,ω２＝ω± Δ (Δ ∈
０,１( ])的两种取值情况下,两量子比特间的纠缠演

化对比图与非旋波近似时同样参数下的纠缠对比图

完全相同;但耦合强度较大(g１＝g２＝g＝０．２)时,
旋波近似下的TC 模型在ω１＝ω０＝ω＝１、ω２＝ω±
Δ (Δ ∈(０,１])的两种情形下,两量子比特间的

纠缠演化对比图与非旋波近似时同样参数下的纠缠

对比图差异较大,且失谐量越大,差异越明显.这说

明对 于 TC 模 型,只 有 在 g ≪ω 的 弱 耦 合 或

ω２－ω ≪ ω２＋ω 的近共振情况下才能采取旋波

近似.当耦合强度变大时,量子比特与光场强烈作

用,非旋波项的作用不能忽略,旋波近似失效,旋波

近似下的规律也由于非旋波项的作用而消失.

５　结　　论

采取相干态正交化展开法,利用共生纠缠度来

度量两量子比特间的纠缠演化,分析了非旋波近似

时TC模型中同一耦合强度下不同跃迁频率的量子

比特和光场对非全同的两量子比特间纠缠演化的影

响;通过与旋波近似时TC模型在同样参数下非全

同的两量子比特间纠缠图样的对比,凸显了非旋波

项在强耦合、大失谐时的作用.研究结果表明,弱耦

合(g１＝g２＝g＝０．０１)时,若保持失谐量Δ 的绝对

１０２７０１Ｇ５
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值不变,Δ 的正负不改变两量子比特间的纠缠演化;
但在强耦合(g１＝g２＝g＝０．２)时,由于非旋波项的

贡献,两种对称失谐情形下量子比特间的纠缠演化

差异明显,仅当ω２ 与ω 小失谐(Δ＝０．１)时,纠缠演

化接近相同.研究结果凸显了强耦合大失谐时非旋

波项的重要性,为强耦合系统中粒子间纠缠的研究

提供了理论依据,对实验上制备纠缠态[１９Ｇ２０]和实现

量子信息的保密传递[２１Ｇ２２]具有指导意义.
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