
激光与光电子学进展
５５,１０２２０２(２０１８) Laser&OptoelectronicsProgress ○C２０１８«中国激光»杂志社

基于Zernike多项式光滑优化的均匀方斑透镜设计
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摘要　采用二次支撑面法(SQM)设计了一种均匀方斑透镜,建立了Zernike正交多项式曲面插值重构算法.在初

始基面上对每一个子面选择映射守恒点,并按照相邻关系划分９点系统.针对９点系统,利用多项式的低阶项建

立了线性方程组,并根据其唯一解构造了部分曲面.将所有部分曲面拼接,得到了完整的连续光滑的优化曲面.

该算法可在一定程度上简化SQM初始基面的后期优化,得到良好的均匀方斑透镜设计效果.
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１　引　　言

与二维光学设计相比,三维光学设计的适用范

围更广,技术热度更高,难度也更大.常见的均匀方

斑透镜的设计方法众多,利用多焦点叠加的菲涅耳

透镜和矩形阵列式发光二极管(LED)透镜等均可得

到良好的效果,但是这些方法对光源特性及光效等

的限制较大[１Ｇ２].单自由曲面透镜的曲面灵活、角度

大、整体度高且便于加工,接受度较高[３],但由于映

射关系不可积以及目标光斑非旋转对称等原因,其

往往无法得到理想的结果.使用配焦椭流面法或偏

微分方程(PDE)方法设计矩形光斑透镜[４Ｇ６]时,所得

的光斑未经复杂优化始终无法达到高均匀度的效

果,光斑内部的交叉亮区域及边界误差难以消除.
二次支撑面法(SQM)是最不依赖于映射关系

的方法之一,实际上它是包括支撑抛物面(SP)、支
撑椭球面(SE)、支撑卵形线(SO)等方法在内的一

种二次曲面法的总称,最早由 Oliker等[７]提出.

SQM根据光源和目标面离散点之间的位置关系,利
用光程常数求解子面,并根据不同子面之间的相互
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叠加包覆来获得最外部分的初始基面.
初始基面由不同子面机械拼接而成,本身并非

连续光滑,很难在实际照明设计中加工并应用.本

文针对该问题,提出了一种基于Zernike多项式的

曲面优化算法,在初始基面上利用重心算法寻找型

值点,在９点系统内通过多项式的低阶项建立线性

方程组并构造部分曲面,拼接部分可获得整体连续

光滑的优化曲面.这种新型的优化算法原理简单,
方便快捷,效果良好,可以简化SQM 的后期优化过

程,适用于均匀方斑透镜的设计.

２　SQM原理及其优化

SO方法常用于透镜设计,其基于笛卡儿卵形

线本身的光学性质:从光源O 点发出的光线经卵形

线表面P 点折射之后必定落在目标面的第二焦点

F 上,如图１(a)所示,其中OXY 为坐标系,P１、P２

为卵形线表面的折射点,ρ１、ρ２ 分别为P１、P２ 点到

O 点的距离.
笛卡儿卵形线的光程常数K 定义为

n１ OP ＋n２ PF ＝K, (１)
式中n１ 和n２ 分别为空间不同的折射率.(１)式表

示卵形线上任意一点P 与两焦点连线的长度和对应折

射率的乘积之和为常数K,称作光程常数.如图１(b)
所示,目标面上不同的焦点F１、F２、F３ 均可构造属于

它们的子面,这些子面相互交错叠加覆盖,最终露出在

外的有效部分组成初始基面.为了使各个像素点上的

通量满足预设值,可以通过调整光程常数来改变对应

子面的大小,有效部分所占的通量也会改变.

图１ SO方法原理.(a)卵形线定义;(b)SO方法

Fig敭１ PrincipleofSOmethod敭 a Ovaldefinition  b SOmethod

　　初始基面本身凹凸不平,虽然其映射关系可以

得到良好的保证,但不便于实际应用.SQM的后期

优化重点是在保证映射关系不变的前提下,使曲面

整体连续光滑,光斑呈连续分布.Ma等[８]提出了

一种混合优化设计方法,在SQM 的基础上,利用折

反射定律和能量守恒定律,建立了椭圆形的 MongeＧ
Ampére非线性偏微分方程,在边界条件限定的情

况下可求得方程的唯一解.但该方法适用范围不大

且原理复杂、耗时冗长.

３　优化算法

３．１　Zernike多项式

Zernike多项式是光学设计中常用的多项式之

一,由于其各项系数与不同像差之间的对应关系,在
成像光学中它也常被用于拟合波前来分析光学表面

的像差类型和大小[９Ｇ１０].Zernike多项式的定义满足

Zm
n(ρ,φ)＝Rm

n(ρ)cos(mφ), oddnumber
Z－m

n (ρ,φ)＝Rm
n(ρ)sin(mφ), evennumber{ ,

(２)
式中n－m 的值的奇偶性决定了方程的奇偶性;n和

m 均为非负整数,n 为多项式主阶层,m 为亚阶层;ρ
为径向距离,０＜ρ＜１;φ为方位角;参量Rm

n(ρ)为

Rm
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　　当n－m 的值为偶数时,(３)式成立,k＝０,１,２,,
(n－m)/２;当n－m 为奇数时,(３)式等号右边恒等

于０.

Zernike多项式由无穷数量的多项式完全集组

成,在单位圆内部是连续正交的[１１].初始基面上的

型值点数目巨大,一次性建立庞大的方程组并求解

优化曲面不现实.但Zernike多项式的低阶项曲面

形态比较简单,适用于小系统内部的曲面插值.

Zernike多项式的定义方式类似于直角坐标系,故在

优化之初需要将SQM初始基面转换到同一坐标系

下.被选择的适用项的表达式见表１.
表１中Zi(i＝１,２,３,４,５,９,１０,１６,１７)是指该

项在Zernike多项式定义中的排序,将其从前到后
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重新排序得到 Z１,Z２,,Z９{ }.其表达式可以转换

为x,y 形式,其中x＝ρcosφ,y＝ρsinφ.在９点

系统中,由于各个子面焦点的位置、通量分布不同,

曲面形态各异.表１中９项多项式的线性组合可以

表示绝大多数可见的曲面形态,且它们之间相互正

交,故方程组的解唯一.
表１　Zernike多项式的适用项

Table１　ApplicabletermsofZernikepolynomials

m １ ２ ３ ４

Applicableterm
Z１＝ρcosφ,

Z２＝ρsinφ

Z３＝－１＋２ρ２,

Z４＝ρ２cos(２φ),

Z５＝ρ２sin(２φ)

Z９＝ρ３cos(３φ),

Z１０＝ρ３sin(３φ)
Z１６＝ρ４cos(４φ),

Z１７＝ρ４sin(４φ)

３．２　重心算法求型值点

初始基面上的型值点用于曲面插值,一方面是

将型值点作为优化曲面构造过程中的标记点,用于

建立方程组;另一方面是为了保证映射关系,映射关

系不仅指光线与目标面落点之间的位置关系,也包

含了所有光线在目标面上的通量分布.由边光原理

可知,一旦优化曲面的求解完成,由于其连续光滑特

性,由部分恒定点所围区域的光线必然会在该区域

内扩散形成连续光斑,而连续光斑的通量分布决定

了照明设计的最终效果[１２].为了保证光通量在像

素区域内的均匀分布,采用类重心算法来求解型值

点的位置.
对于某一子面在初始基面上的有效部分A,可

以将其视作一曲面薄片,则子面受光源照射的一个

微小闭区域dσ内的通量分布为面密度.该曲面薄

片的型值点位置Q x－,y－,z－( ) 的计算公式为

x－ ＝
Mx

M ＝
∬

A

xΦ(x,y,z)dσ

∬
A
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y－ ＝
My

M ＝
∬

A
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∬
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∬
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式中M 为区域A 对应的总通量,Mx、My、Mz 分别

为总质量 M 在x、y、z 三个方向上的静矩元素,

Φ(x,y,z)为节点对应的光通量,其表达式为

Φ＝∬I０cosθdΩ, (５)

式中I０ 为光源中心光强,θ 为俯仰角,Ω 为单位空

间角.
在实际计算过程中,一般会按照网格划分方式

将曲面片看作是由许多质点组成的.直接利用数值

方式求解这些离散质点系的重心即可.如图２所

示,曲面片的重心一般位于曲面片靠中间的位置,一
方面它所处的位置正好使通量在周边区域分布均

匀,有利于保证像素点区域的光线扩展;另一方面,
曲面片上各个点的曲率并不一致,重心位置一般略

微突出,曲率变化平缓,便于曲面插值和曲面构造的

优化.

图２ 子面的重心位置

Fig敭２ OrthocenterofsubＧsurface

图３ 双参数曲面拼接

Fig敭３ SplicingwithtwoＧparametersurfaces

３．３　曲面插值与拼接

９点系统是按型值点之间的位置关系来划分

的,通常由中心点Q 及与其相邻的八点共同组成

(边界点不能作为中心点).由于Zernike多项式的

正交区域是单位圆,９点系统必须经过坐标平移及

归一化.一般以中心点对应的(x,y,０)作为新的原

１０２２０２Ｇ３
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点,并在其余８点的 XOY 平面投影中取与原点距

离最远点的间距作为归一化区域的半径并求解归一

化常数.系统的归一化是指网格划分、型值点坐标

位置等均按照归一化常数的比例作放缩.在已知９
点坐标的情形下,总能找到唯一的一组系数c＝
{c１,c２,,c９},使其满足

z１ x１,y１( ) ＝c１Z１ x１,y１( ) ＋c２Z２ x１,y１( ) ＋＋c９Z９ x１,y１( )

z２ x２,y２( ) ＝c１Z１ x２,y２( ) ＋c２Z２ x２,y２( ) ＋＋c９Z９ x２,y２( )

⋮

z９ x９,y９( ) ＝c１Z１ x９,y９( ) ＋c２Z２ x９,y９( ) ＋＋c９Z９ x９,y９( )

ì
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ï
ïï

ï
ïï

, (６)

图４ TracePro仿真.(a)光学系统;(b)离散点光斑

Fig敭４ TraceProsimulation敭 a Opticalsystem  b discretespots

式中zi xi,yi( ) 为型值点Qi 归一化之后的位置坐标.
(６)式可用于构建部分优化曲面,实际的部分曲面只需

还原到原来的坐标系中即可.(６)式的解可表示为

c＝Z/z, (７)
式中

Z＝

Z１ x１,y１( ) Z２ x１,y１( )  Z９ x１,y１( )

Z１ x２,y２( ) Z２ x２,y２( )  Z９ x２,y２( )

⋮ ⋮ ⋮
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　　部分曲面可表示为

S(x,y)＝c１Z１(x,y)＋
c２Z２(x,y)＋＋c９Z９(x,y). (１０)

　　部分曲面的有效区域仅在９点系统内部,将该部

分曲面的信息标记在中心型值点上.由于选用的

Zernike多项式的曲面特性,在原点位置即中心点上可

以保证部分曲面相切.依次以所有非边界型值点为中

心,重复以上计算过程可以得到所有的部分曲面.
曲面拼接是光学设计中常用的方法,但是常用

的机械拼接无法完成预期目标.为了保证最终整体

曲面的连续光滑特性,借助微分几何中的曲面双参

数化来表示各个部分曲面,如图３所示,其中xyz
为坐标系,(u,v)为双参数,QA、QA、QA、QA 为型值

点,A,B,C,D 为型值点在XOY 平面上的投影点.
在四个相邻型值点所围成的四边形区域内,任意一

点G 的坐标表示为

G(z)＝ １－u u[ ]
SA(z) SB(z)

SC(z) SD(z)
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

１－v
v

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
,

(１１)
式中SA 为型值点QA 对应的部分曲面,其余同理.
(１１)式表示按照G 点与型值点的距离远近,利用双

参数来表示四个部分曲面对最终优化曲面的影响力

的大小.用(１１)式反求可以得到四个型值点在

XOY 平面上的投影点A,B,C,D 坐标.

４　仿真结果与讨论

利用SQM 设计均匀方斑透镜时,一般将目标

面分离成离散的像素点,且每一个像素点对应的通

量相等,通过迭代的方式调整光程常数,求解满足通

量分布的初始基面.均匀方斑透镜的光斑大小为

２００mm×２００mm,分离成１１pixel×１１pixel.仿

真光源为１mm×１mm的朗伯光源,光源距目标面

距离为１０００mm.透镜高度为５０mm,内表面是以

光源中心为球心的球面,外表面为SQM 生成的初

始基面.透镜可用角度为６０°.利用非成像光学设

计仿真软件TracePro所建立的光学系统如图４(a)

１０２２０２Ｇ４
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所示,初始透镜的仿真效果如图４(b)所示,离散点

的通量分布基本均匀.
经过优化后的曲面所成的透镜如图５(a)所

示.图５(b)、(c)分别为优化透镜和初始透镜同一

位置的局部视图.可以看出,视觉上优化透镜的

表面连续光滑,无由子面叠加造成的沟壑.透镜

仿真效果如图６所示,与图４(b)相比,光斑不再是

离散的点状而是一副连续的图像,根据边光原理

可以证明优化曲面的光滑特性;光斑内部的均匀

度大于０．９,基本达到预期目标;光斑的边界呈正

方形,但其照度比光斑内部的更大,且四个顶点上

存在亮点.边界照度处理有待进一步优化,但是

该算法整体可以达到均匀方斑透镜设计的预期

效果.

图５ 透镜表面对比.(a)完整的;(b)优化的;(c)初始的

Fig敭５ Lenssurfacecontrast敭 a Complete  b optimized  c initial

图６ 透镜仿真效果.(a)光斑;(b)照度分布曲线

Fig敭６ Simulationeffectsoflens敭 a Spots  b distributioncurveofilluminance

５　结　　论

在SQM 设计均匀方斑的基础上,提出了一种

基于Zernike多项式的初始基面优化算法,该算法

通过曲面插值的方式,利用重心算法所得的恒定点

构造部分曲面,并将这些部分曲面拼接成优化曲面.
通过仿真实验发现,优化曲面整体连续光滑,光斑呈

连续性,形状保持正方形,照度分布基本均匀.虽然

该算法还有待进一步优化,但其简便易行且效果良

好,为均匀方斑的设计提供了一种新的思路,有望应

用于图像级配光.

参 考 文 献

 １ 　WangJJ WangX NingD敭DesignofFresnellens

with square uniform concentration ofsubＧregion

multiＧfocussuperposition J 敭Acta OpticaSinica 

２０１７ ３７ ３  ０３２２００１敭

　　　王进军 王侠 宁铎敭分区域多焦点叠加方形光斑均

匀聚光菲涅耳透镜设计 J 敭光学学报 ２０１７ ３７ ３  

０３２２００１敭

 ２ 　ZhangH WuM Y MaYF etal敭Symmetrical

１０２２０２Ｇ５



５５,１０２２０２(２０１８) 激光与光电子学进展 www．opticsjournal．net

analysisofuniformilluminationdesignofrectangular
arrayedlightemittingdiodesources J 敭Laser &
OptoelectronicsProgress ２０１５ ５２ １０  １０２２０５敭

　　　张航 吴梦荧 马宇飞 等敭矩形阵列LED均匀配光

的对称性分析 J 敭激光与光电子学进展 ２０１５ ５２

 １０  １０２２０５敭

 ３ 　LiangW Y LiYX LongYB etal敭Designof
freeformsurfacelenswithchiponboardLEDsources
foruniformillumination J 敭Laser&Optoelectronics
Progress ２０１７ ５４ １  ０１２２０２敭

　　　梁文跃 李远兴 龙拥兵 等敭板上芯片型LED光源

均匀照明自由曲面透镜设计 J 敭激光与光电子学进

展 ２０１７ ５４ １  ０１２２０２敭

 ４ 　FournierF R Cassarly W J RollandJP敭Fast
freeform reflector generation using sourceＧtarget
maps J 敭OpticsExpress ２０１０ １８ ５  ５２９５Ｇ５３０４敭

 ５ 　DingY GuPF Lu W etal敭Usingnumerical
solutions of differential equations to form free
reflector J 敭 Journal of Zhejiang University
 EngineeringScience  ２００７ ４１ ９  １５１６Ｇ１５１８敭

　　　丁毅 顾培夫 陆巍 等敭利用微分方程数值解构造

自由曲面反光器 J 敭浙江大学学报 工学版  ２００７ 
４１ ９  １５１６Ｇ１５１８敭

 ６ 　DingY LiuX ZhengZR etal敭FreeformLED
lensforuniformillumination J 敭OpticsExpress 
２００８ １６ １７  １２９５８Ｇ１２９６６敭

 ７ 　OlikerVI敭Designingfreeformlensesforintensityand

phasecontrolofcoherentlightwithhelpfromgeometry

andmasstransport J 敭ArchiveforRationalMechanics
andAnalysis ２０１１ ２０１ ３  １０１３Ｇ１０４５敭

 ８ 　MaYF ZhangH SuZY etal敭Hybridmethodof
freeformlensdesignforarbitraryilluminationtarget J 敭
AppliedOptics ２０１５ ５４ １４  ４５０３Ｇ４５０８敭

 ９ 　CaoZL LiaoW H ShenJX敭Anewalgorithmfor
humaneye′s wavefrontaberrationfitting with
Zernike polynomial J 敭 Optics and Precision
Engineering ２００６ １４ ２  ３０８Ｇ３１４敭

　　　曹正林 廖文和 沈建新敭Zernike多项式拟合人眼

波前像差的一种新算法 J 敭光学 精密工程 ２００６ 
１４ ２  ３０８Ｇ３１４敭

 １０ 　YeJF GaoZS LiuXL etal敭Freeformsurfaces
reconstruction based on Zernike polynomialsand
radialbasisfunction J 敭ActaOpticaSinica ２０１４ 
３４ ８  ０８２２００３敭

　　　叶井飞 高志山 刘晓莉 等敭基于Zernike多项式

和径向基函数的自由曲面重构方法 J 敭光学学报 
２０１４ ３４ ８  ０８２２００３敭

 １１ 　ChenLX HuXC HanK etal敭Improvement
methodforfittinghighＧfrequencyphasebyZernike

polynomials J 敭ActaOpticaSinica ２０１６ ３６ ３  
０３１４００１敭

　　　陈丽霞 胡小川 韩开 等敭Zernike多项式对空间高

频相位拟合的改进方法 J 敭光学学报 ２０１６ ３６ ３  
０３１４００１敭

 １２ 　ChavesJ敭IntroductiontononＧimagingoptics M 敭
BocaRaton CRCPress ２００８ ８Ｇ１７敭

１０２２０２Ｇ６


