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基于贝叶斯学生t分布混合的稳健点集匹配

杨丽娟１,田铮１,２,温金环１,延伟东１
１西北工业大学应用数学系,陕西 西安７１０１２９;
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摘要　针对点集匹配中异常值的干扰问题,提出了一种基于贝叶斯学生t分布混合模型(SMM)的稳健仿射点集

匹配方法.在贝叶斯框架下,该算法将点集匹配问题模型化为利用SMM进行概率密度估计的问题.通过引入

模型参数的近似变分后验分布,目标函数转化为最大化完全数据对数似然的变分下界,利用变分贝叶斯期望最

大化(VBEM)算法迭代估计模型参数的变分后验分布.对于学生t分布的自由度参数,通过最大化完全数据的

对数似然进行迭代更新,并利用斯特林公式近似计算.通过模拟点集和光学遥感图像的配准实验,验证了该方

法的有效性.
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１　引　　言

点集匹配在图像分析、图像配准和形状匹配等

领域中已获得广泛的应用[１Ｇ３],通过搜索点集之间的

对应关系,估计它们之间的空间变换模型.特征点

集的质量直接影响匹配的效果.在实际应用中,由

０１２８０１Ｇ１
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于图像质量或特征提取方法的不精确,提取的特征

点集通常存在大量异常值,因此稳健的点集匹配方

法研究备受关注.
近年来,概率匹配方法获得广泛的应用,其中最

显著的是高斯混合模型(GMM).Jian等[４]将点集

配准问题转化了两个GMM 的对准问题,通过最小

化两个GMM之间的统计差异确定点集对应关系.
一致性点漂移(CPD)方法[５]将点集匹配问题模型化

为最大似然框架下的概率密度估计问题,在强制

GMM质心(一个点集)做一致性运动的同时保持点

集的全局拓扑结构.在CPD方法中,额外的均匀分

布用于处理异常值.目前,已经提出了很多改进方

法以提高CPD方法的匹配性能[６Ｇ７].该方法本质上

仍是最小平方问题,而且在最大似然框架下,一个不

可避免的问题是奇异性,这限制了该方法的应用,但
是贝叶斯框架可有效解决这个问题[８Ｇ１０].曲寒冰

等[１１Ｇ１３]提出了一种贝叶斯框架下的点集匹配算法

(VBPSM),两个GMM分别用于模型化聚类和回归

过程,通过引入一个转移变量将聚类和回归结合起

来.为了提高异常值的稳健性,在混合模型中增加

额外的混合成分.但该方法估计的变换参数是针对

转移变量和模型点集之间的对应,并不是模型点集

和数据点集.相比于高斯分布,学生t分布是厚尾

分布,对异常值更加稳健.Zhou等[１４]用学生t分布

混合模型(SMM)代替GMM 模型化点集之间的非

刚性匹配问题,通过最大化参数的条件期望,获得配

准参数的闭型解,但它只允许各向同性协方差.本

文尝试在贝叶斯框架下用SMM直接模型化点集之

间的匹配问题.
贝叶斯SMM 已被广泛应用于密度估计、聚类

和模型选择等问题中[１５Ｇ１６].Archambeau等[１６]充分

考虑潜在变量之间的相关性,并利用变分贝叶斯期

望最大化(VBEM)算法迭代更新变分后验以获得更

紧致 的 下 界.Baldacchino 等[１７]将 变 分 贝 叶 斯

SMM 用于非线性系统识别中的稳健估计,两个不

同的SMM构成专家混合模型,其使数据中的噪声、
异常值和非正态性更加稳健.

综上,针对存在大量异常值的点集匹配问题,本
文提出了一种基于贝叶斯SMM的稳健仿射点集匹

配算法,直接处理模型点集和数据点集之间的匹配

问题.通过引入近似后验分布,点集匹配问题转化

为最大化完全数据对数似然的变分下界,利用变分

期望最大化(EM)算法结合由粗到精的匹配策略来

估计变换参数的不确定性.对于学生t分布的自由

度参数,由于没有先验知识,可通过最大化完全数据

的对数似然进行更新,并用斯特林公式[１８]避免了非

线性方程的求解.模拟点集和光学遥感图像的配准

实验结果验证了所提方法的有效性.

２　贝叶斯SMM
２．１　多变量学生t分布

多变量学生t分布的概率密度可定义为:
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式中d 是数据维数,μ 和Λ 分别是均值和精度,

Γ()表示伽马函数.当自由度参数v→∞时,(１)式
中的学生t分布收敛到高斯分布.

为了便于处理,学生t分布可表示为具有相同

均值、不同精度的尺度高斯分布的无限混合,即:
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式中u 为尺度变量,N x μ,Λ－１( ) 是高斯分布:
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G u v/２,v/２( ) 是伽马分布:
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２．２　贝叶斯学生t分布混合

给定数据点集 X＝ xn{ }N
n＝１和模型点集Y＝

ym{ }M
m＝１,其中 N 和M 为点集大小,数据点的维数

记为D.齐次坐标点集记为Y＝ ym{ }M
m＝１,变换点

集的位置可表示为Aym,其中A 表示点集之间的仿

射变换矩阵.则数据点集的条件概率可表示为:

pxn ym,Θ( ) ＝

∑
M

m＝１
πmSxn Aym,Λm,vm( ) , (５)

式中模型变量记为 Θ＝ A,Λm{ },πm{ },vm{ }{ }.
为了方便进行变分处理,引入离散二值指示变量

Z＝zn{ }N
n＝１和尺度变量U＝un{ }N

n＝１,记为潜在变量

ΘL＝U,Z{ },其中znm∈ ０,１{ },且∑
M

m＝１
znm＝１,∀n,

给定znm的条件下,尺度变量unm是未观测,则 M 成

分SMM的潜在变量模型可表示为:

０１２８０１Ｇ２
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　　利用指数分布族的共轭先验特性,变分贝叶斯

变量ΘVB＝ A,Λ,π,υ{ } 的先验分布按以下方式选

择:１)混合比例系数π 的先验分布服从狄利克雷分

布DIRπ κ０( ),其中κ０ 是先验样本大小(称为超参

数);２)每个混合成分的精度Λm 服从威沙特先验

分布,W Λm γ０,S０( ),其中γ０ 和S０ 分别为自由度

和尺度矩阵;３)仿射变换矩阵A 的每列元素服从零

均值、精度参数υ 的高斯先验;４)精度参数向量υ
服从伽马分布,其中a０ 和b０ 分别是先验形状和先

验逆尺度参数.在实际应用中,可根据经验确定超

参数 的 初 始 值.通 过 变 分 推 断,可 获 得 变 量

ΘL,ΘVB{ } 的 后 验 分 布,详 见 下 节.参 数 υ＝
vm{ }没有先验,可通过最大化数据的对数似然进行

估计,记为ΘML＝υ{ }.
数据和变量之间的联合分布层次表示为:

p X,ΘL,ΘVB Y( ) ＝p X Y,U,Z,ΘVB( ) ×
pU Z( )p Z π( )p(π)p Λ( )p A υ( )p(υ).

(９)

　　图１中的有向无环图(DAG)[８]描述了变量和

参数之间层次概率依赖关系,图中圆表示变量,方块

表示超参数,虚线圆表示可调参数.

图１ 点集匹配的有向无环图

Fig敭１ Directedacyclicgraphofpointsetregistration

３　贝叶斯SMM的变分推断

在贝叶斯框架下,通过变分推断可估计模型参

数.考虑某近似后验qU,Z,ΘVB( ),对数似然可表

示为

lnp X Y( ) ＝L(q)＋KL qU,Z,ΘVB( )[

‖p U,Z,ΘVB X,Y( ) ] , (１０)

式 中 KL qU,Z,ΘVB( )‖p U,Z,ΘVB X,Y( )[ ] 是

真实 后 验 分 布 p U,Z,ΘVB X,Y( ) 和 近 似 后 验

qU,Z,ΘVB( ) 之间的库尔贝克Ｇ莱布勒(KL)散度,满
足条件 KL q‖p( )≥０,当且仅当q U,Z,ΘVB( )＝
p(U,Z,ΘVB X,Y)时等式成立.因此有L(q)≤
lnp X Y( ),即L(q)是lnp X Y( ) 的近似下界.通

过依次对L(q)的各个变量取变分,可获得变量

ΘL,ΘVB{ }的变分后验概率.
３．１　参数的变分后验估计

所有变量的变分后验概率可分解为:

qU,Z,π,Λ,A,υ( ) ＝
qU,Z( )q(π)q Λ( )qA( )q(υ), (１１)

式中q ΘVB( )＝q(π)q Λ( )q A( )q(υ),关于q(U,Z)
和q ΘVB( ) 最大化L(q),可获得下面的 VBEM 算

法.在第k次迭代中,更新准则为:
VBEＧstep:q U,Z( ) k ∝

exp ‹lnp X,U,Z Y,ΘVB( ) ›q(ΘVB)k－１[ ] ,(１２)

VBMＧstep:q ΘVB( ) k ∝p ΘVB( ) ×
exp ‹lnp X,U,Z Y,ΘVB( ) ›q(U,Z)k[ ] , (１３)

式中‹›表示关于变量的变分后验的期望.在变分

贝叶斯期望步骤(VBEＧstep)中,用变分贝叶斯变量

ΘVB的当前估计来计算潜在变量的后验分布;在变

分贝叶斯最大化步骤(VBMＧstep)中,固定潜在变

量,重新计算变量ΘVB上的变分后验分布.
１)潜在变量U,Z.潜在变量U 和Z 的联合后

验概率的对数形式如下:

lnqU,Z( ) ∝∑
N

n＝１
∑
M

m
znm ×

‹lnπm›＋
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２ln
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２
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è
ç
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vm ＋D
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ç
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÷lnunm ×

１
２
‹lnΛm ›－

unm

２ vm ＋ϖnm( )
ù

û
úú , (１４)

式中ϖnm＝‹xn－Aym( )TΛm xn－Aym( ) ›,指示变

量的后验分布qznm＝１( ) 可表示为:

qznm ＝１( ) ＝

Γ
vm ＋D
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ Γ

vm

２
æ

è
ç

ö

ø
÷‹πm›×

‹Λm ›１/２ vm( ) －D/２ １＋
ϖnm

vm

æ

è
ç

ö

ø
÷

－vm＋D/２

. (１５)

　　在这个过程,考虑了尺度变量上的不确定性.
规范化后,指示变量的期望可定义为:

‹znm›＝
qznm ＝１( )

∑
M

m＝１
qznm ＝１( )

,∀n,∀m. (１６)

０１２８０１Ｇ３



５５,０１２８０１(２０１８) 激光与光电子学进展 www．opticsjournal．net

　　以指示变量znm＝１为条件,尺度变量unm 的后

验分 布 仍 然 服 从 伽 马 分 布,q unm znm＝１( ) ~
G unm αnm,βnm( ),其中:

αnm ＝
vm ＋D
２

, (１７)

βnm ＝
vm ＋ϖnm

２
, (１８)

另外,有:‹unm›＝αnm/βnm,‹lnunm›＝ψ αnm( ) －
lnβnm,其中ψ()是Digamma分布.

２)仿射变换矩阵A.仿射变换矩阵A 的第q
行元素的后验分布是高斯分布,后验均值μ̂Aq

和后

验协方差矩阵Σ̂Aq
可表示为:

Σ̂－１
Aq＝diag(‹υ›)＋∑

N

n＝１
∑
M

m＝１
ym‹znmunmΛm q,q( ) ›yT

m,

(１９)

μ̂Aq＝ ∑
N

n＝１
∑
M

m＝１

‹znmunmΛm q,q( ) ›xnqyT
m[ ]̂ΣAq

,

(２０)
式中diag(‹v›)表示由‹v›中元素构成的方阵.

３)仿射变换的精度υ.精度υ 的后验分布仍

然是伽马分布,第l个元素的后验形状参数和后验

逆尺度参数为:

al ＝a０＋
D
２
, (２１)

bl ＝b０＋
１
２∑

D

q＝１

‹A２
ql›. (２２)

　　４)精度矩阵Λ.对于第m 个混合成分,精度

矩阵Λm 的后验分布仍然是威沙特分布,后验自由

度和后验尺度矩阵为:

γm ＝∑
N

n＝１

‹znm›＋γ０, (２３)

S－１
m ＝S－１

０ ＋∑
N

n＝１

‹znmunm›

‹xn －Aym( ) xn －Aym( ) T›, (２４)
如果选择各向同性的协方差矩阵,则精度矩阵的后

验分布为伽马分布.

５)混合比例π.混合比例参数π 的后验分布

仍是狄利克雷分布,第m 个混合成分的后验样本大

小κm 为:

κm ＝∑
N

n＝１

‹znm›＋κ０. (２５)

３．２　自由度参数υ的优化

由于没有自由度参数 vm{ } 的先验信息,可通过

最大化对数似然函数迭代更新,令对应梯度为零,解
(独立)非线性方程:

ln
vm

２
æ

è
ç

ö

ø
÷＋１－ψ

vm

２
æ

è
ç

ö

ø
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∑
N

n＝１

‹znm›‹lnunm›－‹unm›( )/

∑
N

n＝１

‹znm›＝０. (２６)

　　为了简化数值计算,在本研究中不进行非线性

方程求解,而是利用斯特林公式lnΓ(z)≈zlnz－
z＋１/２ln２π/z,有:

vm ＝

－
１

１＋１/∑
N

n＝１

‹znm›∑
N

n＝１

‹znm›‹lnunm›－‹unm›( )

.

(２７)

　　通过上述处理步骤大大简化了计算.参数更新

的目的是最大化变分下界L(q),但因为在计算L(q)
过程中可能涉及到大的矩阵,这会大大增加计算量,
故在 本 算 法 的 每 次 迭 代 中,只 计 算L′(q)＝
∑
N

n＝１
∑
M

m
‹znmunm xn－Aym( )TΛm xn－Aym( )›来检查算

法是否收敛.算法１给出了基于贝叶斯SMM的点

集匹配算法,简记为 VBSMM,通过结合 VBEM 和

由粗到精[１１Ｇ１３]的匹配策略,实现点集匹配.
算法１:基于贝叶斯 SMM 的仿射点集匹配

算法

１)输入:X＝ xn{ } M
n＝１,Y＝ ym{ } M

m＝１,容忍误差

εL;

２)初始化.先验参数:a０,b０,κ０,γ０,S０;仿射

变换参数:A;

３)forS０ 上由粗到精do;

４)repeat
VBEＧstep:根据(１５)、(１６)式推断指示变量Z;

根据(１７)、(１８)式推断尺度变量U;

VBMＧstep:根据(２５)式更新混合比例参数π 的

κ,根据(１９)、(２０)式推断仿射变换矩阵A,根据

(２１)、(２２)式更新精度υ 的a 和b,根据(２３)、(２４)
式更新Λ 的γ,S,根据(２７)式更新自由度参数υ,计
算第t步中的下界L′;
５)untilL′t－L′t－１ ＜εL;

６)endfor.
算法的时间复杂度主要由(１５)和(２４)式决定.

在每次迭代中,计算这两个公式的时间复杂度分别

近似为O D３NM( ) 和O D２(N＋D)M[ ].一般情

况中,点集的坐标维数D 为２或３,因为D≪N,M,
故在仿射情况中,算法总的时间复杂度可近似为
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O NM( ).表 １ 比 较 了 本 算 法 与 CPD 方 法[５]、

GMMＧL２方法[４]和各向异性协方差(VBPSM)方
法[１１Ｇ１３]的计算时间,其中ISO和 ANI分别表示选

择各向同性和各向异性协方差,迭代次数设定为

１００.实验结果显示,本算法相比VBPSM算法有了

提高,这主要是因为在每次迭代中只需计算L′(q),
但是与比GMMＧL２方法还有很大差距,仍需要进行

大量的计算优化.
表１　４种算法计算时间的比较

Table１　Comparisonofcomputationaltimebetweenfouralgorithms

Dataset Points CPD/s GMMＧL２/s VBPSM/s VBSMM (ISO)/sVBSMM(ANI)/s
Fish ９１ ０．８４５６ ０．４４１６ ５．７０１５ １．７８３３ ３．１２２４
Face ３９２ ３３．２９６９ ５．１３００ ２８．１３８４ １１．７９９３ １８．０５４１
Bunny ４５３ ２４．４３１９ ３．６８２９ ３２．８８４０ １５．０１９１ ２１．９４９８

４　实验结果

本节实验分为两部分,首先进行模拟点集匹配实

验,并 将 本 方 法 与 CPD 方 法、GMMＧL２ 方 法 和

VBPSM方法进行了比较,然后将该方法应用于光学

遥感图像的配准中.在本节的实验中,超参数的初始

值设置如下:１)超参数a０ 和b０ 均设置为０．０１;２)κ０
中各个元素设置为M;３)γ０ 设置为２×(D＋１),对于

选择各向同性协方差的情况,S０ 设置为标量１,对于

选择各向异性协方差的情况,S０ 设置为单位矩阵I.

４．１　模拟点集匹配实验

在模拟点集实验中选择三组模型点集,分别为

fish点集(包含９１个二维数据点)、face点集(包含

３９２个三维数据点)和bunny点集(包含４５３个三维

数据点)[５].数据点集的生成包括两部分,首先进行

随机仿射变换,然后增加不同比例的异常值.
仿射变换参数为服从均匀分布的随机值,取值

范围分别为:１)平移参数[－５,５];２)尺度[０．５,１．５];

３)剪切[０．１,０．５];４)旋转[－４５°,４５°].加入均匀分

布的异常值,与模型点的比例分别为０．０,０．５,１．０,１．５
和２．０,并对每个异常值水平进行５０次匹配实验.召

回率被用于评价点集匹配性能,即算法找到的正确匹

配数和真实匹配数的比例.其中CPD方法中均匀分

布的权重参数统一设置为０．５;GMM－L２方法中的

匹配对应关系按照最小距离准则确定;针对各向同性

和各向异性协方差的两种选择,本方法分别记为

VBSMM(ISO)和VBSMM(ANI).
图２比较了不同方法在不同异常值比例下的平

均召回率.由图２可知,在随机仿射变换和存在不

同比例异常值的情形下,本算法明显优于其他方法.
对二维fish点集,GMMＧL２方法的匹配效果最差,
随着异常值比例的增加,召回率曲线快速下降.在

匹配三维点集中,随着异常值比例的增加,其他三种

算法都快速失效,VBPSM 方法尤其严重.图３给

出了本方法[VBSMM(ANI)]匹配含不同水平异常

值的二维fish点集的结果示例,从左到右异常值比

例依次增加.图４和图５分别给出了三维face点集

和bunny点集的匹配结果示例.

图２ 递增异常值比例的召回率对比.(a)Fish点集;(b)face点集;(c)bunny点集

Fig敭２ ComparisonofrecallrateofincreasingoutlierＧtoＧdataratio敭 a Fishpointset  b facepointset  c bunnypointset

４．２　光学遥感图像配准实验

为了验证本方法解决真实图像特征点匹配的能

力,本节采用两幅来自于Landsat卫星的专题制图

仪(TM)遥感图像进行实验,图５(a)、(b)分别为参

考图像和待配准图像.首先分别提取两幅图像的显

著特征集[６,１９],分别构成模型点集(含１４０个特征

点)和数据点集(含１４３个特征点).判定特征点之

间的对应需同时满足两个条件:１)最大后验准则;

２)变换模型点集和数据点集之间欧氏距离小于某

阈值,这里选择阈值为１.
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图３ 针对二维fish点集,异常值比例分别为(a)０;(b)０．５;(c)１．０;(d)１．５;
(e)２．０时本方法的匹配结果示意图(第一行是初始点集,第二行是点集对准结果)

Fig敭３ DiagramofthematchingresultsoftheproposedmethodaimingattwoＧdimensionalfishpointsetswith
theoutlierＧtoＧdataratioof a ０  b ０敭５  c １敭０  d １敭５  e ２敭０ respectively thefirstlineshowtheinitialpointsets 

thesecondlineshowthepointsetalignmentresults 

图４ 针对三维face点集,异常值比例分别为

(a)０;(b)０．５;(c)１．０;(d)１．５;(e)２．０时本方法的匹配结果示意图(第一行是初始点集,第二行是点集对准结果)

Fig敭４ DiagramofthematchingresultsoftheproposedmethodaimingatthreeＧdimensionalfacepointsetswiththe
outlierＧtoＧdataratioof a ０  b ０敭５  c １敭０  d １敭５  e ２敭０ respectively thefirstlineshowtheinitialpointsets 

thesecondlineshowthepointsetalignmentresults 

图５ 针对三维bunny点集,异常值比例分别为

(a)０;(b)０．５;(c)１．０;(d)１．５;(e)２．０时本方法的匹配结果示意图(第一行是初始点集,第二行是点集对准结果)

Fig敭５ DiagramofthematchingresultsoftheproposedmethodaimingatthreeＧdimensionalbunnypointsetswith
theoutlierＧtoＧdataratioof a ０  b ０敭５  c １敭０  d １敭５  e ２敭０ respectively thefirstlineshowtheinitialpointsets 

thesecondlineshowthepointsetalignmentresults 

　　在各向异性和各向同性协方差两种情况下,本
方法获得了６８对和７２对匹配结果,其中模型点和

数据点之间的匹配误差分别为０．２６１３和０．２６２９.
图６(c)给出了利用本方法最终获得的７２对匹配结

果,图６(d)给出了本算法的配准结果.相比之下,
由于从参考图像和待配准图像中提取的两个特征点

集中 均 存 在 大 量 异 常 值,从 而 导 致 CPD 方 法、

GMMＧL２方法和 VBPSM 方法均匹配失效,其中

GMMＧL２方法结果最差,这与４．１节的实验结果

一致.

５　结　　论

针对异常值对点集匹配的干扰问题,提出了基

于贝叶斯SMM模型的点集匹配方法.选择SMM
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５５,０１２８０１(２０１８) 激光与光电子学进展 www．opticsjournal．net

图６ 光学遥感图像配准.(a)参考图像;(b)待配准图像;(c)匹配结果;(d)配准结果

Fig敭６ Registrationofopticalremotesensingimages敭

 a Referenceimage  b imagetoberegistered  c matchingresult  d registrationresult

直接模型化点集之间的匹配对应关系,增加异常值

的稳健性.在贝叶斯框架下,充分考虑变量之间的

相关性,利用VBEM算法结合由粗到精的匹配策略

估计参数的变分后验.在学生t分布的自由度参数

的迭代更新中,利用斯特林公式获得近似解,避免了

非线性方程的求解,提高了算法效率.最后,模拟点

集和光学遥感图像配准实验验证了本方法处理异常

值问题的有效性和可行性.
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